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AVERTISSEMENT. 


La  Societe  suissc  de  Physique  a  pris  l'initiadve  de  publier 
3  a^uvres  de  Walther  Ritz,  le  jeune  pbysicien  mort  le 
juillet  1909,  ä  Tage  de  3i  ans. 

Elle  ne  s'est  pas  propose  seulernent,  en  contribuant  ä  faire 
►nnaitre  des  Lravaux  scientifiques  d'une  rare  beaute,  d'at- 
^•er  encore  une  fois  ['attention  des  mathematiciens  et  des 
lysiciens  sur  Fix^^uvre  d'un  esprit  d'elite.  Mais  eile  est 
mvaincue  qu'en  facilitant  la  ditTusion  d'idees  nouvelles  et 
irdies  eile  favorise  les  progres  de  la  Science.  Beaiicoup 
entre  elies,  nieme  Celles  qui  ont  des  ä  present  prouve  leur 
condite,  ouvrent  des  voies  nouvelles  et  reclament  des  conti- 
lateurs.  Nous  soiihaitons  que  cette  publication(')contribue 
les  susciter. 

M'"^*'  Kapliael  llitz  a  voulu  consacrer  a  la  memoire  de  son 
s  les  sommes  qui  lui  avaient  ete  allouees  pour  favoriser  ou 
compenser  ses  travaux  scientifiques  et  pour  lui  permettre 
i  prendre  soin  d'une  sante  particulicrement  precieuse  et 
>ntinuellenient  menacee. 


AVKRTISSEMKNT. 


II  convient  de  citer  parmi  ceux  qui  onL  ainsi  pris 
cette  publication  : 

Un  gTOupe  d'amis  anonymes  de  (loetting^ue. 

Llnstitul:  de  France. 

L'Ecole  polytechnique  federale. 

La  Sociele  suisse  de  Physique. 


PHErACK. 


Wallher  Ritz  naquit  le  22  fcvrier  1878  ä  Sion  (Yalais). 
Son  pere  etait  Raphael  Rilz,  le  peinLrc  l)ien  connu  par  ses 
ysages  valaisans,  ses  interieurs  et  ses  scenes  de  la  vic 
pulaire.  Eleve  de  TEcole  de  Dusseldorf,  conteinporain  el 
üiarade  dY^Ludes  de  Vaulhier,  de  IvoUer  el:  de  Boecklin,  il 
Loui'na  eil  i8()5  vivre  en  Valais,  soii  pays  natal.  En  187.5, 
epoüsa  la  fille  de  Ting-enieur  INoerdlinger,  de  Tiibingue. 
.  Rilz  dut  ä  son  pere  le  sens  de  la  beauLe  de  la  nature, 
connaissance  des  populaüons  du  Valais,  de  leurs  usages, 
leurs  tradilions,  de  leufs  legeudes.  Toute  sa  vie  il  con- 
rva  un  tres  profond  attacheuient  pour  son  pays  eL  aimait 
ns  des  conversalions  pleines  de  charuie  a  le  faire  coimailre 
»es  aniis. 

Brillamjuent  doue,  Ritz  fiL  saus  ellbrL  de  bonnes  eludes  au 
/cee  conirnunal  de  Sion.  11  etil,  Ires  jeune,  avec  la  surele 
;  jugenienl  (jui  presida  plus  lard  au  choix  des  sujeLs  de  ses 
ivaux,  rinluilion  qu'il  pourrait  faire  des  decouvei1.es 
ienlinques  et  s'en  ouvrit  a  sa  niere  (pii  le  coniprit. 
En  1897,  il  entra  a  TEcole  polytechnique  de  Zürich  pour 
/  preparer  a  la  carrierc  d'iugenieur.  Mais  il  ne  trouva 
jis  les  etudes  techniques  qu'une  demi-satisfaction.  Son 
prit  epris  d'absolu  s^icconimodait  mal  des  denionstrations 
uirnaires  a  Tusag'e  des  ingenieurs,  des  couipromis  enlre  les 


I 


h       'I: 


.  M 


{     hl 


I       •! 


,     ,  :.  \  M  .■       ':ii      ■■.■?'•:.'      Hl       aü.iS»!  M.fli 

,        ,.    I    ....  1     \    .:;    •,    M    I-.:    i-lHMii!    qur!,|u.- 
/     :  u  'u    IIP  !i  'i    .i    l^<'!i!i"   !ni    i.i   M  'j'.ii  .ilbui 
,    I  .|i  .h,.  Mi.-        '  !.    ! :  '1*      ,1    .  tu!  I  .i   !  t  *u:;''   .1    ia 

*,      ^..  .!.        l  I  .        A     1    !l!  '   •    !       Im«»'      H  |MN    ,1 

I      ,!         P     ,1      MI«        *       .    I     .«      1    *    \«  *    !l'   II'   ' 

.   j  1  .ti  «I    *.'      iii    !i  .r  t  I 

,  .  ,      I     ,  t      3!h    til      T  '        '  'tl     «UJ     ^1'        U\  I  « 

i,  ,     »,ti»  I     |.i         I    iii    i|  ..tt  f    'I  Im  hm     p.n 
\\       >    i       \  Uli'  Hi    ul     *f  mvf  * 

^^     ^  ^         1  I,  .j  Ml    n'    n'     ^ai'      i^tl       ^l'Hi 

p  .  ,         ,  ,•!    r-  . .  !    1  Mj        !in  ni«  iil    a    i.i 
j  .      f,Hi^.       1^        -  ^        •  '^-^^'        ^    '*      ^  ^^       ^'* 

\      ,    I        'U    4      »    •*     «!»    i^  »IMf     I«      II»' 

'U  '  1     '  '^        *'*^^    "  ^^^  }    »     l'M      rl  III 

.,        I  I  .!  .      »    lll        I  t     iH-     UM      I  «•     1' 

I        I    »  US     tu    tii    t  •     «*!is    a 

.„J,   |3|,    i,|.    til        1  .    Illllil*    I.* 

^   ,  .ti  lilM.i.  .i'      .Uli'     '  ^    It*  ^ 

,1        ^  .     I  IUI'«    '      IH    1'      l'ä'   ti 


4  /i  !  ♦     I! 


Solutions  theoriques  et  les  exigences  de  la  vie  reelle.  . 
quand,  en  1900,  une  pleuresie  mal  g'uerie  reiidit  impc 
pour  lui  le  climat  humide  de  Zürich,  alla-t-ilchercherc 
milieu  scientifique  de  Goettingue  an  regime  inteliectae 
conforme  a  ses  goüts. 

Son  sejour  a  Gantingae  fut  la  partie  la  plus  heurei 
savie.  Sa  sante  n'etait  pas  encore  assez  compromise 
Tempecher  de  suivre  avec  toute  Tardeur  de  sa  natar 
seignement  des  rnaitres  qu^il  avait  choisis.  Hilbert  et 
surtout  eurent  ime  influence  durable  sur  la  Formation  < 
esprit.  C^est  Voigt  qui  regut  sa  theso  sur  la  Theor 
specti"es  en  secie,  le  19  decembre  1902.  II  trouva  a  ( loet 
par'mi  ses  cornpag'nons  d'etude  des  amisdevoues  avec  1<: 
il  entretint  jiisqu'a  sa  mort  un  commerce  d'idees  (|ui 
dant  les  annees  d'eloig'nement,  le  maintint  en  contact  \ 
mouveuient  scientifique. 

llpassa  Tete  de  1903  ä  Leyde,  attire  par  H.-A.  Lor 
dejä  preoccope  des  problemes  electrodynamiques,  pu; 
dant  un  sejour  relativement  court  a  Bonn,  il  eut  la  sr 
tion  de  deeouvrir  lui-meme  une  raie  du  spectre  du  pol; 
que  les  formules  de  sa  these  lui  avaient  fail  prevoii' 
tard,  dans  les  ihesures  faites  par  d'autres,  il  devait  \ 
compter  les  succes  de  cette  espece. 

En  novembre  190.3.  il  se  rendit  a  Paris,  ou  il  troi 
accueil  amical  aupres  de  A.  (Lotion  qiii  lui  ouvrit  son  I 
toire  a  FEcole  Normale  et  qui,  dans  la  suite,  ne  cessa  ( 
teresser  vivement  a  lui.  Mais  le  travail  de  laboratoirc- 
galt  lentementa  son  gre  et  lorsque,  faligue  par  une  j 
de  lutte  contre  les  diflicultes  tnateiielles  de  Texpe 
il  ne  tenait  aucun  resultat  positif,  il  cherchait  a  c 
rimpression  de  temps  perdu  en  suivant  sans  mesii 
penchant  pour  les  speculations  abstraites. 


\  parLir  de  Thiver  190/1,  le  soin  de  sa  sanle  tient  iine 
mde  place  dans  sa  vie.  Apres  uii  sejour  au  saiiatoriiiin 
St.  Blasien,  dans  la  Foret  Noirc,  il  piU  pendant  quelques 
aaines  passees  a  Zürich  mener  a  bonne  fin  la  preparation 
>  plaques  photogTaphiques  sensibles  a  Tinfra-rougc  a  la- 
bile il  avait  travaille  a  Paris.  Puis  ce  furenl  des  sejours 
lapallo,  aux  Mayens  de  Sion.  II  passa  Fhiver  iCjOo-rgoC)  ä 
)n  ou,  i>Tace  a  la  sollicitude  inaLernelle  et  a  Texcellence 
cliniat  valaisan,  il  reunit  les  conditions  de  vie  les  plus 
orables  a  son  retablissement.  Malgre  tout,  cet  liiver  fut 
e  dureepreuve  pour  lui.  II  y  avail  quelque  chose  de  dou- 
ireusement  Iragique  dans  son  cas  :  Tardeur  au  travail 
I  le  devorait  ctait  a  la  fois  sa  rneiJleure  raison  de  vivre 
de  l'avis  du  niedecin,  le  principal  ol)stacle  a  sa  guerison. 
L  lui  interdit  de  Iravailler  plus  d'un  quart  d'heure  par 
u%  prescription  qu^il  s^eilbfca  vainenient  de  suivre, 
isque  c'est  de  cette  e|.)oque  que  datent  ses  idecs  nouvelles 
'  l'electi'odynarnique.  Deja  coinmencait  une  lutte  dans 
uelle  iliiesilasouvent  entredeux  voies  a  suivre  :  ou  vouloir 
erir  en  sacrifiant  son  travail,  ou  depensei"  sans  couipter  ce 
i  lui  restait  de  Forces  pour  conserver  ])lus  sürenienl  a  la 
Kuce  les  idces  (jui  hantaient  son  cerveau.  Ce  fnL  la 
ixieme  nianiere  qui  l'empor'ta.  Au  cours  de  Thiver  suivant 
'il  passa  a  Nice,  il  ecrivait :  c(  Vous  ni'accorderez  que  je  ne 
is  dans  la  meine  rnesure  (|ue  d'aulres  me  reposer  sur 
v^enir  cotnrne  devant  coinpenser  le  present.  11  ne  me  resLe 
it-eLre  que  peu  de  temps,  et  je  suis  ferm einen L  resolu  a 
^ser  ce  temps  dans  des  milieux  scientifiques  et  intellectuels 
i  seuls  peuvent  me  donner  le  contentement,  le  senliment 
vivre,  et  sontainsi  peut-etre  une  condition  de  santc?  Cher 
i,  je  ne  puis  espei'ei*  ni  les  joies  de  la  famille  ni  le  bien- 
e  du  vieux  ijarcon  qui  jouit  de  sa  saute;  il  ne  me  reste  que 


la  Science  et  la  vie  intellecLuelle;  et  vraiinent  je  ne  ine 
pas  la  force,  pour  uii  resultat  incertain,  de  continuer  ä  j 
terrer  ainsi.  »  A  partir  de  ce  niornent  il  n'interrompit  { 
le  travail  que  pendanl  les  acces  de  fievre  et  les  jou 
d'epuisement  de  plus  en  plus  frequentes.  C'est  a  Nice 
eut  rintuition  geniale  du  mecanisme  electroinagnetiqu 
raies  spectrales  par  lequel  il  penetra  plus  profonde 
que  personne  avant  lui  dans  la  connaissance  de  ce  m 
d^une  merveilleuse  beaute  et  d*'une  inimitable  prec 
qu'est  rinterieur  de  Tatome.  Ayant  trouve  au  cours  de 
un  peu  de  repos  ä  AA'aldkirch,  pres  du  lac  de  Constan 
se  decida  a  retonrner  dans  les  centres  de  travail  intelk 
en  AUemagne,  pensant  y  retrouver  le  temps  heureu 
(Icettingue.  11  passa  Thiver  1907-1908  ä  Tubingue, 
trouva,  avec  Panjitie  de  F.  Paschen,  roccasion  d'un  ecl 
de  vues  des  plus  ieconds.  Lui  soumettant  ses  idees 
riques  sur  les  spectres,  il  recevait  la  primeur  de  me 
qui  apportaient  a  sa  theorie  de  nombreuses  et  eclal 
contirmations. 

Vai  1908,  il  emigra  vers  Goettingue  oü  Tattiraient  la 
Souvenirs.  11  eut  la  joie  de  s'y  sentir  compris  par  ceu; 
avaient  ete  ses  maitres  et  de  prendre  nettementconscier 
sacelebrile  luüssaute.  L'etat  precaire  de  sa  sante  lui  vai 
connaitre  plus  conipletement  les  amities  qu'il  avait  si 
pirer.  11  eut  aussi  la  satisfaction  d^achever  la  plupart  de 
vauxcommences,  notamment  son  beau  travail  sur  le  prol 
classiquc  des  plaques  vibrantes.  M.  Henri  Poincare,  lo 
son  passage  ä  Goettingue,  demanda  ä  le  voir  et  lui  ann 
en  le  felicitant,  Tinten tion  qu'avait  PAcademie  des  Sei 
de  lui  decerner  un  prix  en  recompense  de  ses  travau 
prix  Lecomte  lui  a  ete  attribue  apres  sa  mort.  Son 
litation  comme  privat-docent  a  TUniversite  fut  son  d< 


succes.  II  elait  fier  cFetre  adopte  pluLöt  que  juge  par  iio  jury 
comprenant  Hubert,  le  regrette  Minkowski,  Voigt  et  Runge. 
Son  electrodyiiamique  est  restee  inachevee.  Au  cours  de  sa 
derniere  maladie,  l'idee  de  la  tache  a  accomplir  subsiste  et  le 
soutient  jusqu'ä  la  lin.  Le  jour  meme  de  sa  mort,  il  dit  a 
la  soeur  qui  le  veille  :  «  Soignez-nioi  bien,  ma  soeur,  il  est 
si  necessaire  que  je  vive  encore  quelques  annees  pour  la 
Science  ». 


Ritz  a  eu  le  sens  tres  net  de  rimportance  relative  des  pro- 
blenies.  11  a  vu  que  Textremc  precislon  des  raies  spectrales 
fait  de  leur  etude  ran  des  nioyeiis  d'exploration  les  plus 
puissants  des  proprietes  cachees  de  la  inatiere.  Dans  sa  these 
il  aborde  cette  etude  par  la  seule  voie  oü  eile  paraissait  alors 
accessible,  par  Tanalogie  supposee  avec  les  vibrations  elas- 
tiques.  Cette  tentative,  malg*re  toute  Tingeniosite  niise  ä  son 
^  Service,  n'a  qu'un  succes  relaüf:  eile  couduit  a  des  fonnules 
ineilleures  ((ue  Celles  de  ses  predecesseurs,  a  iioinbre  egal 
de  constantes.  Mais  il  s'est  rendu  coinpte  ([iril  est  iiripos- 
sible  de  croire  a  la  realite  pliysique  des  lois  de  Force  conipli- 
queesqu'il  avait  iniagineeset  de  la  necessite  de  les  retnplacer 
par  autre  chose  :  le  pi'obletne  etait  pose  dans  son  esprit. 
II  avait  ete  vivenient  Trappe  surtout  du  vice  capital  de  toutes 
les  Solutions  faisant  ap[)el  aux  vibrations  elastiques  qui  fönt 
intervenir  —  lord  Rayleigb  y  avait  deja  insiste  —  le  cai're 
de  la  frequence  alors  que  les  lois  expei'iinentales  s'exprinient 
au  moyen  de  la  prerniere  puissance.  Ce  n'est  que  cinq 
ans  plus  tard,  ä  JNice,  qu'il  entrevit  pour  la  prerniere  fois 
Tune  des  parties  essentielles  de  la  Solution  :  la  frequence  du 
mouvenient  periodique  d^un  electron  lance  dans  un  clianq) 
magnetique  s'exprinie  par  la  preniiere  puissance  du  cbauip. 


11  reslait,  poiir  achever  la  conslniction  d'un  inecanisiiK 
naiit  les  raies  de  Phydrogene,  a  obtenir  des  champs  rn 
tiques  echelonnes  suivant  les  inverses  des  carresdesno 
eotiers.  La  preiiiiere  Solution  qu'il  donna  alors  etait  loj 
luenL  admissible  rnais  tres  improbable.  (Quelques  inois 
il  la  remplacait  par  une  autre  d'une  seduisante  siiriplici 
chanip-  est  obtenu  au  rrioyen  d'elemenls  rectilif^nes, 
poses  beut  a  bout,  Lous  de  la  ineme  longueur,  et  don 
partie  possede  des  pöles  magiietiques  de  meine  grar 
taadis  que  les  aulres  sont  a  l'etat  neutre.  11  rnontrci 
tard  comment  son  modele  electromagnetique  pea 
luoyen  de  moditications  peu  importantes,  represenl 
series  des  metaux  alcalins.  11  faut  ä  cet  effet  faire  qu- 
hypotbeses  accessoires  qui  revienneiU  a  ajouter  un  Lrai 
veau  ä  rimage  de  la  Constitution  intime  de  Tatome. 
considerait  pas  cctle  derniere  partie  de  son  travail  e 
acbevce.  Voici  ce  quHl  dit  dans  une  lettre  : 

«  Tübingen,  i^^"  fevr.  1908. 

))  Je  viens  d'envoyer  aux  AnnaLen  mon  Memoire  s 
spectres  et  les  cbamps  atomiques.  Ce  n'est  pas  que  j 
satisfait,  loin  de  la^  mais  apres  divers  essais  pourdecou 
noüvelles  relations  numeriques,  je  n'ai  pu  que  constat 
mon  ancienne  formule  est  toujours  ce  qu'il  y  a  de  mie 
faudra  des  hypotbeses  detaillees  sur  la  structure  des  f 
pour  aller  plus  loin,  et  le  coura,i>eetles  forces  m'ont  tr^ 
Probleme  peut  d'ailleurs  fort  bien  ne  pas  elre  mür  ä  1 
qu'il  est.  » 

Dans  le  Memoire  en  question  il  donne  aussi,  au  1 
du  meme   mecanisme,  une  nouvelle  theorie  du  pben 


i'nii,r  ALit,. 


de  Zeeinan.  H.-A.  Lorentz  a  explique  le  premier  la  clecoiii- 
positioii  inag-netique  en  Lriplet  par  le  mouvemenL  cruii 
electron  soiunis  ä  des  forces  quasi-elastiques,  inais  on  sait  les 
difficuUcs  reacoiitrees  a  eteiidre  celte  theorie  auK  raies  a 
deconiposition  mulLiple.  La  theorie  electromagnelique  de 
Ritz  les  siirinoiUe  sans  peine. 

((  Mon  iiivestii»ation  sur  le  plienoinene  de  Zeenian  se 
resuiiie  en  ceci :  tont  mouveiiient  periodique  de  la  molecule 
(exemples:  toiipie,  pendule,  etc.)  decompose  une  raie  nee 
d' Uli  rhamp  atomiquc  (le  theoreme  ne  s'applique  pas  a  une 
force  elastique,  com  nie  la  veut  Lorentz)  en  un  certain 
nonibre  de  com[)Osantes  ayant  les  polarisations  que  vous 
savez,  et  des  rapporls  ratlonnels  entre  les  distances.  La  dis- 
tance  niaxinmni  observee  pour  un  triplet  correspond,  dans 

nion  Systeme,  a—  =  valeur  cathodique;  la  valeui^cathodique 

n'est  Jamals  depassee.  Chez  Igoren tz  les  memes  faits  s'enoncent 
en  disant  qa'il  y  a  des  triplets  inferieurs  et  superieurs  ä  cette 
valeur,  mais  que  la  valeur  limite  est  le  double  de  la  valeur 

cathodique  de~.  ('.e  passage  du  simple  au  double  de  —  ,  dans 

rinterpretation  des  experieuces  faites  jusqu'ici,  est  caracte- 
ristique  de  Thypothese  d'un  champ  atomique  et  renonceque 

tire   des  experiences   ma   theorie  f  <^cathod.  j  me  semble 

preferable  a  celui  de  Lorentz  \^'^^^  cathod.  ) 

))  ,robtiens  avec  facilite  les  triplets  et  quadrupletsinverses, 
et  les  decompositions  en  i5  iignes,  recemment  observees, 
sont  pour  moi  un  jeu.  Je  simplifie  la  loi  des  rapports 
rationnels,  la  forme  de  ma  theorie  n'introduisant  que  les 
entiers  o,  i,  2,  3,  parfois  4,  l^andis  que  Runge  monte 
jusqu^a  21.   » 
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II  reussit,  enfin,  ä  rlonner  une  porlee  encore  plus  grande  ti 
ses  idees  sur  Torigine  des  spectres  en  series  en  y  raUachaiit 
une  remarquable  loi  de  combinaison  entre  les  formales  des 
diverses  series  d'un  meine  corps,  donnant  des  series  nouvelles 
Sans  l'emploi  d'aucune  constante  noiivelle.  11  appliqiia  celle 
methode,  dans  le  Memoire  :  Ueher  ein  neues  GnseLz  der 
Serlempektren,  a  rhydroL;e[ie,  aux  metaux  alcalins  et 
alcalino-terreux,  au  cuivre  et  ä  l'lielium  et  Lrouva  dans  l(>s 
spectres  de  ces  corps  une  riebe  moisson  deconiirmaLioiis.  Les 
nouvelles  raies  non  seriees  recemiuent  decouvertes  par 
Lenard  dans  ies  metaux  alcalins,  entre  aulres,  vinrent  se 
placer  dans  les  nouvelles  series  ainsi  calculees. 

D'apres  quelques  notes  troavees  daiis  ses  papiers,  nous 
avons  aussi  rcconstitue  une  ebauche  de  iheorie  des  spectres^ 
de  bandes,  fondee  sur  l'emploi  d'un  mecanisme  ayant  unn 
proche  parente  avec  celui  des  spectres  en  series.  Noiis  y 
avons  ajoute  une  discussion  sur  la  structure  des  bandes 
suof<>er^e  par  quelques  notes  de  Ritz  et  des  souvenirs  de 
conversations. 

II  s'etait  propose,  des  Tachevement  de  sa  tbese,  de  i'aii't; 
lui-tneme  des  mesures  spectroscopiques.  C'est  ainsi  qu'il  a 
ete  amene  ä  etudier  les  plaques  au  coUodion  d'Abncy,  sen- 
sibles ä  l'infra-roug'e,  que  personne  n'avnit  su  re[)ro(luire. 
Apres  de  nornbreux  tätonneuients,  il  a  reussi  ä  detertaiuer 
les  conditions  de  succes  de  cette  experience,  puis,  avec  des 
plaques  ä  la  gelatine,  ä  depasser  la  limite  de  sensibilite 
atteinte  par  Abney.  La  Note  publice  par  Ritz  aux  CornpLcH 
Rendus  de  i'Äcademie^  qui  ne  contient  que  des  indications 
sommaires  sur  ce  procede,  ne  permet  pas  de  le  rcaliser. 
Nous  avons  pa,  avec  l'aide  de  M.  A.  Cotton,  extraire  de  ses 
cabiers  de  laboratoire  une  description  complete  de  la  methode 
de  preparation  qui  lui  a  donne  ce  resultat  remarquable. 


»  La  methode  de  Ritz  se  prete  mieux  au  calcal  num 
rique.  Elle  consiste  ä  repr^esenter  la  Solution  comme  u 
somme  de  termes  d'une  forme  donriee  affectes  de  coej^ 
cients  indeiermines  et  ä  determiner  ces  eoeßicients  par 
methode  des  moindres  carres, 

»  C^est  une  m4thode  d^ingenieur;  seulement  Ritz  < 
par^enu  dans  deux  cas^  celui  du  probleme  de  Dirichlet 
celui  de  L' elasticite ,  ä  montrer  d'une  fagon  tout  ä  fc 
rigoureuse  qu' en  prenant  un  nomhre  sujffisamm,eni  grai 
de  termes,  on  peut  approcher  autant  qu'on  le  veut  de 
Solution  exacte,  II  a  montre  aussi  quelles  etaient  les  pr 
prietes  analytiques  essentielles  de  cette  Solution,  teh 
qu^elles  etaient  dejä  connues  par  la  methode  de  Fi 'edhoU 

»  Les  memes  procedes  de  demonstration  seraient- 
applicables  ä  tous  les problemes  analogues  et,  par  exem.p^ 
aux  probUmes  de  Fourier  ?  Ritz  le  croyait^  je  le  crt 
aussi,  mais  le  temps  lui  a  nianque  pour  le  verifier.  » 

Les  trois  Memoires  contenant  cette  nouvelle  methode 
les  resultats  qu'elle  a  donnes  sont :  l'expose  general  para 
Journal  für  reine  und  angewandte  Mathematik  et  pi 
sente  plus    tard  comme  these  d'habiiitation,    le  Memoi 
Ueber  eine  neue  Methode  zur  Lösung  gewisser  Randwe, 
aufgaben  präsente  le  i6  mai  1908  k  la  Societe  Royale  c 
Sciences   de   Gcettingue  et  le  Memoire,    ecrit    en   janvi 
1909,  sur  la    theorie  des  vibrations  d'une  plaque  carree 
bordslibres,  publie  aux  Annalen  der  Physik,  II  ecrivait 
cours  de  l'execution  de  ce  dernier  travail : 

c(  Goetlingue,  i5  decembre  1908. 

c(  La  theorie  des  figures  de  Chladni  va  etre  pour  ma  n 
thode  une  bonne  occasion  de  montrer  ses  qualites.  Je  trou 


un  resultat  remarquablement  simple:  soit  Urn{^)  la  defor- 
mation  d'une  verge  vibrante  ä  extremites  libres  (m^^-'"^  har- 
monique),  de  meme  longueur  que  le  cote  de  la  plaque  carree 
vibrante;  eh  bien!  toutes  les  vibrations  de  celle-ci  sont,  a 
quelques  pour  cent  pres,  donnees  par  les  expressions  : 

{x^  y  paralleles  aux  cotes  du  carre).  J'ai  calcule  pour 
m  =  o^  r,  25  /2=J,  2....  les  approximations  superieures  ä 
jj~~  pres,  cela  concorde  tres  bien  avec  les  experiences  les 
plus  precises ;  et  je  donnerai  pour  la  premiere  fois,  la  serie 
des  figures  exactes  de  Chladni  jusqu'au  3o'^"^^  harmonique  ! ! 
Cela  m'a  fatigu^,  mais  il  n'y  a  aucun  rapport  entre  la  fatigue 
et  la  celebrite  de  ce  probleme  reste  insoluble  malgre  tant 
d'efforts.  » 

Le  troisifeme  groupe  des  travaux  de  Ritz  a  pour  objet  la 
plus  importante  question,  peut-etre,  de  la  Physiqueactuelle: 
les  lois  de  Tllllectrodynamique  generale  et  de  TOptique.  II 
s'etait  propose  d'ecrire  d'abord  une  etude  critique  montrant 
rinsuffisance  des  theories  anterieures  et  de  faire  ensuite  la 
Synthese  d'une  electrodynamique  nouvelle  comprenant  Top- 
tique.  La  partie  critique  seule  est  achevee.  C'est  eile  qui  fait 
Tobjet  principal  de  Fimportant  Memoire  public  en  fevrier 
1908  aux  Annales  de  Chimie  et  de  Physique  qui  contient  en 
outre,  ä  titre  d'acheminement  vers  la  synthese,  la  delimi- 
tation  de  Tensemble  des  lois  elementaires  possibles  pour 
Taction  mutuelle  de  deux  electrons.  II  a  donne  un  expose  plus 
condense  de  sa  pensee  aux  Archives  des  Sciences  physiques 
et  naturelles  et  dans  deux  articles  de  Philosophie  scienti- 
fique :  Du  Röle  de  UJßther  en  Physique  et  La  Gravitation 
publies  dans   la  revue  :  Scientia.   Dans  le  premier  de  ces 
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ardcles  il  montre  l'impossibilite  de  conserver  le  concej 
ether  malgre  les  Services  qu'il  a  rendus.  Mais  la  voie  dar 
laquelle  il  s'est  engage  est  toute  differente  de  celle  qu'or 
suivie  Lorentz  et  Einstein.  11  remarque  que  la  M.ecaniqi] 
classique  satisfait  au  principe  de  relaWiU  et  que  la  theori 
de  Temission  fondee  sar  eile  est,  en  consequence,  conforme 
ce  principe.  Attribuant  les  phenomenes  electriques  et  lum: 
neux  ä  une  energie  projetee  par  Telectron  avec  la  vitesse  d 
la  lumiere  il  peut  conserver  Tuniversalite  du  temps,  ] 
Parallelogramme  des  vitesses,  le  solide  invariable  auxque! 
ont  renonce  les  electrodynamiques  rivales.  Dans  sa  theori^ 
Faction  elementaire  entre  deux  electrons,  par  un  retot 
imprevu  au  point  de  vue  riewtonien  et  ä  celui  de  W.  Webei 
ne  depend  que  de  la  distance,  des  vitesses  relatives  et  d< 
accelerations.  Ritz  conserve  la  constance  de  la  masse,  rei 
dant  les  Forces  infinies  pour  la  vitesse  limite.  Ce  sont  \k  d 
tres  grands  avantages.  Ils  sont  lies  au  postulat  de  la  commr 
nication  de  riieure  par  le  transport  d'horloges  et  non  a 
moyen  de  signaux  electromagnetiques.  Cette  conception  d^ 
choses  est-elle  reellement  f^conde?  11  n'a  pu  en  fournir  ] 
preuve,  mais  il  avait  la  ferme  conviction  qu'il  y  reussirai 
11  l'exprimait  dans  les  lettres  dont  nous  donnons  ici  d( 
extraits ;  elles  contiennent  aussi  des  indications  sur  1 
maniere  dont  il  entrevoyait  le  developpement  ulterieur  de  i 
theorie : 

«  Waldkirch,  19  aoüt  07. 

<(  L'etude  attentive  de  Foptique  m'a  montre  que  mes  hyp< 
theses  etaient  insuffisantes  pour  certains  phenomenes  te 
que  rentrainement  des  ondes  (de  Fizeau) ;  au  lieu  de  laiss< 
mon  ((  emission  »  filer  tout  droit  ä  travers  les  corns,  rnnd 


fuuit  leur  niouvemeiil  s'ils  s<)iil  «Hcuiriscls»  mais  irrtaiit  pas 
iuo(Iifie(M'lte-iiienH%  je  vois  tju'il  y  a  aeticui  rl  ivaclioa ;  la 
partie  de  reniissioii  cpii  frappe  nn  e\i'v\vin\  nnliver^«»  en  riou- 
vell<*  ontle  a  |>arlir  tlt*  c*e  ct^iiln*.  ,r<*iilr<»v(Hs  inu^ori»  heauroup 
cl'autres  rlioses,  <»l  «»ii  schiiiiii»  um*  lirll«*  tlirori«*  phyHitpie. 
Main  rnon  traviiil  criliijiie  tw  rt»ntri»  pas  daus.  n*  caclr<%  el 
cfailleurs  je  rie  ptnix  h*  laisser  tlormir  iiidAfniitüi^nt.  Jt^  mt* 
suis  dit  que  ce  wiiil  la  iUnxx  rlHis<\s  diHV»ri»nl«*s  ctl  mt*  suis 
d(kndcu\  puhtier  iiiii  rritiipir*  ■-  (Talu^rd  toutr  upfrative  --  de 
la  iheoruMle*  Loreiil/*,  crtutrochdri*  riiypcithesi*  dt*  romissioii 
seuleuunit  dann  It*  hui  di*  pouvoir  ajiHili^r  la  partim»  pc^silivi* 
de  nia  eriüipii*  («pii  «%^l  rfxpn^Hsiori  iiialliiMuaticpii*  la  {iIuh 
gc*»n(*ralt*  ptnir  riietioii  tHritic^iilairc*  di*  dinix  «'^lecirotiH^  reu« 
danl  eoni|it<*  i\t^  t«iutt*H  tf«  rxpiH'ti*iie«*s  iHit trc>djiianiicpu*H  y 
coiuprinridli^s  th  .IIi*rl?*);  j'iiidiquf  Hi*uliniH»iil  lt*H  li|^iieH  gi*»iii**- 
ralesdi*  la  ili<*«rit*  jiliyHitpif  ttdlt*  qut*  je*  la  roiu;«!?; ;  et.  iih» 
bornc»  a  um*  rtH*lii*irlif  titatliiniiaUcpn*rriti<pii%  dmil  IfHivHuI- 
talB  Hüril  li*  eaiiipli'*iiii*iil  iiidispinisahlf  dt*  la  rrilicpii*  m*^ga- 
tivf ,  el  (pn  Willi  itufniir*  \%mi*z  cniritnix,  mix  aiiHHi.  » 

«  Wiildktirh,  17  Si*pt.  1907. 

«  •••  Wi*im  irlt  kititii,  »it*iidf  ich  i>i.r  dii*  iIorrt*ettirhc)gi»ii 
m<nm*r  krilwrlM»«  ArlitdL  Ilorli  t*rwiirli*  iidi  ti«'k*lii4teiis,  dass 
Du  «ug"i»bf»  win^t  iiiirfi  l.fiitlri»:  IHi»  Hliditradjiiartdk  inl 
noch  ganz  im  Argfii,  di*r  At*tlit*r  ist  atif/.iigidH*ii  tiiid  i\m 
Emmmmdnkl  wi«*di*r  iiiif>jiiifliiiH»i4.  I  hi  wirst  Hi*lit*ri,  ihxm  icdt 
dc»m«elbi»ii  iiorh  idriil  rnnm^  dtdiiiilivi*  Fa*i^u.iig(^fp*hf*ri  hitfii»; 
m  wit!  ich  i:*s  im  fvnpfe  halii*  i'^^t  m  stA  iniifacdii*r  und  hffrie- 
digemler,  datdc  di»r  Aufguin*  ifiw*  Siipi*rpimiiif)nsprin.ripf\%\ 
Aber  dii*i4eji  hallt*  irh  iii  iiii*iiii*r  krili?%rht»ii  Arlmil  iiirht  auf- 
gebe» wiil!i*ii  und  i*fi  %viir  itiir  wiidiltg  zu  uuli»rHUtdn»ii,  wie*  t^icdi 
die  Diugt?  mit  und  idiitt*  dii*m*^  witdiligi»  I*riu)5ip  ausiiidiuiiüu  w 


((  Goettingue,  lundi  de  Pentecöte  1908. 

((  Je  vais  maintenant  revenir  k  Toptique  des  corps  en  j 
vement,  mais  sans  enthousiasme,  par  acquit  de  consci( 
Je  ne  saurais  douter,  en  effet,  qu'on  ne  viendra  ä  mes  ii 
quelle  que  soit  la  perfection  que  je  leur  donne,  qu'extr 
ment  ä  contre-coeur ;  une  conversation  avec  X  apres  1: 
coup  d'autres  conversations,  m'en  a  persuade.  Personi 
parvient  äme  faire  une  objection  valable,  et  j'ai  fait  lai 
lui-meme.  Qa  n'y  fait  rien,  on  trouve  mes  idees  «  seh 
lieh  ».  Pourtant,  j'ai  trouve  en  dehors  du  crilerium  reli 
rinfluence  d'un  aimant  ferme  sur  un  rayon  ß  (^)  que 
connaissez,  un  autre  criterium  realisable  au  inoyen  des 
santes  installations  de  la  telegraphie  saus  fils.  G'est  l'a 
d'une  antenne  verticale,  rectiligne,  sur  du  fer  ou  sur  un 
de  Braun.  Si  le  resultat  est  negatif,  comme  cela  est  poss 
c'est  Tenterrement  de  la  theorie  de  Maxwell.  Si  no 
faudra  voir  le  detail :  les  choses  pourraient  se  passer  co 
le  veut  Lorentz,  sans  que,  au  reste,  scs  6quations  s 
justes.  En  tous  cas  le  resultat  serait  interessant.  » 

(f  Göttingen  17.  XIL  08. 

c(  Die  «  Scheusal-Theorie  »  in  den  Annales  de  Chim 
de  Physique  ist  nicht  wahre  Theorie,  sondern  nur  G( 
beispiel.  An  der  wahren  Theorie, die  unter  grössten  Sc! 
rigkeiten  langsam  wächst,  wirst  Du  kaum  etwas  auszus< 
haben,  gesetzt  ich  erlebe  ihre  Vollendung.  » 


(1)  Deviation  ou  absence  de  cl6viation  des  rayons  ß  par  un  aimant 
ou  un  sol^noide  ferm^,  dans  les  diverses  positions  relatives. 


GUS  avoiLS  ajoülr  aux  tritvaiix  sur  ll*;itHiri.ic!viiaiiiii{tir  h* 
:)urs   (riiahilitation   «jull    a    imnumve  Ir    'y    uuirs    ii|iii| 

;  sa  lei^on  inau|^niral<\  II  ii'a  pn  iiirltn*  In  tli*riut'*ri*  iiiaiii  ,'t 
:x|.K)sr  iiull  avail  llnU*iiü<Hi  de  juitilirr  H  mms  avuii.»*  iii*i 
coiKsliiuerd'aprt's  dv^  liriHiilluiis,  II  ii*ii  ^mm  iltnilf  ji»ih  Li 

[»ction  (It.*  foroH*  <iiftl  aurait  sn  Itii  iltiiiiit*i%  t*f  tf*iit  «*»* 
contit'nt  il'eKsi'iitii*!  rst  ili*ja  /»iitiiin*  «liiii^  nvs  iiiilr*»^  tra- 
:.  Mais  iioiih  avoii^^  fni  ilrvoir  h*  rf*ii'4frvi*i%  m*  srr.ui  i-r 
cMHiuae  rilsum«**  t*ii  latigm*  all«*iiiaii«!i*  «riiiit*  |iiirlit*  «i«^  ^mi 
re  ec*rite  t»fil.i<**rtMiii*iit  «»ii  fraitcais. 


avail.,  siir  craitin»^  f|iii*HiifiiiH  riii*iiri*  iiiif  ri*l!fM  ijiii  %tiiii 
mm  dmm  m^n  ('htIIh,  dm  uUm  iitni%-'i*H  fl  ^*tif^  ilniilt* 
ideKclooi  tl  avaii  |i«rl/*  k  w*%  mim,  II  t*tml  rint^iiiiirti 
MUitrim  ijtif*  lt»H  jiriihJriiu*H  tli»  tit  \lrraiiiijiii*  *i|*iii*ilii|iir 
mi  Hl  (!if{iüilf*H  ijtif  |iarrr  qm»  1i»h  vrriliilili*.^  iiir|||iit.if%  tii» 
il  reMlinil  iniron*  a  trntivfi',  i*t  il  Hfiiitili»,  ii*«i|iri*i*  iim^  tl«* 
tiiirim,  cjui»  jM»ficlaiii  FliiviT  immi*  k  St,  ltl*iÄit*ii  i!  m*  mml 
ph  ck  cm  «fUf^slifiiiH  avw*  tiii  riiiiiiiii*iir'fiiir*iit  tir  ^«rrf»  : 

....,«iiH!ii  wi!itKffii*iii!t*ii  Aii«il/*  g«»f«iiilfii»  gitii^.  iinirr 
V»iiji!  fHH*lt  iiiefit  ifaginvi*i4i»fii»  Mi*l!iiMtf  iii  ilrr  kimlm-hm 
m€  «ler  Mai«»rii*),  iliirrti  du*  irli  tli*ii  :4|iy  iti»m'i*i%i*ii  i%rr*ir, 

dii!  irri*v<»rHit}t«»ii  Eiw}si*iiiiiiigrii  wii*  Wjiriiirii'iliiiij:, 
iitig  etc.,  auf  eiiiinii  gin%i^*it*ii  UriiiiilgeHrt/,  l.fi*rijiii'ii,  iiiiti 

di«mm  atis  der  I*;fi*klrtiiii*iiliii*firi«%  riiiiiiiiiiiii  «lil  tirr 
llinücliüfi  kiiietiiülirri  'rtieurit!  nkh  /#i*ir#*ilfr*ii  fit^^ti  ^mm 
lg,..   i> 

^s  idees  ttiii,i|iii*lli*8il  ftiititlIii^i«iHliiti?i  rflli*  Iwttrrrliiiriil-' 
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difficile  de  s'en  rendre  compte  et  les  recherches  alter 
faites  dans  ses  papiersn^ontrien  donne  ä  cetegard.  II  n 
parucependant  quecetteindication  meritait  d'etre  conse 
comme  aussi  les  extraits  de  lettres  qiie  nous  donnons 
Join  et  dans  lesquelles  il  exprime  son  inteiition  de  revis 
theorie  de  la  polarisation  rotatoire  et  de  l'absorption.  Ju 
ses  derniers  jours  il  n'avait  pas  renonce  ä  mettre  ce  prc 
execution. 


Cest  donner  une  image  bien  incomplete  de  la  riches! 
sa  nature  que  de  ne  parier  que  de  ses  travaux  scientifn 
II  avait  un  sentiment  artistique  tres  affine,  une  vive  con 
hension  de  la  peinture,  il  aimait  la  musiquc  dont  les  c 
d'oeuvre  avaient  dans  son  äme  sensible  une  repercussion 
fonde.  II  faudrait  dire  aussi  rafFectiou  qu'il  avait  pou 
amis  et  pour  sa  famille  ä  qui  son  jugement  si  sür  en 
circonstance  etait  devenu  indispensable.  II  faudrait appr 
sa  parfaite  independance  d'esprit,  ennernie  des  idees  re 
l'attrait  de  sa  conversation  pleine  d'aperc;us  pittorcsquei 
laquelle  le  souci  de  Fexpression  juste  donnait  parfois  co 
une  nuance  d'hesitation  qui  etait  un  charme  de  plus. 

Mais  sachant  qu'il  eüt  prefere  le  silence  k  toutc  niai 
tation  un  peu  excessive,  nous  eviterons  d'ecrire  cc 
n'aurait  pas  manque  d'eveiller  son  ironique  et  mali 
sourire. 

PiEERE  Weiss. 
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IHi»  iiirrkwitriltgrii  iir*rl#i%  «Itr  %*ft4  lisiiiiri  "*^  k^i^ft"  tiiiil 
lltlltgis  iltiil  ll%*iliri^:  iJI  %s«'|t"ii  Liltirii'ijirkllrii  r|il»iri'kl  \Mn'%\%*%% 
Hiittl,  /,t*t|^ril  Ii*4»siililll«  fi,  *l4^i  ilif*  I  i|:Mi%f  tiiiitigiitt|*t'ii  ilr^  tJi'ltl 
^*rri*g«*rH  rittrti  «ltiri*l*.iii%  .iii*lrfrti  l%|**ts  lir'«tl#rii  *il%  ilii*  iit***  a\\% 
«Im*  Ulrktriitiiiiitiiiik,  hl4**ii#ii4Hili«"*it ir  mitf  lfiftii««lui*iiiiik  l»i* 
kitttlitrii  F*ill**  %i*«  Kii4i'li%r|iiiiii^:itii|:«'ii.  Wrttiirii«!  iii  lrl/4ri*rti  ilir 
Sctn\ittgiliig^i',*ililf*ii  •#,  .iK  i*iiiikfi**iifii  iiillktiilirlirr  ^4ii/rr /#*t!ilrti 
<liir^r**li*lltt  Jitr  ^rii*%r  \\  #'iir  ilirii-i  /»ililr«  4iilfitii«'*lr**  lir  l*ro|*r«***' 
woiirii  hililrit»  Hrlrlif*  .iiit  li  iimiirt  «lir  lir^fjfl  ilrr  ^rlii^titi^riiilril 
lv«ir|«*r  »«ri,  %%%\A  %«»iiiii  itirin.il'»  #i%M*'lirii  /iiri  risfflirlirii  W  f*rlrti 

i'l  1,-1,  lly  ^141,   trir4     I««  ,  I     %\l.   i^^i    i    *«n. 


von  V  unenclHcli  viele  Eigent()ne  liegen,  so  fiiidel  genai 
Gegenteil  für  die  den  Serienspeklren  (und  wie  es  scheint,  auc 
Bandenspektren)  entsprechenden  schwingenden  Systeme  stal 
So  ist  das  Wasserstoßspektrum  bekaantlich  mit  äusseret 
Hoher  Genauigkeit  darstellbar  durch  die  Balmersche  Fonne 
man  schreiben  kann 

wo  Ader  Reihe  nach  die  auf  Vakuum  reduzierten  Wellenli 
der  WasserstofHinien  in  Angstnhneinheiten  (io~^cm)  bed 
wenn  Di  =  3,  4,  '^  •  •  •  ^9,  gesetzt  wird  (' ).  Mit  unendlich  vvac 
dem  m  nähern  sich  die  i/X  immer  wachsend  einer  endl 
Grenze,  in  deren  Nähe  unendlich  viele  Spektrallinien  sich  hii 

Dabei  ist  die  Genauigkeit,  mit  welcher  sicli  diese  Formel  t 
Erfahrung  anschliesst,  eine  so  ausserordentliche,  und  die  Fe 
der  Messungen  so  gross,  dass  nur  wenige  plij^sikalische  G^ 
in  dieser  Hinsicht  mit  jener  Formel  vergleichbar  sind.  Bein 
such  sie  theoretisch  zu  begründen  wird  man  somit  zunäclu 
der  Voraussetzung  ihrer  absoluten  Genauigkeit  ausgehen  di 

Die  ganz  ähnlichen  Gesetze  anderer  Linienspekti*en  sind  n 
unten  zusammengestellt.  Auch  sie  zeigen  stets  eine  Häufungs 
der  Schwingungszahlen  im  Endlichen. 

Dass  eine  solche  Häufungsstelle  auf  Grund  der  bekannte] 
ferentialgleichung 

fl5  =  c^^^_^-^^f^ 


die  für  alle  Schwingungsprobleme  der  Elastizitäts-  und  El 
zitätstheorie  massgebend  ist,  nie  eintreten  kann,  ist  bekannt 
festgehaltene  Begrenzung  ist  der  strenge  Beweis  von  J 
Poincare  (-)  erbracht  worden.  Zwar  kcmnen  bei  geeignet  gc 
len  Bedingungen  mehrere  Eigenschwingungen  sehr  nahe  z\ 
menfallen,  doch  ist  ihre  Zahl  stets  endlich,   und  sie  weisen 


C)  iNäheres  vgl.  H.  Kayskr,   Handbuck  der  Spektroskopie,    IL  AuH. 
1902,  p.  5o4. 
(-)  H.  Poincare,  Bendic.  del  circ.  mat.  di  Palermo,  t.  VIII,  1894.  p. 
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nicht   annähernd    die   von    der   ßahnerschen   Formel    geforderte 
Gesetzmässigkeit  auf. 

Danach  scheint  die  A^nlehnung  an  die  geläufigsten  Hypothesen- 
l)ildungen  der  Physik  sehr  erschwert.  Bedenkt  man  noch,  dass 
der  Schluss  aus  den  Schwinguiigszahlen  eines  zur  Zeit  uns  noch 
ganz  unbekannten  Systems  auf  die  Gesetze  seiner  Bewegung  kein 
eindeutiger  ist,  so  wird  man  die  Aufgabe  der  Theorie  so  stellen 
dürfen  : 

Unter  m()glichster  Anlehnung  an  Mechanik  oder  Elektrodyna- 
mik sollen  physikalisch  anschauliche,  mathematische  Operationen 
angegeben  werden,  deren  Interpretation  durch  die  Schwingungen 
eines  geeigneten  <c  Modells  »  für  diese  auf  die  Gesetze  der  Serien- 
spektren führen;  sie  soll  gestatten,  die  empirischen  Formeln  zu 
verbessern,  unter  einheitlichen  Gesichtspunkt  zu  ordnen  und  neue 
<ieselze  aufzudecken. 

In  diesem  Sinn  der  Fragestellung  hofle  ich  die  Aufgabe  im 
folgenden  geUkst  zu  liaben.  Nach  einer  üebersicht  des  vorliegenden 
em])irischen  Materials  und  der  bisherigen  theoretischen  Versuche 
werden  zunächst  aus  einem  geeigneten,  möglichsl  einfachen  An- 
satz fih^  die  [)ote.ntielle  luiergie  eines  zweidimensionalen  Kon- 
linuums  (es  sind  Fernwirkungen  angenommen)  die  Bevvegungs- 
gleichungen  desselben  auf  Grund  des  Prinzips  der  kleinsten 
Aktion  al)geleitet.  Es  ergeben  sich  eine  Hauptgieichung  und  ge- 
wiss<^  Randbedingungen;  die  Lösung  dieser  Gieicliungen  zeigt, 
<lass  die  Gesamtheit  der  Eigenschwingungen  des  Systems  das 
Wassers tolFspektrum  darstellt. 

Vuf  die  Spektren  anderer  Elemente  wird  man  geführt,  wenn 
!nan  die  Hauptgieichung  der  Bewegung  und  die  Gestalt  des  Sy- 
stems ungeändert  lässt  und  nur  die  Randbedingungen  variiert. 
Diese  Annaknie  führt  nämlich  zu  Formeln^  die  bei  geringerer 
Anzahl  der  verfügbaren  Konsfanien  eine  besonders  im  roten 
Teil  des  Spektrums  wesentlich  höhere  Annäherang  an  die 
Erfahrung  darsLellen  als  bisher  erieicht  ivar.  Auch  ergel)en 
sich  Ikziehungen  zwischen  verschiedenen  Serien,  die  zum  Teil  von 
Rydberg  wegen  der  (JnvoUkommenheit  seiner  Formel  nur  ver- 
mutet werden  konnten.  Der  sogenannten  zweiten  Konstante  der 
Formeln  von  Kayser  und  Runge,  die  von  Element  zu  Element 
auffallend  wenig  veränderlich  sich  zeigte,   entspricht  in  den  neuen 


i.wiu\niia    uui    vvALiJtiii.iv    uii/-. 


Formeln  eine  exakt  iinwerselie  Grösse^  etc.    Da  somit  d 
machten  Voraussetzungen  mehr  als  bloss  formale  Bedeutu 
haben  scheinen,  wurde  schliesslich  der  Versuch  gemacht, 
geeignete     Hülfshypothesen    die    A usstrahlungsfähigkei 
Obertöne  des  Systems  zu  erzielen. 

Auf  Bandenspektren  findet  die  Theorie  keine  Anwendung! 

Die  empirischen  Gesetze. 

Mit  \  wird  im  folgenden  stets  die  Wellenlänge  in  Luft 
Rowlands  Skala  und  in  Angströmeinheiten  bezeiclmet;  mit 
WellenzahU  d.  h.  die  Anzahl  VV'ellenlängen,  die  im  Va 
auf  i  cm  fallen;  abgesehen  von  der  Luftbrechung  ist  v=-  lo 
V  ist  der  Anzahl  Schwingungen  pro  Sekunde  proportior^al.  Ki 
sei  N  der  Koeffizient  der  ßalmerschen  Formel,  aus  Uov> 
Messungen  für  H«,  Hß,  Hy  abgeleitet.   Es  ist  aLso 

N  =  109675,0. 
Dann  schreibt  sich  die  ßalmersche  Formel 


'=^(i-i)         (-  =  3,4,...)- 


Von  Pickering  (M  ist  im  Spektrum  des  Sternes  X,  Puppig 
die  Wasserstofflinien  sehr  stark  zeigt,  eine  neue  Serie  von  f 
gefunden  worden,  deren  Wellenzahlen  sich  sehr  genau  dars 
lassen  durch  die  Formel 

(m  =  2  fällt  ins  Ultrarot).  Pickering  hat  diese  Serie  m 
ßalmerschen  zu  einer  Formel  vereinigt,  wobei  der  Balmer 
die  geraden,  der  neuen  die  ungeraden  Ordnungszahlen  zukorr 
Doch  haben  Kajser  {'^)  und  Rjdberg  (=»)  nachgewiesen,  dass 
der  Analogie  aller  anderen  Spektren  diese  Darstellung  nur  zi 


(0  H.-W.  Pickering,  Harvard  College  Observatory  Circular,  Nr.   12 
Astrophys.  Journ,,  t.  IV,  1896,  p.  869. 

(2)  H.  Kayseii,  Astroph.  Journ.,  t.  V,  1897,  P-  '^k'^- 

(3)  J.-R.  HYDBERa,  ^5^ro/?/i.  Journ,,  t.  VI,  1897,  P-  233. 
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inr><;li<'h  isK  dass  wir  vielinc'br  in  der  B<»  In  »erschien  S(M'1<'  die  so-» 
<4<'iiiaanti'  t^rstc  N<dH'ns(»rit%  in  der  Pickrrin^sidien  di('  zvv<'ite  Ne- 
l)tMLS(*ri<'  von  \\  asstnslol!  Iialn^u. 

Kiir//7r-:M  f*r|;iht  sieh  mm  v  ■  -»  u  t  ü •.>">, ^,  Ir- 4687,88.  Na<di 
\iiali>^it'  der  änderten  Spcklnni  sollte  tnne  herv<)rraf;<^nd  starke 
(jüle,  dl«»(irimdliuie  der  llauplserie  diese*  Wellenlänge  aufvveiscui, 
w  as  sicdi  |;liin7.i*nd  besUiti|;t  lial  ( * ).  I  He  \veil<»n^n  Linien  dor  Haupt- 
serie Hegten  in»  l 'Itnu  tol<»tten  und  sind  vvej4(*n  d(*r  altnospliäriscdien 
VljsorfUitni  nusiehtbar.  Die  («orniel  der  Hauptserie  ist  naeli 
Uydhev^ 

Daniudi  iH'Htehl  das  \\  iisserslt^tlspeklrinn  der  N<d)(dslerne  ans 
ilrei  Serien:  einer  sehr  intensiven,  weitim  l)ltravi()lettendi|^end<!n 

Serie  mit  sehurfen  Linien,  der  cc  Hini|HHerie  n;  einer  vveni|4'er  in- 
tensiven c«  NcInniHrrie  »  mit  verhrtdterien  linien,  der  einzigen, 
die  wir  künsllieli  diirsttdlen  krmnfui;  und  einer  noch  schvsä<dteren, 

aber  sehärlVren  «1  /.weiten  Nidtenserlt*  n,  di<t  an  (hnnseÜHUt  Ptmkt 
endi|»t  wie  die  instt»  Nehi?nserte,  In  je<h»r  dieser  Serien  nimmt  die 
Intensitiit  all  nu't  waehseiider  <  Irdnungszahl. 

(itui/,  ahnlieh  i^ehnut  erweist  sicdi  das  Spektrtun  von  Uthiuni  ['^) 
\md\  hier  <»rdnen  sit  h  die  Linien  In  drei   Seri<*n  mit  genau  den» 

liesprnehenen    Auiisehen;    wieder   zeigt  sieh   ein  immer  näheres 

Zusammenriieken  der  Linien  jeder  Serie,  wenn  nnin  von  Hol 
nueh  \"i<detl  geht, 

\ycdi  Nil,  K,  Hin  Va  zeigen  dieselhe  Erseheinnng,  nur  sind  die 
Linien  doppelt»  \'«iii  Hiirtlej  (^^)  und  Julius  (■^)  ist  l)enn^rkt  worden, 

chiss  di*v  Abstund  «h»r  Komponenten  jedes  Haares^  genujssen  in  der 
Skala  der  Welleir/ahlen,  idsoV|— v.j,  konstant  ist.  Dic^s  «  (iesetsr* 
der  konstiinlen  l>ifritratr/.en  «  hat  sieh  von  hcjchst  allgemeiner 
riülti^keil  erwit»sen. 


(*)  IHß  fjfiirii  *iittl  wiifif^iiiriiilirti  %t\if  «ige  f*iiiit*t*»  vp^l,  A.  ÜAüKNitACH,  Ann, 

ti,  /*/«)■'#.,  I,   l\.    ttp-i^    I»..    7:*s|. 

f^l  \V  ^N.  ff, yrrf.ki, /eiiirw,  f/iwi.  ««f.,  t.  ^ktJ,  ihB;i,  p.  «.^j:  Phii.  Mtfg,,')"  Mkk, 
t.  \X\i,  mit,  p.  :i:wi, 
(*l  V.   .\,  Jei4t'M.,  Xitimtrl\  V^rh.  ilrr  Kun.  A/atcL  e,  Wifimuch^  A/mterd^m^ 
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Dies  gilt  für  die  Nebenserien.  Für  die  llaupl.scric  vver< 
Paare  mit  zunehmendem  v  immer  enger;  das  voir  Pdur  zu 
selbe  Differenz  v, — Vo  wie  die  Nebenserien. 

Die    Elemente    der  zweiten    IMeadelejefscdu^n    Oruppe 
Tripletsan  Stelle  der  Doppellinien;  die  Hau|)lserie  Ist  noc 
gefunden,  für  die  Nebenserien  gilt  wieder  das  (lesetz  d 
stanten  Differenzen. 

Bei  Helium  (')  hat  man  zwei  Nebenserien  und  eine  llai 
von  Doppellinien,  dann  noch  zwei  Nebenseri(;n  und  eine 
serle  von   einfachen   Linien.     Das    sogeuannle    C^ouipoiu 
trum  (-)  von  O  zeigt  dieselbe  Anordnung,  nur  dass  an  Sl< 
Doppellinien   Triplets    treten;    an   Stelle    der   einfachen 
Doubl  ets. 

Wenn  die  Linien  einer  Serie  Avegen  ihres  gnuneinsame 
ausgeprägten  plwsikalischen  Charakters  schon  sein*  früh  ii 
Fällen  als  zusammengehörig  erkannt  wai^en,  so  haben  die 
suchungen  von  Runge  und  Paschen  (■\)  ül)er  das  Verhall 
Serienlinien  im  magnetischen  Feld  diese  Ziisanuncngehc>j 
unabhängig  von  jeder  mathematischen  Darstellung",  <l 
dargetan.  Danach  zeigen  alle  Linien  einer  und  derscdIxM 
qualitativ  und  quantitativ  dieselbe  meist  ziemlich  k(>m|) 
Zerlegung,  wenn  man  die  Skala  der  Wellenzahlen  zu  ( 
legt;  die  verschiedenen  Komponenten  eines  Triplels  geb^ 
schiedene  Zerlegungen,  ebenso  die  verschiedenen  S<u'iei 
Zerlegung  (in  der  v-Skala)  entsprechender  Linien  verschi 
Elemente  ist  qualitativ  und  quantitativ  dieselbe.  Man  hat  I; 
von  aller  Willkür  freies  Mittel,  die  Linien  zu  Serien  zu  ord 

Es  handelte  sich  nun  darum,  für  diese  Serien  Formeln 
stellen,  die  der  Balmerschen  er)tsprechen.  Dies  ist  gleic 
von  Kayser  und  Runge  (^)  und  Rydberg  (»)  versuchl  w 
und  zwar  ordnen  sie  die  Spektren  im  wesenlliehen  g 
derselben  Weise. 


(')  C.  RuNGK  II.  F.  Paschkn,  Asirophys.  Journ.,  t.  lU,  iSt)^),  p.  4. 

{'')  C.  Runge  u.  F.  Paschen,  Wied.  Ann.,  t.  LXI,  i8()7,  p.  6'n. 

(3)  C.  Runge  u.  F.  PAfeciiKN,  Sitzungsber.  d,  k.  Akad.  d.  Wissensch.  zi 
1902,  p.  38o  u.  p.  720;  Abhandlungen  d.  k.Akad.  d.  Wissensch.  zu  Bert 

(M  H.  Kayser  u.  C.  Runge,  Abhandlungen  d.  k.  Akad,  d,  Wissei 
Berlin,  1889,  ^^90,  1891,  1892. 

{')  J.-R.  Rydberg,  AT.  Svenska  Akad.  HandL,  t.  XXIII,  i88r^  ' 


I)i(*  HaluK'rNclH'  i''or'mrl  lauUi 


vs  Iaj4  uaiit'  (MIM*  luitu  ickclunj;  von  der  lorm 
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auziisrlzra  \uu\  nnX  Avn  rrsh^i  <  ilifdcrn  ahyaibiM^cheii.  In  ihrcu 
aus^(Hl(*hiü*'ii  \  iil<Tsur!iun^t'ti  IuiIhm»  Kavser  und  llun|;(»  auf 
(irtitHl  IhrtT  s<'ltr  iViiirti  \h»Nstui|;rn  narh^cwicscM»,  dass  di(»  z\v<dte 
Kornnd  dir  Ht^dKielitunj*  in  tln*  l'at  stdir  giMUUi  darslcdlt,  l)ahi*i 
zeigt«'  st<di,  <la%,H  nunsX  dif  iiirt*(lri|^sN»ri  ( )rdnung"hzuhlen  (2  oder.'») 
iUw  rrstfii  nihnii  lH*obarlüf»tfn  Linie  lüJtsprrchea ;  war  di(\H  niclil 
df*r  l'ull,  st»  i*r|*«lM*ii  iWv  ViU-mAn  IJntttn  im  IHlrarol,  die  S('illH*r 
in  d«»r  Tal  vnii  Lidiiiyunn  ('1  tn»d  |jn\is(*«^')  ^WkssU'iUeils  nacdt- 
i;c\vi(*sriiiHiad*i»iHi*HfdM'iiH»  Ht^stiiti'^unf»  <.l<'r  l^'ormcln.  M(M*k\v{irdi<;'cr  ■ 
\v<ns<*  bli'ibt  drr  /,\\t»ili'  kntd'lizii'iU  //  7,vvis('h(*n  zicudicd»  (*n^i*u 
(ircni/.tMt  riii.^t*srhb>>%fi>,  \\ahrrnd  d<*r  erslr  tmd  (b*r'  tb*iU('  voti 
Sürif  zti  S<»rii*  »^tark  larÜrri'H.  W'abrtnid  aber  bed  (b'r  (M\sU*n 
NidH*nN<*rii*  iVw  \h\\v\v\n\i\^vx\  7,\\\>v\\m\  Hcndiuung  und  B('(d>aeli- 
tnn|^  itiidHl  iniif»rbitlb  dfr  I'VldrrgreiiZüii  He^i^en,  babcri  Kaystn* 
\\m\  lliingr  b«*i  *ii»r  iii«»dri|;sti*u  Orttniing^'/ald  in  (Ut  llau|)lserii* 
tind  diT/,\\rilf*n  \rb««i}*ii»ri<*  sidir  Hlitrk«  \bH('I(diiu»gc*n,  (bc  bis  auf 
*icH>  \.'J*1,  I  bid  <  iH  I  iHifHtidgrn*  f*ls  fabli*!!  Honiit  in  ibren  I'*orni«!lii 
(tliinlrr  mit  bdbrrcn  l*<iti'fii^f*n  sun  i/w^;  i/A  ist  ckundi  (dne  rasrh 
konvi-rgfiilf  !*olr*n/,ri*ihi*  diirnttdlbar.  Dir*  KibsNiJJZ  einer  (Irenxi-* 
ftir  A  tnd  w  ä  folgt  iin^  dieHi*n  iMirruelu  wiebcti  WasHernUdr. 
Ihdberr  {liH\  ni,  1  beiintzt  tb'e  Formel 


't% 
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die  eritin  .\iif*ini;ü|*lied  ib'r  sebr  k(»n\<*r|;ealen  Mnlvviekebini;-  eifirr 


A.  =    /■(  /l  -f-   fJL )    =    7 -H   j~»----— -r  -f"  .  .  . 

X  *^  ^  ( /l-f-  (X  )2  (  //   4-  II  )^ 

betraclilet.  Er  setzt  daher  B  aus  der  Balaun\schen  Form< 
sodass  er  nur  ::(v^e/ willkürliche  Konstante  A  und  \j.  verfü^h 
Die  üebereinstiminung  ist  aher  wesentli(^h  schlecliter  n 
Kajser  and  Runge,  und  daher  die  Formel  sehr  verhesserui 
dürftig.  Bestimmt  man  dagegen  ß  für  jede  Serie  in  geei 
Weise,  so  wird  der  Anschluss  (bei  drei  Konstanten)  mi 
von  Kayser  und  Runge  erzielten  ziemlich  gleichwertig.  K; 
sich,  dass  B  innerhalb  noch  engerer  (irenzen  variahel 
wie  d'  in  (a). 

Für  die  rote  Linie  der  Hauptserle  nehmen  Kajsei 
Runge  zumeist  die  Ordnungszahl  3  an,  um  de.n  bestm(ig 
Anschluss  an  die  Beobachtung  zu  erhalten.  Bei  l/i,  lle  di 
zeigt  sich,  dass  /i  =  2  gewählt  werden  muss.  lijdberg  hat  i 
n  =  2  (wenn  seine  Konstante  [x  zwischen  —0,5  und  +•<), 
nommen  wird).    Da  ist  der  Hauptserle  von  WasserstolF 


r 


die  Grundlinie  der  Ordnungszahl  mz=2  entspricht,  so  ist  U 
Wahl  sicher  die  zweckmässigere. 

Bei  He,  O,  S,  Se  benutzen  Runge  und  I*as(dien  (lor.  cii 
Formel 

i  b         c 

-  =  ^,  ^ -I — - , 

die  man  als  Anfang  der  Entwickelung  von 

auffassen    kann.    Bei    allen   Formeln    werden    die    (Irund 
{n  ==  2,  3)  besonders  schlecht  dargestellt. 

Dass  Rydbergs  Formel  der  von  Kajser  und  Runge  in  | 


(M  Vgl,  G.  Runge  u.  F.  Paschen,  Wied.  Ann,,  t.  LXL  1H97,  p.  664. 


scm    Sinn   lihrrh*«;«*!!   ist,  /.ei«;!    die   I*I(*keriiit».s<tlic   11-Serie,  deren 
(ilei<'luin" 


I  ni    \-  o,'>  )'^ 


oenau  dir  Hv<lhrr|4sehi»  I''unuel  hat. 

llvdherg  hal  atif  rtruiul  seiner  l^'orüiel  eiu(»  Anzahl  (leselztt 
gefunden,  tue  mhi  Kavier  tintl  Bunge  zun»  Teil  heslüligt  wurden. 

I.  />/e  heitlt*ii  Vf*ifi'fiSi*/'if'/f  i*Nfi/\i»'e/i  an  deraelhen  Stelle: 
bestellen  Sit»  iiUH  Ihippellinien,  s<»  liat  nuin  sttv»/ den  l)elden  wSerien 
genu'insanie  Konver^en^f^lHinktr.  I)ie  ernten  KonstanUui  A  müssen 
dann  in  den  lM*rnieln  df*r  heid«*n  Serien  itltnuiseli  sein.    Die  l^rü- 

fun|4  dieses  (lesety.en  erfurflf»rt  l*L\tra|Hdation  auf  /n--oc^  und  das 
(test»tz  :^,eigl  ^ieli  l»ei  den  iMirnieln  vt>n  Rayse^r  und  Ilungc  we- 
niger genau    erfüllt    \^ie    hei    den    Hulhergsehen,     Kine  Zusani- 

nienstellung  <ler  ^tfrle  von  \,  die  an  dem  (ieselz  kaum  einen 
Zweifel  liiHHi»n.  gibt.  Hulberg  ( * ). 

II.  />/r   Dtippelliitien  der  llititpiserien  hahen  eine  f^eniein- 

same  (irenz*\  uie  aueli  Kavier  und  Ihinge  angtd>en. 


III.  IHe  Linien  iler  ersien  Neln*nserie  luthen  einen  kom- 
plizierten fiati :  nielit  dw  intenHiVHlen  IJnien,  Hondern  die  a  Sal~ 
teilten  »  geben  nnti*reinitttfler  «lie  kcinntanle  Difleren/,  der  Wellen- 
zahlen, und  ^A\ar  diei*ellii»  wie  die  l'iiüre  I)zv\,  Trlplets  d(»r  zweiten 

Nehennerie, 

nie*ie?fc  lifHei*/  int  idieiifiill*»  Mm  Kuymn*  und  Bunge  (^)  zuge- 
geben. Am  \iflhliifnligstt*n  ht  die  Anttrdnung  der  (^)uacksilber- 
linien  iin  lic*i**%!erri»lireiii  bekannt,  die  ahn  Beinpiel  folgen  lUiige. 

Kh  Hind  nindi  llvflberg%  Bi»/.eieltnutig  v^  Iv/as  ,  /^die  Dilleren^ea  der 
\^"el!enuiddi»ii  iler  erntt^n  und  zweiten,  Imw,  sgweiten  und  drillen 
IJuie  eine»  *rrt|delH.    Für  die  /,ui»ile  Nehenserie  ist  v ^  ^=:i 4(hVS ^ o ; 

'h'-  17^7,  4  I  iut  ^Iitl«d  I, 


(*l  J,«ll.  Il%ii*»*"ti'n   //.t/i/^i-^rl.«  /if'f««*«iif#  au  C()ngef'*M  international  de  Phy- 


1*7296,60 463'>,,39  3 19  .»8,99           1767,82           33696, 

3j05 '^t9^                                         '^> 

9.7299,65 1632, 3o  31981,95           1707,9'-^           33699, 

60,1 3 60,06 

27359,78 {632,23  31992,01       " 

35, I 5 

•^7394,93 —  —         — 

IV.  Die  Differenzen  Vi,  Vo  sind  innerhalb  einer  unc 
selben  Gruppe  chemisch  v^erwandter  Elemente  propon 
dem  Quadrat  des  Atomgewichtes.  Diese  Beziehung  ist  ni 
genähert. 

V.  Eine  letzte  ivichtige  Beziehung  ^'erbindet  die  Haup 
mit  der  zweiten  Nebenserie.    Schreibt  man  für  erstere 

für  letztere  aber 
SO  findet  man,  class 

sodass  beide  Serien  sich  zusaminenfas^sen  lassen  in 

(3)  ±:v  =  Nr ! 1 1. 

L(m-f-^}-        {n-ha)'^j 

Das  Vorzeichen  ist  so  zu  wählen,  dass  v  positiv  wird.  Fi 
Hauptserie  ist /;/=  1,  /^  =  2,  3,  4  .  .  . ;  für  die  zweite  Nebe 
/i  =  2,  ;n=:  I,  2, Für  die  rote  Linie  der  Hauptserie  ist 


V 


^Lc^)'^     (•>^-+-H.rd^ 


ihrv  wäre  also  gleich  der  Differenz  A  — S  der  Grenze 
ilauptserie  und  Nebennerien. 

Die  erste  Beziehung  lässt  sich  recht  genau  prüfen  und  e 


sic'h  als  richtig,    scnveit  die  Sichrrheit   tl(*r  exlrapolicrlcMi  ( ircuzou 
reicht  ( '  K 

DiczvNeile  Aussag<'  tlf»r  (Urielum^  {.'»)  Isl  : 

Die  erste  Liru'e  fler  zxn^iien  Xe/fenserie  { /f -:— '>.^  m  ::--  t)  ist 
ide/iii'seh  /;//V  de/-  i*rsi(*ii  IJnie  der  /Itutpiserie  (///        i,  //:=:>,). 

Diese»  liezieliuni;  selieiiil  /.tmiiehsl  mir  eiiu»  viAw  KunlWievun*^ 
zu  sein  luul  wurde  bis  ji*l/J  als  s<delie  lietra<dU(»(  (-).  Mau  nuiss 
jedoch  Ijeriieksit'hligeiu  dass  dit*  Priifun»^  d(»r.s(»llHUi  <'iüe  sein* 
weile  lv\tra|Hdaücm  der  l''nrmel  rO  \erlan«4l.  naeh  der  Stdle  «hn* 
kleineren  Onlututf*s'/.iddeu  liiiu  Stdioii  von  //  rv:  :»  aid*  n  —"  t>.  wird 
die  Kitraptdalion  reelit  nnginiiui.  nie  kann  lur  // =~  i  «^unz  nnsieiuM' 
werden,  alier  es  int  diircdi  dient»  rnan|;;elliarie  lIcdxM'einslinmum^ 
niil  der  liecdniehtung  utehts  ^4»e^4»e//  die  7aisannn(»n«;-(dir)ri^1uM"l  der 
Serien  he\\ie.sen.  Sehr  ^i*e,v////5/  wird  diestdbe  da^egcni  dnrcdi  fol- 
gende l'at.saehen  : 

lletraela««t  man  ein  Spektrum  \on  l)op[Hdlini<'n,  so  lauten  die 
l^irnieln  niieh  llvtlherg  : 

tfiui|iHi»riet»  : 


iu  i 


i  t 

i      • 

Zu  rill*   \rhi*fi*erii*  : 


IM  1 1 

tH\    1 


,<»,'». 


il) 


1  I ^     ^^^  ^ » ^ 

■'■■  ^  ''  I  ,.  .    '      .  ,     '     . 

'*^«*i  ;^«  ^••'^x.j,   HO  ergibt   u,   f'iir  die  lljinptJieric^  naeh  (ot)  gWissere  v 


C^l  J..-It.  lifiitiriiii,  /to/i/irir/,f,  rtr..  t.  IL  |*.  =.h-|,  nttit  ritic  Zti*iammen?^it»liwnK. 


(absolut  genommen)  als  [jlo  ;  kleinere  nach  (y)  für  die  zweite  N 
Serie.  Es  müssten  sich  die  kleineren  Wellenlängen  des  Doi 
der  Hauptserie  und  die  grösseren  in  der  zweiten  Nebenserie 
sprechen,^  und  vice  versa.    Nun  findet  sich: 

1 .  Die  Intensitäten  der  Komponenten  der  Doublets  zeigen 
Hauptserie  die  umgekehrte  Reihenfolge  wie  in  der  zweiten  N 
Serie. 

2.  Die  Abstände  der  Komponenten  sind  durch  die  Fo] 
(a),  (ß),  (y)  sehr  genau  beschrieben  (*)  (näheres  vgl.  unten 

3.  Die  ersten  (mehr  nach  Rot  gelegenen)  Komponente 
Doublets  der  Hauptserie  zerlegen  sich  im  magnetischen  Feld  i 
wie  die  zweiten  Komponenten  der  Doublets  der  zweiten  N 
Serie,  und  vice  versa  (-). 

Besonders  letztere  Beobachtung  spricht  sehr  für  einen 
liehen  Zusammenhang.  Auch  ist  bemerkenswert,  dass  bei  W 
Stoff,  wo  die  Formeln  sich  der  Erfahrung  am  besten  anschH< 
die  Rydbergschen  Beziehungen  sich  als  vollkommen  exakt  e 
sen  haben. 

Vorgreifend  bemerke  ich,  dass  die  gerade  für  die  nie 
Ordnungszahlen  viel  genaueren  Formeln,  die  ich  auf  Grün 
Theorie  gefunden  habe,  eine  weit  bessere  Uebereinstimmur 
Rydbergschen  Regeln  mit  der  Erfahrung  geben  :  bei  allen 
menten,  wo  beide  Serien  bekannt  sind^  fällt  die  exträpo 
Grundlinie  der  zweiten  Nebenserie  in  die  unmittelbare 
der  Grundlinie  der  Hauptserie;  in  den  Tabellen  (vgl.  u 
sind  direkt  beide  Serien  durch  eine  einzige  Formel 
gestellt. 

Weiter  zeigte  sich^  dass  die  zweite  Konstante  der  / 
Formeln  genau  universell  ist^  ein  Resultat,  dessen  Deutun 
als  sehr  einfach  erweist. 

Schon  Balmer  betrachtete  seine  Formel  als  Spezialfall  von 


(1)  C.  RuNaE  u.  F.  Paschen,  Wied,  Ann.,  t.  LXI,  1897,  p.  664.     • 

(2)  C.  Runge  u.  F.  Paschen,  Sitzungsber,  d.  k.Akad.  d,  Wissensch,  z 
lin,  1902,  p.  38o,  720;  H.  Kayser,  Handbuch,  t.  IT,  1902,  p.  670. 


I^'jx'üso  wird   luau    xfrintUru,    dass  WasscrstolF  auss(?r   dc^r   Serie 

■f:v=  ijil^.iu-  ■  t/w-  <'M*.  '/Ani\l.  Ks  lauten  dami  di<^  l^'ornudu  des 
ll«Spekl!'uin,s: 

,  .       V  I  l  V  »  i 

|leriirksiebli|;t  mau  nutdi  die  I  hirsteltharkeil  den'  HauDl-  imd 
NelH'Useriedureh  eine  einzige  Formel  lud  allen  Elc;in(»iU(Mi,  sovvcuL 
die  lu'faliruti|i;  ndeht,  m)  wird  iiiaii  \\(dil  luit  Hulher^"  es  als  sein* 

wahrseheinlieli     hetrarhteii     dürfen,     ii(tss     dir    Serienfornidn 

et\i^etitlieli  /////  zwt'i  %%'{llkürllrlH*ft  ^^imzen  Zahlen  ztt  schrrihen 
sifif/.  Dabei  luiUen  dann  |HiHitive  un*l  ne|;alive  Seliv\in|;uuj;'s - 
zahlen  ciieHellu»  BedfMtUini;,  Man  erkennt  s(dort,  da  N -~  !()907f'i,0, 
duss  die  nieht  beiihaettlelen  <  intndlinten,  dw  den  Ordnungszahlen 

I,  •>.  in  d<*n  Serien  entH|iri*ehen,  inn  sinsnerste  Idtrarnt  bez.  l'llra- 

vitdell  lallt*n.    Denn  en  enlsjiri»ehen  sieh  fcdgende  v  und  A  : 

V  '■'-  tutnm  jjfiiH»  l-itHj«)     "hhhh> 

.  1     ,,  ,  t,.   f      •  .  \  <«rrir/t»  <i<'r  bekannten 

/  .\,«r*,     .'   HHH»i»         >I|«HM  i>  •■  LUHini  I  I  H>0  '.MHJO     • 

/  Sjjfkli'cn. 

\\"eileri*  Serien,  die  den  iMirnndn  ■^:' v  ■-- N  [  i ////'-*-»  i ///^[, 
tfi     '  t,  .1,  .{,,..  ent?*|»reebt*n,  liegen  ^unz  im  Vlivnvoi  bez.  Idtra- 

vicdelt,  bis  auf  die  Hebcin  vcm  tler  llalniersehcm  H<*ri(»  aidg'cnunu- 
nu^nen  Linien:  ihre  tnten'*itiii  i*^l,  wabrntdieinlieh  gi*ringer  als  die 
der  1  elfteren  Serie, 

Die  Formeln  (  A)  \erliingen  itiHn,  iIiih.*»  im  linssersten  iJltrarnt  bez. 
Idtravinlett  weitere  S«*rien  dr%  V\  iiii*^er.Hl<drs  "parallel  der  bekannten 
verlintfen*  ihre  Wellenliin|^eii  ^intl  dnreh  obige  l**ünneln  (A)  sehr 
l^enint  vnriius  'mi  iH*ri»ebtien, 

Bei  dtnt  juitb*ren  FJenienten  gilt  libntieheH,  en  sind  in  noch  un- 
bekiinntim,  oder  selir  itiiyi|:tdlinfl  bekannten  (teldeien  des  Spek- 
trums nene  Serien  zu  erwiirte«,  die  sielt  aus  den  l>ekannlen  durch 
die  unten  iingegebenen  Furmidn  extrii|Hdieren  lassen.  Die  wenigen 
S|,H»ktren,  bei  beleben  nteli  im  Ctelb  und  Blau  Linien  ergeben 
wurden,  lassen  die  genaiir*  ller«»elinyng  nicdit  zu,  da  die  Hanpt- 
serien  iineli  niebl  liükiinnl  j^iniL  (Niiberes  vgl.  unten.) 

Fine  enNebeidende  l*rüftifig  der  xu  (A)  führenden  Annahme 


muss  also  der  Zukunft  überlassen  bleiben.  Doch  scheint  es  v% 
im  jetzigen  Stand  uriserer  Kenntnisse  der  Linienspeklren  /^ 
wendig  sie  heranzuziehen ,  um  zu  einigem  Verständnis  der  ) 
Sachen  zu  gelangen  (^).  Die  Möglichkeit  einer  künftigen  Prüf 
dieser  Hypothese  rechtfertigt  dieselbe  ebenfalls;  es  liegen  da 
die  Formeln 


(('-;)■""'-) 


der  hier  vors^etraf^enen  Theorie  zu  Grunde. 


^Ö 


Übersicht  der  bisherigen  theoretischen  Versuche. 

'  Die  theoretische  Erklärung  der  besprochener)  Gesetze  ist 
jetzt  nicht  über  die  ersten  Anfänge  hinausgegangen,  wohl  vor  al 
weil  keine  mathematischen  Operationen  im  Gebiete  der  the< 
tischen  Physik  sich  finden  lassen,  die  auch  nur  annähernd 
Darstellung  der  Verhältnisse  geeignet  wären. 

Die  Literatur  über  den  Gegenstand  ist  in  Kaysers  Handbi 
zweite  Auflage,  Band II,  p.  097-609  ausführlich  zusammengest 
bezüglich  der  Einzelheiten  darf. ich  darauf  verweisen. 

Schon  im  Jahre  1870  hat  Stoney  (-),  indem  er  die  Beweg 
eines  Punktes  durch  Fouriersche  Reihen  darstellte,  die  Exis 
harmonischer  Beziehungeti  zvvischer)  den  Wellenlängen  plaiis- 
zu  machen  gesucht.  Später  (•'^)  hat  er  in  ähnlicher  Weise  die  I 
pellinien  als  Störungen  einer  elliptischen  Hauptbahn  zu  erkli 
versucht.  Diese  Erklärung  der  Doublets  ebenso  wie  die 
Julius  ('')  (durch  Kombinationstüne)  sind  heute  hinfällig  gewoi 
(vgl.  Kayseh,  Handbuch,  loc.  cit,). 

Unter  Annahme  einer  periodischen  Exzitation  stellt  Jauniarii 


(^)  Bei  den  Banrlenspektren  ist  von  Deslandres  (näheres  bei  IJ  .  Ka" 
Handbach,  t.  II,  1902,  p.  470-^95)  die  Abhängigkeit  von  drei  willkürli 
ganzen  Zahlen  nachgewiesen  worden. 

(-)  G.-J.  Stonky,  PIüL  Mag.,  4«  serie,  t.  XLI,  1871,  p.  291. 

(^)  G.-J.  Stoney,  Dublin  Tram.,  2«  serie,  t.  IV,  1891,  p.  563. 

(')  V.-A.  Julius,  Natuurk,  Verh.  k.  Ak.  Wet.  te  Amsterdam,  t    XWt, 

(^)  G.  JAüMA^iN^  Sitzungsber.  d.  k.  Akad.  d.  Wissensch.  zu  Wien,  t.  G 
II,  1894,  p.  317. 


(He  lUnvt^^un«;  wieder  dun^li  lM)uri(^rsehe  lUn'lien  dar  iirul  seldiessl 
iui^  dies(M'  harsltdlun«;  auf  d!e  KxisUinz  eincM*  <»e()ss(!n  Anzahl 
ä(Hudislanlfr  I Jju(mk  div.  uut  heoluAelitel  sind,  fune  derarllj^'e 
Deutung  der  <dn7.eliHM»  (Uiculer  einer  l^\>uri<4'seh(Mi  lUdhe  ist  i>anz 
uuber(Hdüi«;l,  Mau  würde  (dH*ns<i<»ut  nacdi  Wurz<dii  von  (<;•/•::/' 
in  der  Korn» 

t 

enlN\iek(dn  kt'uineu;  di<^  r^/sind  dann  lMdvunnlli(di  wieder  hiKslinunle 
lnU*grale  wie  iti  lM)uri<'rs  Mühvleklun|; ;  man  k(iunl(j  so  auf  utj- 
en<ni(di  \iele  andt»re  S|Hdvlrallinien  seJdiessen. 

l)i(!  Arjalt^j^ie  df*r  Duiddels  und  Triplels  ndl.  dem  Zeeiuantijlekl 
h'di  n.  A.  I*artnor  i  '  i  lier^or^eluduui.  Sie  erw<n'st  si(di  aber  als 
eine  rein  äu^Herlirlie,  wemi  luan  »uelit  nur  dic^  N(d)cuiS(U'ien  mit 
lhr(*ü  ä(|tu<lislaHleu  Linien,  soudern  auvli  die  Hau()ls<u'i(ui  uut 
den  raseh  euj;er  w ertlttutleii  hcHihlels  herrH*ksieliti^'l. 

Bezü|4li<'h  der  \rheiten  von  llctrsiditd  (-)  und  Sulh(U'laud  ('^) 
sei  atd'das  Hundlnicd*  mhi  Kn\sev  (lot,  ei(,)  vc'rwdesen. 

Dnu  Slaiidpuitkl  der  i^leklroiH»nlheorie  nüheii  sic^h  Jeans  ('• ). 
Kr  denkt  sitdi  idn*»  Ku|;<d,  hestehend  aus  kouzenlris<dH'n  S(dueliU*n 
posiuv  und  ue|;aüv  |4tdiidi'ner  loneu,  deren  Anzielnin|4'  ein(*  l^'urdv»« 
ticHi  tpf  ri  <ler  MulleriHirig  /-  ist.  Vi'iv  f;'rosse  /•  ist  dann  c? (/• ')•...■  ^r//*'-^ 
(rr.:kuriHl.K  iur  kleine  uiuss  o  «diu»  w  t»s«*ntlieli  arulc^re  h'orui  be- 
silzeu,  du  sonst  Htahilen  C  ileicdigewicdil  urjüu'jglleh  wiiiMt.  iJissl  man 
die '1  eilelieii  iiiieiiillicdi  kleit»  werden,  so  kann  mau  das  Sehwin 
gun|4sproldi»m  diireli  Miitwiekelungeu  mudi  Kug(*lfunktioneu  helian- 
dcdii.  AufCirittid  der  as\iiijit«Histdieu  (il(!iehun|;  '^  (/•)  :.....:u///*^  will 
Jc*aus  hewejHeii,  dum  eint*  Clreu/.e  dtn*  Se.hwiiigun|;s7.ah!eu  eiu- 
treleii  musn,  idnu  <lie  Serien  erkliireu.  Dass  dies  in  s(delH!r  '\ll- 
i;ej«eiiditnl  iiielii  rtehlig  isl,  zt^igt  scduui  der  limsiand,  dass  die 
molekuliire  Tlieurie  dt^r  liliisti/dtät  einer  Kuf^'ek  die  von  densellnui 
AnseliiHHin^ett    iiusgehu  bekaunlücdi    nicht  zu  (dner  (ircmzc»  d(u* 


Jitm'ft,^  I.  VII,  iH»|^.  I».   f,.i.| 

r'l  W.  M*iiii.iii,.\^i»»  i*hti.  Mag.,  I?  H('nct,  l.  U,  Ml*»^  f»«  '-^l"»- 
f  *  I  J.  II.  Ji.4\-H,  /*/ii7.  Mag,,  <»'■'  Hi-rie,  t.  H,  »tjot,  |>.  .j'U. 


Schwingungszahlen  führt.  Auch  kann  ich  in  den  Entwickel 
p.  434-437  keinen  slichhaltigen  Beweis  für  die  Behauptun 
Jeans  finden,  da  ich  die  ausgeführten  Grenzübergänge  fi 
denkHch  hake.  Es  inuss  überhaupt  der  Verlauf  von  cp(> 
kleine  Entfernungen  weit  mehr  als  der  für  grosse  die  Sc 
gungszahlen  bestimmen.  Auf  spezielle  Spektren  wird  in  der 
nicht  eingegangen. 

Fitzgerald  ('),  Schuster  (2)  und  Rayleigh  (^)  unters 
den  Fall,  wo  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  von  Wel 
einem  System  von  Körpern  eine  Funktion  der  Wellenlän 
wie  in  Gauchys  Dispersionstheorie.  Man  kann  dann  eine  C 
der  Schwingungszahlen  erzielen,  besonders  wenn  man  sie 
Spektrallinie  von  einem  anderen  System  von  Ktirpern  ausg 
denkt.  Doch  bezweifelt  Lord  Rayleigh,  ob  solche  Ana 
berechtigt  seien,  da  bei  ihnen  im  allgemeinen  das  Quadr 
Schwingungszahlen  v  und  nicht,  wie  die  Erfahrung  \e] 
V  selbst  in  den  Gleichungen  vorkommt.  Er  schliesst  auf  ki 
tische,  nicht  auf  dynamische  Verbindungen. 

In  diesem  Sinn  hat  Hr.  Riecke  {^')  die  Schwingungen. 
Ringes  untersucht,  indem  er  als  Integrale  der  Bewegung  ai 

Uj  =^  Afi  sin/1  (p  sin  'zizpt^ 

n 

U2  =  \  A,i  sinn(p  cos'iTzpi 


(n  Anzahl  der  Knotenpunkte  eines  Ringes,  w,,  U2  zw« 
Zustand  beschreibende  Grössen).  Soll  p  durch  eine  Forix 
Art 

b         c 


(^)  G.-F.  Fitzgerald,  Rep.  Brit.  Ass.,  1894,  p.  689. 

(^)  Al.  Schuster,  Nat.,  l.  LV,  1896,  p.  200. 

(•*)  Lord  Rayleigh,  Phil.  Mag.,  5«  serie,  t.  XLIV,  1897,  p.  356;  5-  serie, 
1898,  p.  567. 

(*)  K.  HiECKE,  Phys.  Zeitschr.,  1. 1,  1899,  P-  ^o;  t.  II,  p.  107;  Anji.  d 
t.  I,  1900,  p.  399. 


iJ'* 

^iL 

a/ 

;^ 

^^, 

«.1 

,_,,, 

li'i* 

j;e^(*lH»ii  *^<'itK  '>o  *^vmt*^t,  <lass  man  fiir  //,,  //.j,  das  SvsUmh  auselzL 

baue  l)(»ulun|;  «lit^ser  rilridumi^rii  ist  his  jetzt  nocdi  niehi  ^<'- 
lüiii|;eiii.  Ktinüiiiert  nuni  ciwu  //|,  so  fol^i  für /^^  *'iii<' ^il<-i<*luinf; 
zehnt(*r  ( )rcliuin^. 

Nacth  tieu  Mrcit1erim|;eu  in  der  KuileiUmg  ist  das  Verhalten  dw 
Spektralserieu  luil  dvr  ViuiuluiH»  nnn  elusliselun'  oder  eleklro"- 
<lyüainisel»er  Seliuin|;iii)i|;eii  unvert^inbar.  Kolae(»k  (M  und 
I/indeniaün  (^K  die  um  derarlif^ru  Vunulunen  ansf;(*f^angen 
sind,  |;elan|;t*n  iluher  nur  /.n  f*ineni  Zusaninn*nrrH*ken  (dnzeincn* 
Linien;  tlie  llalnn^rHehr  lM>rntfd  an<di  nur  ang<*nahert  zu  er- 
bauen, ist  ihnen  unnMtglirh.  Die  von  Hrn.  I.inch^rnann  aufj^c- 
>telhe  Ile/Jehnng  'lu  den  \t<Hnge\\  iehten  hat  deshall»  auch  kaum. 
MtMiinitung- 

Die  öruiidlafta  der  Tlieorie. 

I''nr  die  Theorie  der  Spfklrallinien  koninn»n  von  Nornhcnu^In 
zwei  \ersehie«lene  Annahmen  in  lletraeht.    Man  kann,  ansgcdiend 

vtnn  Zeeinanjdianonien,  die  S*diuin|4nn|4en  einzelner  Kiirper  Im'z. 
Klektronen  nnlersnrhen,  die  ^ieh  in  v<»rnehiedenen  CileiehginvicJas- 

lagen  odiir  KonHielliitioneti  lielintlen.  Aligeseheu  \on  dem  sclnni 
erwähnten  EinwantI  vcni  Lord  Itnylelgh,  du^H  sieh  dann  die  ein- 
fachsten Cieset;^,!*  inif  dm  <^hiiidriit  der  Selivvingnngs/.uhl,  nieht  auf 
diese  seihst  he/Jidten  fwit*  t*s  die  Bidniersehe  l«'ornH*l,  das  Gesetz 
diH'  ktnislanlen  IHtlerenz  n.  ii*  rrlordi*rn|,  scdielnl  e.s  sehr  .schv\er 
auf  tliesen*  Weg  eine  /»meil'aeh  nnendlieJie  \nzahl  von  la'nien, 
wie  sie  hei  dvn  LitiienH|iektren  'Mi  er\%arlen  ist,  oder  gar  ein(^ 
dreifiicli  nnentlli(*he,  wie  sie  Desiltindres  ('^j  (ie.Hets«ct  fiir  Banden- 
Hpektren  erfnrdern.  %%%  erhidteiu  Clenide  letzterer  (anstand  zvvin|;i. 


f)  F.  I\«n.a;im,  IVmi,    Imi.,  i.  I.VIII,  sHi^ii»  fi.  -171. 
i^)  II,  l*i.HL*?«iiiii.f4,  c;«/ii/i|.  /will.,  t.  CX^  i%«n  1».  74H. 


für  die  Bandeaspeklren  auf  Schwingungen  eines  [nacli  Run^ 
posiliv  elektrisclien]  dreidimensionalen  Kiirpers  zurück  zu  gT< 
und  führt  dann  von  selbst  zur  Annalime,  dass  die  Li/üenspei 
ihren  Ursprung  den  Eigenschwingungen  ziveidimensio^ 
Gebilde  verdanken. 

Dies  soll  unsere  Grundannahme  sein. 

Bei  dieser  Auffassung  wird  sich  insofern  eine  Analogie  iir 
schwingenden  Fläche  zu  elastischen  Membranen  ergeben,  als 
eine  zweifach  unendliche  Anzahl  von  Knotenlinien  aufv» 
können,  und  ihre  Schwingungszahlen  Funktionen  zweier  wi] 
lieber  ganzer  Zahlen  sind,  wie  die  Formel 


verlangt.  Mathematisch  eingekleidet  besagt  diese  Annahme;, 
jede  stetige,  für  den  Zustand  charakteristische  Grösse  c?  in 
Abhängigkeit  vom  Ort  durch  eine  oszillierende  Funktio) 
geben  ist. 

Man  vergleiche  die  Formel 


\  n2        m'^ 


mit  der  für  eine  transversal  schwingende,  quadratische  Men 
gültigen  Formel: 

(A)         p^^Hr^^^r^l         "'^Z'^         7^'         i^^'         ••• 

^=±1,  ±^2,  ±3,  ..., 

wo  b  eine  Konstante,  p  die  Schwingungszahl  bedeutet.  Sin 
Seitenlängen  2a,  sind  die  Koordinatenachsen  durch  den  IV 
punkt  parallel  zu  den  Seiten  gelegt  und  ist  der  Rand  festgeh 
dann  ist  das  Integral  der  Elastizitätsgleichungen  von  der  For 

A  sm  ( pt -^  c)  sm sin  — ^ 

a  a 

(A,  c,  Konstanten).   Dass  die  Quadrate  der  ganzen  Zahlen 
ohne  weiteren  Faktor  verbunden  erscheinen,  ist  Folge  der  Gi 
Wertigkeit  des  Quadrates  in  der  x-  und  jK-Richtung.  Dass 

(')  H.  Kayser,  Handbuch,  t.  II,  1902,  p.  660. 


Zulilrn  uihI  iiii'hl,  w  h*  «^pw  "»lmti«*lu  \N'nrzc*ln  Iranszeademer  r\ink- 
lioiu'ti  auftn'trri,  fol^t  atn  <lrjn  l  iiisland,  dass  in  dein  ltU(»^ral 
mir  siüus  uuti  tMjsiuuH  vürktuuiUfii ;  die  tMri«^(d'ührl<»  (iniudannaliUH» 
fiilui  al>(>  in  wühl  iiitdit  allzu  \\  tllkiirli<dH*r  Weise!  dazu,  (i\v  das 
dem  \\  assrr'st<dK|N»ktrutu  <*ulHpr(»cdH'nde  srliu  iüj^dule  (lel)ilde 
<d)fural!s  uur  mit  lrij2,nunuH'triscdirii  l'^unklioncni  zu  ()|)crler(ui. 
DauHt  ist  dir  allf:«'UH*iiH'  h\mn  iU*r  \J\snn^t'n  (hn*  ^esu(düen  Be- 
vvc*j;imgHj;l('irlHtü«;<»u  IVst^irsItdlt ;  fVn'dir  Scdnv  iu«»uu^szald(Mi  sollen 
siidi  aussrnl<»ui  dir  iMinurln 


tili  ^      V     -     \{    '-^     ■■ ^--v   )  «Hi.T 


<'r|;<'lH'n.  I>ir  \ufj;alH*  ist  tuuu  tdufachr  Ausäiz«'  {i\v  dl(*  polcu- 
lirlh*  l'jH'r|4ir  dvs  S^^  nIi'iuh /.ti  lind«*iu  dir  zu  solrhru  lirv\(*(''uu^\s-" 

^lrirluiu|;ru  IVdirru. 

Drri   l  ulrrHtduftli'  /.ut^rlirii  drtt  [''oruirln  (A)  und  (Bj  cliarak- 

trristrrru  luiii  dir  S|trktral'^rln\iii|«uii|»rü  |;rgrnijlH*r  d(»ü  Srh\^i^- 

|:uu|i:ru  rlaHlisrbrr  k«ir|rt*r. 

I.   Mri  uuriullicdi  uarlisrudru.  <  h'tluuu^szahlru  /;/,  //  wird  p  uu- 
<»udli(di,  V  abrr  ni<'hl. 

H.    Dir  iMU'iurl  (  \l  ruliiidt  dir  Sriiu  iup;uu|4szahl  //  iui  (^)iuulral, 

in  (Bi  ilagrgrti  tritt  y>w  in  «Irr  rrütm  Polrnz  auf. 

♦{.    l)ir  Formrl  1  A|  ist  iit  fH  tiud  /i  hvtnuirlri.stdij  {\\)  i\\wv  uirlit. 

\\s    Hin    itiM'li    hriitrrkl,    iIii%h    hri    ilru    S|H-*klraLs(!hvviugun|^»'c*a 

rhriis«»  wir   in  drr   l'Ilii%tiicit*it*»ttir<irit\  das  Su|H*r|H>Hiii(aisprinzi|) 

^rllrn  uur^s,  ilit*  I  tritttil^lrirliimgrji  iiIhii  liiirar  Htdn  niüsÄrn.  I)ir~ 
Hflbrn  sidirn  jrtsr,!.  mis  i!rin  Hiuiiilltiiijirhra  Prinzip  ttnlrr  Zu- 
gruudrlt*|;uiig  ritirr  |»rrigiirli*ii  Fcinu  für  die»  |HJtrrili(dlr  Knrr|^da 
al>grlrilrt  wi*r«IriK 

Syit#itt#  lali  tjftdlictitr  Ör«a»  dtr  Seliwinguttgszahleni. 

Au?*  .fipatrr  'M%  rrurtrriidrii  <lrutiilrii  la.vnrn  .sich,  ,/•  und  j^  in  den 
fcdi'rndru  tilrirfiuiigfii  ittriil,  wir  /aicrtit  uabr  Iirg<;n  nirKditt%  auf 

rinrr  Rugitliliirlit*  iiilt*rjirrti«!rrn.  Ab  weittius  einfacliste  lutrr- 
prrlttlitHi  rrwet*il  ^irh  tlii»  .\iifiiilimr  ritir.n  ehenen^  salmnngenden 


Quadrates^  die  von  nun  an  der  BeLracliLun^'  zu  Grunde 
möge.  Die  Koordinatenachsen  seien  durcli  den  Mittelpiu 
Fläche  parallel  zu  den  Seiten  gelegt;  2  a  sei  die  Seitenlang-^ 
Massendichte,  do  das  Flächenelement. 

Wir  hetrachten  zunächst  den  einfachsten  Fall,  wo  eiiieGiV 
die  wir  zweckmässig  als  eine  kleine  Verschiebung  der  Pan 
Quadratfläche  F  senkrecht  zu  deren  Ebene  deuten,  zur  Be 
bung  des  Zustandes  ausreicht.  Dann  ist  die  kinetische  Enei 
Systems : 


// 


-M^  "'■ 


Die  potentielle  Energie  soJl  auf  einer  Fernwirkung  b^ 
die  jedes  aus  dem  Gleichgewichtszustand  verschobene 
chen  x^ y  auf  ein  in  xy  gelegenes  ausübt.  Diese  W  irki 
proportional  der  mittleren  Krümmung  1/0,  ~f- i/po  der 
mierten  Fläche  in  x^ y\  d.  h.  bis  auf  Gnissen  höherer  O 
proportional 

ox^        dy- 

Ist  dann /[(j? — x^)^   (y_^y)]  eine  Funktion  der  relative 
der  wirkenden    Punkte,    d.  h.   der  Abstände    gemessen 
zu    den    Seiten    des    Quadrates,   so   sei   die   «  Wirkung   > 
Punkte  xy  : 

(a)  *=   r  j  a,vi> f  dx'  dy\ 

Als  Ausdruck  der  potentiellen  Energie  nehme  man  ^l^-  (atia 
in  der  Maxwellschen  Theorie);  dann  besagt  das  Hamil 
Prinzip,  dass 

Setzte  man /als  Funktion  der  Entfernung 


s/{x-^xY-^{y-~yY 

allein  an,  so  erhielte  man,  selbst  wenn  nach  der  Grunda 
w  als  oszillierend  vorausgesetzt  wird,   für  0»,  also  für  die 


tit'llt'  Ivirrj^ir  ktnrjr  iK/Jllit»n^iHlr  l'^onkliuii  { »  ),  .sodass  cirr  \'<)r|;au|;' 
in(*hl    v«»ü  <l<*r  •;tnMUJHr!ilt»ü   \rt   sein  \\ur(li\*    Zti   riiMMU   iM^friiHÜ 
ocudrn   Xnsalz  fuhrt  «ljij4<'j;t'ii   fuli^eiHli*  l  i*lHn'!e|4nn|;  :    Wenn   sH*h 
auf  eitHT  (irrailrn  <  )\  vinv  HvlUi*  \«hi  Puuklru  niu'h  dvm  INt'utnn- 

scluui  G<'si»tz  au/Jt*lHUi,  s«i  ist  ihr  FciUuttial 

lu  <li<*sr  Furnifl  |4«»lii*ii  «Itt*  ttlmduirn  iii*ira^t*  |  ./'i -.1'^!   tlt»r  l^ul '^^ 

ffruüufjfü  rin.  lhHM*ll>i*  tirluiiiMi  wtr  hieran;    imm  hat  tlatin  ji»<lrs 
hitf^ral  \uu  <h*r  l''urüi 


/■' 


7M  7.erir'2vii  lu 


.i;r  k(HUiufU  «laiiii  aui'h  iti  ih*u  f  iri*ii/rii  tl*»H  lulrgraln  mh\  tuut  «1» 
kauu  UH/.itlii*r«*iHl  urnlfiK 

Mi*sc.HHh*r*i  uahrHi*^rutl  inl  uuii  «li«'  AiiiinluiuN  lh^^^ 

und  suUHt  ilit*  Kh*»t«*ul.trwirktHij:  i*iitßith  pri^purikHuil  %ri  drit 
Mulf<»riiuii|*i*u  j.r  ■-■■'■  .r'|,  |  i'  j  |.  I>  Ht*i  iiKiu  uult*r  r  idiii*  K«m- 
stiujtt'  v«n>tauth*ti, 


i  ■'  I 


/    /  *i  '^"       '^''  I  i/'      j'l'^"  '^^"''     *  "*  *• 


l>|  lH*iHi  ttarr  «t»  «»^/.illirritiHl,  w»  \%iirili*ii  I»«  w*l»r  gr?i»i%ri'  Ari/iiltl  «|rrKtii»trii- 
lutirit  tljr  IVrHwkii  um  *$»  itiil  ilriirii  *'«it  ir  tiriirtti«  kl«*i»i  %^rr*lrt»,  4\«ift  t|*«rf/ 
\on  ilfr  \ultk«rlir|irn  '/.»ilil  fwi,  #i|  ilrf  Kisiilrtiliiiirf*  ffiilttrlirli  iiirlil  nbtiartii?«. 
iMlIrriuilHfiii  tiinii  I»piiIc  hrilPi*  w*tt$  I  #i  I  twrli  *r,  »t»  %%iril  liir  pr«i»«»r  m»  «» il«l»  (fljf 
itnritillii'h  Rrti*»  Kc^fit  *t» ;  ri-flii»  »lirr  li«it  iiiiiii,  #/«  */ir  (Jrrttm'ti  hmiiMmi  mmK 
nur  tßf  tir  %iull  /  'jtit  vl/rti;  ihr  rri  liir  Hriln  |i|rtl»l  viiti  ilrr»rllirti  IffiHiriiiiril 
«Hing,  m»li«itfl  /  iHtii  tif  iU;  ntrim  ^i«»i»  «»«if*r  ili<*  Ktiiikliiiii  ilüir  Kiitfi^rtiiitii  fCr) 
SffiguliirUlil.rii  s\w.  flip  iti  ili*r  l*t»fwilt*»lllif«»rii?  «nftrriritfkti  tirwlxl»  mnlB%*  dm 
Itilc'gr«!   («I   riiirii   Hitiii   ImI.    M-äu    «»rkriiftl   Um   Ifittitl   tltirflt    Atiwcitilwi»!  clf»% 

r^)  Hii»  Kl«fiif!i«i#ir\%irkitiig    «*l  alvi  |ir«ijiiiiii«iiiii  tkii»  titli^ll  «ttie*  lli»ctili*tiki 


Quadrates^  die  von  nun  an  der  BeLracliLuni>"  zu  Grande   1 
möge.   Die  Koordinatenachsen  seien  diircJi  den  Mittelptink 
Fläclie  paraJiel  zu  den  Seiten  gelegt;  ia  sei  die  SeileidäniJ'e, 
Massen  dichte,  do  das  Flächenelement. 

Wir  betrachten  zunächst  den  einfachsten  Fall,  wo  eine  Gros 
die  wir  zweckmässig  als  eine  kleine  Verscliiebung  der  Piiiikl 
Quadratfläche  F  senkrecht  zu  deren  Ebene  deuten,  zur  Besc 
bung  des  Zustandes  ausreicht.  Dann  ist  die  kinetische  Eiierg: 
Systems : 


JJH 


,     ,    do. 
dt 


Die  potentielle  Energie  soJl  auf  einer  Fernwirkung  beri 
die  jedes  aus  dem  Gleichgewichtszustand  verscliobeae 
chen  X' y  auf  ein  in  xy  gelegenes  ausübt.  Diese  W  Irkiiii 
proportional  der  mittleren  Krümmung  i/o, -f-  i/po  der  d 
mierten  Fläche  in  x'  f  ^  d.  h.  bis  auf  Grr)ssen  hcdierer  Ord 
proportional 

Ist  dann /[(^ — x^)^   (y_-y)]  eine  Funktion  der  relativen 
der  wirkenden    Punkte,    d.  h.   der  Abstände    gemessen     pa 
zu    den    Seiten    des    Quadrates,   so   sei   die   «  Wirkung    »     < 
Punkte  xy  : 

(a)  ^=  j     f  Lwfdx'  dy. 

Als  Ausdruck  der  potentiellen  Energie  nehme  man  <I>-  (analog 
in  der  Maxwellschen  Theorie);  dann  besagt  das  llamilLoi 
Prinzip,  dass 

Setzte  man /als  Funktion  der  Entfernung 


allein  an,  so  erhielte  man,  selbst  wenn  nach  der  Grundanna 
w  als  oszillierend  vorausgesetzt  wird,   für  <!>,  also  für  die   p< 


.    i'      .1      '    '^  ^  ^  '      :     .     ".,     ^     /;    |f    ^.  •      #,      .  .r,  i    iirr  ImiI 

..1''  '  M'.        '%       fM^^'4'i      .i|t    l«|t  '     ii4  ,     llj  III    il.it   441111   Irilf^ 

1.      I   .      ,  ^     ^     I       .       ■ 


»<     I    M    '    I.  f'    |4       «i«     .       t'Mi    /'*     J    .      I  MI    ^        Hilf  1     »1« 


I.  ., 


.      i      U '.       I  1 1  ?  j  4  i  ^  I «  »    ,      ^  ? 


I  ...I- .,  .1.. .  . 


I  II  t    3    »         »•  I  4^i  .1.. 


f#       5     ^^>     #,  r      '. -«ri      |s,t^i,^     l'r    l^ft     tt  |, 


^^  ÜEÜVIlliS   DE   WALTHKH   lUTZ. 

Dann  ist  mit  dieser  Bedingung-  das  Inlcgral  ( i ) 

zum  Minimum  zu  macheu. 

Vorerst  aber  eine  Bemerkung.  Soll  diese  Form  des  Haiiiilloi 
sehen  Prinzips  anwendbar  sein,  so  muss  die  Aussinthiur^^i^  vtu 
riachlässigt  werden  dürfen,  iveiiii  es  sich  nur  nrn  tut*  Bi 
rechnung  der  Lage  der  SpektraUirüen  handelt.  Die  ^eriu^ 
Grösse  der  Dämpfung,  die  durch  die  bedien  rian^unterscdiied 
bei  denen  noch  Interferenzen  orscbeiü(ui,  einerseits,  und  dun 
die  unveränderliche  Lage  der  S|)elvlraninieii  hcd  stdir  \eniiidei 
hchen  Intensitäten  anderseits  ervvie?sen  isl,  benMdili^t  uohl  t 
dieser  Annahme.  Umgekehrt  scbcunen  erhrdüe  I  )auipfdielile  uii 
Temperatur,  also  Vergrösserung  der  äusseren  Imuvv  irkiingeii  m 
im  Sinne  einer  V^erbreiterung,  nicht  <'iner  VerscdiielHing  di 
Spektrallinien  zu  wirken  ('). 

Das  aufgestellte  Variationsproblem  lüsst  sicdi  nielu  ohne  \ve 
teres  nach  Lagranges  Methoden  behandeln  wegc^n  «les  dulnd  alt 
tretenden  Integrals  ^.  Durch  ganz  älmliehe  He<duuuif;c»ii^  \\\ 
in  den  unten  ausführlich  behandelten  Källen,  üüd(»t  uum  tli 
Hauptgleichung 


'  dt'^dx'*df' 


4-  3'ip2AA(V  =  () 


und  die  Randbedingungen 


(hl  "~    '  cJn 


nnitTu  die  Normale  zur  BegrenzungsMnie   den  (^)uadrates    vei 
standen.  Als  einzige  Lösung  ergibt  sich 

w  =  A  sin(vi?  -^^c)  sin  (m  +  l\  iüf  sin  (n  +•  i  ]  2Z  . 
flier  sind  A,  c  willkiirHche  Konstanlen,  ///,  //  mnvM^  Zahlen,   '^ 


..1'^"'''"^''  M^:  ^^'  ^^'^^'  ff^^^äbucK  t.  n,  p.  .97  (r.  MtMU  ist  die  Vei 
S^aclu  ^'^'"  "^'^  Verbreiterung  der  Linie  und  konuul  hier  nidu  i 


^     I 


I  ^4  #    ^           U          4  ,          %  .      .  .      .               i  ^    '         ,    ,i        .             u        *  t         ,     .         ^  #  *     •  U      ^'          u  <   .     '  I .   I 

/'i*i4  -  ^  j    ^""     u  *    ij     .    I  .  ,  • ,    i  ,      i**.   *  I  ,  ^.^    ,;    f  ^     H    u,i ,;, 

,,..     _.....„                  .       ^'  ff       .           .    f            w       .^       .      .           t            I         .     i    >       .U^..^4, 

II  *  ,  u  I    I    'n  u  I  .     '      ,         ,    M     •  I       /               .                i  ,       U    ^    ,     .     ,     f        I 

4.  14,  *„.  .j  «,,'.«,..,  I  .'  «u            .  #.  ^  .  ,^    4.1  ,>.        u  .  s    Im    I      m^    ' 

ii/iMU       I   '    .'  t      ,   />   4  -  ^i     |j  ^             u        u,      ^  fi»  M    ^>  u       ^-i  f  I      ^  '  s  I     *  i**<  II, 

»  r»  »    ?     <   *s          I  I    <     ,f  '             I     ,',    a  M      ,          |.     f  -  ,    i     j*U1      M      U^tlS  ♦   t-   14-^        M    *   l»l      .iM'?^ 

iUit  ^    U       ^'*-       *  */  .,     o.      "  ^    f  U    ,    ♦    *./  A    /»  ^1^   -4        II«   f    «i«    lil    lÄi«!     ^|<^'     ill^  ll 

Sir«          Inl      ^'U«'         *    ,     1%  '        .,^^.     .     f,.     »,     |r.,.,.4            ui4    l*il      4.r 


Diesen  Ausdruck  werden  wir  als  Mass  der    Deformation  be 
Lrachlen. 
Ferner  seien 


Y  =  lr-/I- 


2(1 

.r—y\- 


ini  folgenden  vielfach  auftretende  Funktionen  der  al)solul  f^ouioni 
menen,  parallel  den  Quadratseiten  gemessenen  Entferuuageu  j 
zweier  Punkten,  y  und  x'^  y' ;  la  sei  die  Seitenlänge  des  Quadri 
tes.    Die  «  Wirkung  )>  <l>  definieren  wir  durch 

(3)  ^^=z  V    l     l  XYv'ü-  r/o' 

(r  ist  eine  Konstante).  Die  potentielle  Energie  sei  wie  ohen  <I>- 
Adiim  fordert  das  Hamlltonsclie  Prinzip^  dass 

Das  Integral  wira  über  die  ganze  Fläclie  erstreckt,  do  ist  diJ 
Fiächenelement.  Um  diese  Variation  ausführen  zu  ktumei. 
zeigen  wn-  zunächst,  dass  man  die  Gnisse  <I>  =  <I>  {x,y)  auch  auj 
fassen  kann  als  abhängig  ^om  Zustand  im  Punkte  x,y  alleif 
d.  h.  dass  man  die  Integralgleichung  (:>)  durch,  eine  partiell 
Differentialgleichung  ersetzen  kann. 
Jedes  Integral  der  Form 


^{x')  \or  —  x'  \ 

—  n 


dx' 


muss  wegen  des  auftretenden  absoluten  Betrages  \x  —  j'\  zerleg 
werden  in 

T=z  I     (x~x')^^dx'-~  {x'~~x)^dx' 

=  /  .  {x  —  x'^'^dx'-^  f      (x  ~~x')o  dx' 
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und  es  gilt 

-—  =    /      o{a"')  rix'  ■+■  I      o(  er' )  dx^ 

Dage{j;en  folgt  aus  |.r  —  x'Y^{x  —  .^0"^  *^^^^^ 
li  =  j         ^(3"')  I  X  —  x'  \-  dx' 


liiclil  zerlci^l  zu  vverdeu  brauclil;  man  findet 


Je  Bacli  dem  Vorzeiclien  \'on  x  —  x\  y — y\  ist  also  das  Inle- 
i;raüonsi^ebiel  von  <1>  in  viei'  Teile  zu  zerlei^en.  Sei  z.  B.  ab- 
kürzend 

{x  --x' )  {y  ~-y)^'^v  =  4^, 

gesetzt,  so  gik 

I  I  I  j-  —  x'  I  I  ^K  —  J''  I  v' «'  ^^^*'  <3f7' 

=       /  dx'  j     '^  Jj^'  -H  /     ^J'    /     6  dy 

-h   /  dx'  I     ^  dy'  ~f-   /     dx'  j     ^  df  ^ 

*■■  —  n  *    -f-//  *'■ -hti  *' -ha 

/  /         \x  --  x'  p  I  y  —y'  I  v'  <if'  ^/.r'  dy' 

Nach  diesem  Schema  findet  man,  da 


1p  ÖX'  dy- 

J  „+«   r"-"  jivdx'  dy' 

Bei  der  Variation  eütsteliea  im  allgemeinen  ein  Fläclien-  unc 
«in  Randintegral,  die  einzeln  verschwinden  müssen.  Um  unnötij^^ 
Rechnung  zu  ersparen  setzen  wir  von  vornherein  solche  kine- 
matischen Bedingungen  an,  dass  das  RandinLegral  zu  Null  vvirc 
und  zugleich  die  Lösung  eindeutig  bestimmt  ist.  Sie  lauten,  wem 
wieder  n  die  Normale  zum  Rand  der  Figur  ist: 

Das  Integral 


^ö-^ 


L  (S^-^)^-^'=££  '"''^'-^ 


verschwindet  vermöge  (5),  ebenso  die  anderen  Integrale  in  (4): 
-es  bleibt  also 

Die  Definition  von  $  durch  (6)  bestimmt  diese  Grcisse  nicht  voll- 
ständig und  ist  daher,  um  mit  (3)  äquivalent  zu  sein,  durch  gevviss< 
ßedingungsgleichungen  zu  vervollständigen,  die  wir  unten  be 
nutzen  werden  und  zuerst  ableiten  müssen.  Durch  Einführung 
des  Wertes  (6)  von  y<,y  in  (3)  ergibt  sich  für  jedes  X'  und  y 
identisch  : 


<7) 


wo 


X  dx'. 


Durch  Ausfiilirung  der  liilegraüoii  ergibt  sich 

ut,/) = (£  -  ^)  [(S)  ...=-,  -  (£).,.=^, 
■'»■<-'' =(5-?)  [(IL-.- (^),.„J 


^/)'' 


Führt  man  !C  aus  der  ersten  Gleicluinii;'  in  die  zweite  ein,  so  wird 
die  reclue  Seile,  al)<^eselieiJ  von  den  (jliedern 


{B-^)m 


<''•  *y  ™  ft 


ein  Polynom  zweiten  Grades  in  Bezuj^-  auf  x,  Ist  <I>j  wie  wir  an- 
nehmen werden,  kein  soJches  Polynom,  so  müssen  we^en  des 
identischen  Bestehens  der  Gleichnn«^-  die  anj^egebenen  Glieder  sich 
i^e^'-en  \^{ix:^y)  auf  der  liidien  Seite  der  Gleichung- aufheben,  und 
zwar  für  jedes  y.    Es  folgen  somildie  l^edingunj^en  : 


{^) 


tj)  dy'  =  () 


f 


./■■ 


<!>  dx'  =  () 


<[>  (ir;,  -ha)  —  <l»  ( .r,  —  a  )  =  o, 
für  jedes  x; 


für  jedes  y. 


a»( 


-r.) 


(Das  zweite  System  folgt  (ebenso  wie  das  erste.) 

Nun  ist  die  (jileichung  (^)  identisch  erfiillt  :  die  Gleichungen 
(6)  n/id  (H)  sind  zusammen  ä(juivaLefit  mit  (3). 

Dieleicht  in  Worte  zu  fassenden  Bedingungen  (8)  bestimmen 
also  das  Verbalten  von  <I>  und  seiner  Ableitung  nach  der  Normale 
in  einander  gegenüberliegenden  Punkten  der  Rander;  ausserdem 


verschwindet  nach  (8)  der  Millelwert  von  <I>  auf  Parallelen  zu  den 
Seiten,  wie  schon  für  a^  der  Fall  war. 

Wir  führen  nun  eine  Hülfsgrösse  6  ein  durch  die  l^eziehungen 

Diesen  Gleichungen  gealigt unter  anderem  der  Ansatz 
denü  es  ist  z,  B. 

Damit  ist  gezeigt,  dass  (9)  keinen  Widerspruch  involviert. 

Auf  Grund  dieser  vorbereitenden  Sätze  lässt  sich  nunmehr  die 
Variation  des  über  die  ganze  Fläche  zu  erstrechenden  Hamilton- 


schen  Integrals 


.(7/ [?(^) -'■•]■'-— 


ausführen.  Für  die  Zeitpunkte  t^^  i^  sind  dabei  bekanntlich  die 
Zustände  als  gegeben  zu  betrachten,  sodass  Zw  hier  verschwindet. 
Es  ist  also 

/       /     /  (p —- otv  4- 2<1>  o4>j  <io  <://  =  o, 
oder  wegen  (9) 


/  //(pl7r°^'^+---^^^  2*^"^" '''="• 


1  6»^  6 

2  dx-^  dy^ 


Das  letzte  Glied  lässt  sich,  abgesehen  von   hinzutretenden  Hand- 
integralen,  in 

J  J  J    1   öx-^dy'^ 


umformen,  und  da  nach  (6) 


öx-  öy^ 
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■JA} 


ist,  111 


'fff-^' 


(P  do  dt^ 


xMaü  erhält  schliesslicli  als  Haupt gleicliung 


(I) 


Wegen  (6)  und  (9)  folgt  liieraus  die  Did'ei'euüalglcichuiij. 


('Ij 


'    dl-  üx''  dy'* 


-H  -iXV'  VV<^  =  <>• 


Danach  ist  iv^^  die  auf  jeden  Punkt  wirkende  Kraft. 

Die    voQ    der    partiellen    InLci^ratioii    herrührenden    Randinte- 
grale sind 

/       dt    /  dr ~-  0*1^ -^ h  2Pd; 

Jf  J_^^       -^  \-->.  ^A'r<yj2  A  Oy^    üx  ^    da.' 

-JA^  -~  OW 

dx 

-1-    /       dt    1  dx ■ •!; —  'A  p  «L 

J  J_^^  \'A  dx     dx'^  •x'dx^dy  ^    dy 


d'h  ^     \y  =  -i~'r 

■  '2V  -~   OW 

dy  Jy::=-a 


Führt  man  die  äussere  Normale  n  zur  Randliiiie  s  ein  und  formt 
die  Glieder 

J_^^     ^  V,'.>.  dxdf^  '1  dy^    dx  I 

durch  partielle  Integration  längs  der  Randlinie  um  in 

X.,     -^  V>'  ^iy  of      'i^ dxdf^j 

(es  treten  noch  gewisse,  an  den  vier  Ecken  zu  bildende  Ausdrücke 
hiiiÄu),  so  kann  man  die  Integration   ül 
strecken  und  erhält  als  zweite  Bedingung 


hinzu),  so  kann  man  die  Integration   über  den  ganzen  Rand   er- 


/  J  1  ön     ds'^  '1  ^  ds'^  dn  ^       y    dn 
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Begrenzung  des  Bereiches,  durch  gev\isse,  die  Grössen  cos  /?,  .r, 
cos  ^,  j  enthallende  Ausdrücke  zu  ersetzen  sein.  Die  Dissym- 
metrie  des  Ausdruckes  d-w  j dx-  —  d-iv/dy-  macht  sich  in  den 
auf  den  vier  Seilen  des  Quadrates  verschiedenen  Vorzeichen  (zf.) 
innerhalb  der  Klammer  bemerkbar.  Wir  beweisen  nun,  dass  ver- 
möge der  Bedingungsgleichungen  (5),  nämlich 


dn 


I         wdx  =  o;  I         iv  dy 


das  Raadintegral  verschwindet.  Diese  Bedingungen  erweisen  siclj 
dann  als  hinreichend;  notwendige  Randbedingungen  lassen  sich 
in  diesem  Fall  aus  dem  Verschwinden  der  Variation  überliaupt 
nicht  gewinnen,  da  z.  B.  das  Glied  dii  jönd-oC^  Ids-  sowohl  für 
d6/dn=:o^  als  auch  für  d-^/ds'z=o^  also  d-ö<l>/ds-  =  o  ver- 
schwindet. Dass  diese  Bedingungen  auf  eine  und  nur  eine  Lö- 
sung führen,  soll  unten  gezeigt  werden.  Nun  haben  wir  nach  (5) 
und  (9) 

—  o  _^  =  o,         also  -- —  =  o,  -"—^  =  o. 

Ofi  dn  dn  dn 

Dann  folgt  aus  (l) 


Dy 


'dn 

=  0,         als 

50 

d  ^w 
dn 

0 

d^i> 
dx  dy 

0„.=.,- 

m. 

v=±La 

=  0 

für  jedes  y,  so  ist  also 


und 


^c^^«^     \  __      __  / 1  d^'\ 

dx^  dfy^r=:±:n'~^  ~  ''  \^/.v=:i=« 

und  ebenso 


also  aligemeiu 
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Die  Glieder  des  Randüiiegrals  verscluvuiden  sämtlich^  ebenso 
die  an  den  Ecken  des  Quadrates  zu  bildenden  Ausdrücke,  wie  211 
Leweisen  war. 

Energiegleichung. 

Enlsprecliend  den  Vorausselzuugen,  uiUer  denen  oben  das 
Hamiltonsche  Prinzip  angewendet  wurde  (keine  Energieabgabe 
nach  aussen,  d.  b.  keine  Ausslralilung  etc.),  muss  das  Prinzip 
der  Erhallung  der  Energie  sich  als  Folge  von  (I)  und  (5)  in 
der  Form  ergeben 

/./■[;(5)'"-""]"°  =  '"■"'■<"■ 

Die  Integration  ist  iil)cr  die  ganze  Fläche  des  Quadrates  zu  er- 
strecken. Aus  (!)  folgt  nun  in  der  Tat  durcb  Multiplikation  mit 
dwidtdxdy  und  Integration  : 

r  r/  ()iv  d^-w         div    ,\  , 

Das  erste  Glied  ist 

^jim)'""- 

Das  zweite  Glied  geht  durch  partielle  Integration  über  in  : 

/     /  '2  ('  6  V  -T~  do  z=   I     /   ~  4^  r — ,  „  ,   „  do         nach  ( o ) : 

die  bei  diesen  Translbrniationen  auftretenden  llandintegrale  ver- 
schwinden wegen  der  Randbedingungen  divjdn^o  etc.,  aus 
welchen  u.  a.  folgt  d'-ivjdnds  =  o^  etc.    Da  nun  aber  nach  (9) 

so  bleibt 

wie  zu  beweisen  war. 
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Führt  man 


/ 


•2    dt  ' 


als  zwei  den  Ziistaud  besclireibei.de  Grossen  ein,  so  ist  die. ///a- 
logie  des  hier  aufgestellten  Energieausdruckes 


f  C {P^^+\P)do 


mit  dem  für  die  elektromagnetische  Energie  des  Äthers  gül- 
tigen auffallend. 

Eindeutigkeit  der  Lösung. 

Die  vveitgeliende  Analogie  der  für  unser  schwindendes  System 
gültigen  Gesetze  mit  den  in  der  Mechanik  der  Continiia  bis  jetzt 
aufgetretenen  zeigt  sich  auch  im  Umstände,  dass  aus  dem  Prinzip 
der  Energie  auch  hier  die  Eindeutigkeit  der  Lösung  sich  sofort 
ergibt.  Denn  sei  iv^  die  Differenz  zweier  Losungen,  die  für  /,  =  o 
demselben  Anfangszustand  entsprechen^  sodass 

(..,),=„=  0,  (^),^„=« 

auf  der  ganzen  Fläche,  also  auch  (\7«'i)^=o  =  ^>7  ^^  öi^->l-  (*'^) 

Nun  ist  W{  wegen  des  linearen  Charakters  aller  Relationen  ebcm- 
falls  eine  Lösung;  die  Energiegleichung  (lo),  von  o  bis  t  integriert, 
ergibt  für  dieselbe 


smm-^¥-' 


für  jedes  t^  somit  einzeln 

du 


dt 


=  0,        'l>i  =  o,        also        Wi=lionst.  =  0        wegen        (tPi)^^o  =  o. 


4*; 


(Ja) 


*  =  .£  _/-;v.(|.-.',-l^)(l^-yi-fcj 

I         {V  dx  =  0 ;  /         KV  dv  ^=^  o.  -^  =  o 


On 


bestimmen  also  die  Lösung  bei  gegebenem  ji  n/an gs zustand 
vollständig.  Dass  dieses  System,  wie  sich  zeii>t,  wirklich  eine 
Lösung  hesilzt,  also  keine  Wiclersprüclie  involviert,  ist  schon 
nach  der  Ableitung  aus  dem  liamiltonschen  Prinzip  zu  erwarten. 
Sucht  man  die  Lösungen  dieser  Gleichungen,  welche  Eigeu- 
sciiwlngiingen  ( ' )  entsprechen,  also  von  der  Form 

w  —  si II  ( V  /^  -f-  6' )  cp ( X.  y) 

sind,    so    ergibt    der    Ansatz   trigonometrischer    l^\inktionen   die 
Fonnel 

(n) 


,     .  m-KX        nizr 

IV  =  A  sm  ( V  /  +  6' )  cos cos  — '■—  - 

a  a 


Dabei  sind  /V,  c  willkürliche  Konstanlen;  /;?.,  n  ganze  Zahlen,  2^/, 
wie  stets,  die  Seitenlänge  des  (hiadrates.  Dass  diese  Funktion 
das  System  (la)  befriedigt,  ergibt  sich  leicht  durch  Einsetzen, 
wenn  man  bei  der  Ausrechnung  von  fl>  die  bekannten  Formeln 
benutzt : 


X   cos.r  dx  =  X  siua?  ^-  v.o^x  -\-  konsL, 
X'  Q.OSX  dx  =  X-  sxwx  H-  ').x  cos.r  —  2  siuar  ~f-  konsl., 
aus  welchen    sich    ergil)t,    wenn    man   das   Integrationsgebiet  in 


(')  Dass  aucli  die  luiLen  angegebenen  Eigenschwingungen  die  einzigen  sind, 
folgt  diircli  eine  lilmliclic  Anwendung  KouricräcUer  Reihen,  wie  sie  ( p.  43)  be 
einem  anderen  Beispiel  gegeben  ist. 

K.  3 
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—  a  . . .  x\  -f-öf,..^,  wie  früher  erörtert,  zerlegt  : 

C^"        mizx'  f,             ,,        \x  —  x'\-\    j   ,       ~-~9.a^-         mizT 
{\'X)       /        cos [\x  —  X  \  —  ■ ~    dx  =  — -— ^  cos 


D 


a 

T7(v  =  A  —  (n- —  m^)  cos cos  — '—smivf  -h  c), 

a-  a  a 

SO  ist 

(jii  —  rti^)  a-  m.T.x         nizy  /    i 


<Ii  =  4pAsin(vi-l-C) r r  cos  cos ^   —  4r ;;      —  «' 

Die  Funktion  i^  ergibt  sich  aus  (9)  zu 


4        m'^n'^'K^\nr^        n\ 

worin  a,  ß,  y,  0  willkiirHche  Funktionen  sind.  Wegen  d'b/dn  =  o 
ist  nun 

Es  ist  also  ß(y)  von  der  F'orni 
und  ebenso 

wo  die  a,  b  Konstanten  sind.  Die  Bedingung  d^/dn  =  o  fordert 
«1  =  —  bi^  und  der  Ausdruck  für  A  wird,  unter  cp^  (:??),  '-^^iy) 
willkürliche,  nur  an  die  Bedingung 

(,3)  m  =0,  m  =0 

\  dx  /x=±^  V  ^r  /  v=±« 

geknüpfte  Funktionen  verstanden  : 

^         4t^<x^     /   »  1  \ 

Setzt  man  die  Ausdrücke  für  cv  und  A  in  die  Grundgieichung 
ein 
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SO  findet  man  schliessHcli 


oder  nacli  (i3)  'j:,=cpo  =  o,  und  es  ergibt  sicli  für  die  Scluvin- 


o'unii'szahl  v 


oder  wenn 


V    p    '^- 
eine  Konstante  bezeichnet: 

Die  Schsvinguiigszahlen  des  Systems  sind  diircJi  die  verall- 
gemeinerte Bai m ersehe  Formel  gegeben.  Für  n,  =  2^  m  =  3, 
4,  ....  32  ergibt  sich  die  bekannte  Wassers to ff serie.  Positive 
und  negative  Werte  der  Schwingungs-  und  Ordnung  zahlen 
Jiaben  dieselbe  physikalische  Bedeutung. 

Nimmt  man  die  A. -Einheit  (io""**cm)  als  rjängeneinhelu   so  ist 


^    '    '  V     p    .'),(){)b.ioi" 


Die  Knotenlinie/i  dev  durcii  (r  i)  dar<i,es teilten  Bewegung- 
zeigen  auffollendc^  Eigen ti'nnlicldceiten.  Für  eine  Eigenschwin- 
gung-, für  welche  m  =  n  ist,  d.  h.  wenn  auf  den  vier  Seiten  gleich 
viele  Knotenpunkte  liegen,  istv  =  o,  somit  (\' =  konst.  (t)^  solche 
Eigenschwingungen  sind  unmöglich,  So1)aldm^/?,  ist,  haben  wir 
dagegen  Doppe!schvvingung(Mi,  da  die  Vertauschung  von  m  mit  n 
die  Formehl   nicht  ändert;    es  ist  dann,   wenn  A,  B  Konstanten 

sind 

/  ,  m-Tr.r        nizy       ,.,         /mx        mT:y\ 

w  =  sin  ( V  /  H-  6' )  (  A  cos cos  — '■ — h  B  cos cos '— 

\  a  a  a.  a     ) 

das  System  dieser  Schwingungen;  die  Knotenlinien  zeigen  die 
bekannten  Figuren.  Um  zu  entscheiden,  ob  auch  mehrfache 
Schivingui»gen    l^diercr   Ordnung   möglich    sind,    hat    man    eine 
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ergibt  sich 


I  I        cos cos — — 

]        J  et  a 


X  {\y  —■  y  \  —  ^ — -    do  =  — ^ — -  cos  — ■■ —  cos • 


Ist,  wie  früher 


X  =  U  —  a?'  j 


und  analog  Y,  und  berücksichtigt  man  die  für  ^,  i  p.  36  gefund- 
enen AusdrückejSO  lässt  sich  die  eben  gefundene  Formel  schreiben  : 

.1;=   r  fcpXYdo'. 
Es  folgt  weiter  (unter  Voraussetzung  der  gefundenen  Lösung) 
Q^^b  =  p  j     C Tj^XY  do'. 

Die  Grundgieichung  lässL  sich  daher  infolge  der  übrigen  Bedin- 
gungen schreiben  : 

p^-r2K  =  o,         K  =  v    f   f^^XYdo',        cp=  p    r   f^wXYdo' 

und  es  est  sK.  die  auf  den  Punkt  (.r,  y)  ausgeübte  Kraft;  sie 
steht  mit  den  Werten  von  <l>  auf  der  ganzen  Fläche  in  derselben 
Weise  durch  Fernwirkung  im  Zusammenhang,  wie  <l>  mit  {V. 

Es  legt  dies  den  Gedanken  nahe  ^  als  zweite,  den  Zustand  be- 
schreibende Grösse  einzuführen,  wie  schon  bei  der  Energie- 
gleichung bemerkt  wurde.  Man  wird  zu  einem  unten  zu  behan- 
delnden, sehr  symmetrischen  Gleichungssystem  geführt. 


Weitere  Auffassungen  der  Grundgieichung. 

Bemerkenswerte  Transformationen  der  Grundgieichung  ergeben 
sich,  wenn  man  die,  durch  direkte  Rechnung  zu  beweisende 
Formel 


r 


niT.x  ^^^    ^  ,        via*         niT.x 
cos X^  dx  =  — ; — -  cos 


benutzt.    Es  genügt  iv  nämlich  den  Gleichungen 


0 ! f2    /  /         w  X-vvY- <r/o'=  0, 

'  9         J„.,      J^a 


-TT-  -i 


d-w 


•-(t      •-'   -  a 


/        ^iX'X'-Y-^do'  =  o    (1), 
'VV    /  /         er  X2  Y^  ^o' =  o. 


Diese  Formen  sind  alle  geeignet,  die  Hanptgleichung  voll- 
ständig zu  ersetzen.  Zusammen  mit  den  für  w  geltenden  Bedin- 
gungen bestimmen  sie  eine  und  nur  eine  Lösung,  wie  man  wieder 
durch  die  unten  zu  besprechende  Anwendung  trigonometrischer 
Reihen  beweist.  Sie  kc'mnen  dazu  dienen,  eine  physikalische 
Deutung  der  zu  Grunde  liegenden  mathematischen  Sätze  zu 
erleichtern.  Die  letzte  kimnte  man  etwa  folgendernaassen  plau- 
sibel machen  : 

Die  Fläche  des  Quadral,es  tretme  zwei  Medien,  deren  trans- 
versale Verschiebungen  (v  und  W  sein  mögen.  Die  beiden  Medien 
seien  durch  Fernwirkung  miteinander  verknüpft,  sodass  zwischen 
w  und  W  die  kinematische  Bedingung  besteht 


W 


=    f   C  ivX^Y'-do'. 


Ausserdem  soll  die  auf  jeden  Punkt  des  ersten  Mediums  wlx^kende 
Kraft  durch  die  in  seiner  unmittelbaren  Nähe  stattfindende  De- 
formation des  zweiten  bestunmt  sein,  sodass  wie  l)el  den  trans- 
vei^sal  schwingenden  Platten  der  Ausdruck  der  Kraft  sich  ergebe 
proportional  zu  AAW: 


/    _   (P 


(P        jP_ 


(')  Der  Ansatz  für  die  i)0LctiLielle  Energie 

A  w  X^  Y-  do' 


v'^iv  r  iis. 


fülirl,   hei  f^^eeignetcn   Uandbedingiingen,   zu  dieser  [^'ormel  üls  Hauptgleicliun^. 
Dieser  Ausdruck  liat  die  Form  eines  SclbsLpoLcnüals. 
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Dann  ist  also 

h  c'^  AAW  =  o. 

Man  erhältbis  auf  ein  Vorzeichen  die  oben  besprochene  Gleichung-; 
aber  entsprechend  der  nun  angenommenen  Isotropie  werden  die 
Schwingungszahlen  des  Systems  proportional 

T  l  1 l^^ 

n-  "^  m-     '  n-        tri- 

Auch  hier  muss  also  die  Platte  anisotrop  augenoininen  werden. 


Auf  etwas  anderer  Grundlage  und  mit  weniger  llecbnung  erhält 
man  ebenfalls  die  ßalmersche  Formel,  wenn  man  die  a  Wir- 
kung- )>  <l>  zunächst  durch  die,  eine  Kontaktwirkungausdriickende 

Note  juarginale  manuscrite  de  Ritz  : 

Hierzu  noch  eine  Randbedingung-,  etwa  <J>  =  o;  dann  ist  4>  bei  gege- 
benena  w  bestimnoi,  denn  eine  etwa  liinzuiretende  Funktion  o  genügt  den 
Gleichungen 

^  .)  ;   .■  =  o;  o  =  o; 

dx-  dy- 

also 
und 

(53lL,,=  °'         ±4'+S"=o,  fi"=0,  0"=.,. 

also  a,  ß,  Y>  ^  linear; 

=  axy  -^  bx  -^  cy  -^  d\ 
und  für 

zeigt  sich 

a  —  b=:c—d=o, 

Analogie  zu  der  Art  wie  H.-A.  Lorentz  das  Hamiltonsche  Integral  für 
Elektronen  ansetzt  und  variiert.  Für  zwei  Komponenten  eines  Vektors  ü,  V, 
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Gieichuni;- 

definierl,   die  erst  nachträglich  durch  FernwirkuDi»-  zu   erklären 
sein  wird.    Das  Hamiltonsche  Integral  sei,  unter 

d-^  d-^  d'^ 

V  = 


die  frühere  Operation  verstanden 

/       I    /^\^  (~^  ) '""  ^^*^'^    ^^^  "^  Minimum. 

Hierin  führe  man  w  aus  (j4)  ein  ;  die  Variation  ist  sofort  ausführ- 
bar und  gibt 

'   dt-  dx"  dy  ^  ' 

also  für  ^I>  die  Grundgleichung  (II),  die  früher  für  (v  erhalten  war. 
Das  Randinteiiral  wird 


0=:zb    r    \it     I  Ch\   0<I) 


dH^  (P^\>  03  (j) 


r()      (}ii^ds'*dt-        '  On^        "  ds- d/i 


d/i    \       i6p-  da'^  ds''*  öt:^         '  dn'^         '~i)s^ 
Wir  setzen  am  [lande 

d^>  - 

<t)  ~  o^  __  =2  o,         also        tiy  =  0         nach  (r4), 

d.  h.  wir  halten  den  Rand  fest. 

Die  sogleich  abzuleitende  Energiegleichung-  ist  für  den  Beweis 
der  l^jndeutigkeit  hier  unbrauchbar,  da  bei  gegebenen  (('^)f=o> 
{()ivl()t)(^Q  die  Grössen  (^)^  =  o,  (^^^lV^^O^  =  o  ^^^^  (*4)  «och  nicht 
ganz  bestimmt  sind.  In  der  Tat  ist  auch  die  Lösung  erst  eindeutig 
bestimmt,  und  zwar  ist  sie 

,    .    ,    ,  ,    .    mizx    ,     riTzy 

w  =  Asm(v/  -t-  c)  sin sm  '■—, 


wenn  man  (i4)  durch  Fern<,virkimg  erklärt,  d.  h.  durcii 

ersetzl..  Nun  ist  <l>  für  deu  Anfangszustand  bestiinmt,  die  Eindeutig- 
keit folgt  wie  früher. 

Nach  einem  p.  29  abgeleiieten  Resultat  gilt  der  Satz: 

Die  Integralgleichung  (i5)  ist  äquivalent  der  Differential- 
gleichung (i4)  niit  den  Randbedingungen 

^  =  o. 

ff)         _(f)         =„.        (^)         _(^JL)         =0, 

I        <b(^x\  y)  dx  ^  Q,  I        ^(x,  y')  dy'  =  o. 

Für  ungerade  Funktionen  <:!>  sind  die  Zusatzbedingungen  idenliscli 
erfüllt. 

Der  Salz  lässt  sich  auch  umkehren , 

Ganz  ähnlich  kann  man  auch  von 


ausgehend,  statt  von  der  IntegraldarsteUung,  den  ersten  Ansatz 
(p.  26iT.)  entwickeln.  In  allen  Fällen  gelangt  man  für  die 
Wellenzahlen  zur  Balmerschen  Formel.  Durch  Multiplikation 
der  Grundgleichung  mit  {d<^jdt)do  und  Integration  über  irgend 
ein  Bereich  erhält  man  nach  einigen  Transformationen  den  Satz  : 

Die  zeitliche  Aenderung  der  Energie  eines  Flächenstückes, 
also 

drückt  sich  aus  durch  ein  Randintegral  über  dessen  Begren- 
zung. Die  Energie  des  gesamten  Systems  bleibt  erhalten. 


Nicht  wesentlich  verschieden  von  den  bisher  betrachteten  An- 
sätzen verhält  sich  der  Fall,  wo  man  Verschiebungen  der  Platte  in 


ihrer  Ebene  voraussetzt,  und  denieutspreclieiid  zwei  Komponen- 
ten u^  ^'  einer  in  der  Plattenel)ene  liegenden  gerichteten  Grosse 
einführt.  Ich  halte  mich  dabei  nicht  auf  und  gebe  im  folgenden 
eine  nicht  auf  dem  Hamiltonschen  Prinzip  beruhende  Auf- 
fassung der  Vorgänge^  die  sich  aber  in  ihrer  symmetrischen 
Form  den  Maxivellschen  Gleichungen  sehr  nähert. 

Seien  «,  r  zwei  Grr)ssen,  die  in  jedem  Punkt  den  Zustand  des 
schwingenden  Quadrates  beschreiben,  etwa  die  Verschiebungen 
zweier  sich  in  diesem  Quadrat  l)erührenden  Medien,  senkrecht  zu 
dessen  Ebene.  Die  Bezeiclinungen  y,  X,  Y  behalten  ihre  frühere 
Bedeutung.   Die  Gleiclumgen  der  Bewegung  seien  nun 

(III)         ^  =  s  J  JvVXY  do\  ~  J  =  e  f  f^\}X\do', 

am  Rande  sei 

(Jlla)  Ü  =  o,         V=zo. 

Zur  Integration  dieser,  wie  sich  erg(?l)en  wird,  den  Vorgang  bei  ge- 
ge])enem  Aufangszustand  eindeutig  bcstluimenden  Gleichungen  sei 

IJ  =  U,(.r,j')siiiv/,         V  r-,  V,(.'r,  j')(>osv/ 
gesetzt;  es  wird  (IH): 

(16)  vUi  =  £  fJ\\\\ydo\         vV,  =  £  f  f^UiXYdo'. 

Addiert  und  subtrahiert  man  diese  zwei  Gleichungen,  so  (Indet 
num,  dass  ( 1 ,  -j™  \' , ,  (I,  —  V  1  Ijdsungen  sind  von 

(l^)  \   V  tv  —  £   /    1  \iv  .XY  d()\ 

[      (v  ==  o         am  Kau  de. 

Der  Ansalz  ti'igonometrischer  Funktionen  fülirl  auf 

.     .     niT.T    .     /iizv  a-  /    I  r 

(V'  =  Asin sin ,  V  —  Ai — f 

u  a  7:-  \  rn'-        n- 

U  =  B  sin  (  V  / -h  c)  sni bin  • 


a  (i 

V  =  |5  COS ( V  t  ~\~  c  )  s,in s I n '■— , 

a  a 


WO  A,  B,  c  wlllkürh'ch(;  fvonstanten  l)edeaten. 


Es  ist  dies  auch  die  einzige,  Eigenschwingungen  entsprecliende 
Lösung,  und  der  Beweis  dieses  Satzes,  der  mit  wenigen  Än- 
derungen auf  die  übrigen  schon  behandelten  Fäüe  sich  ausdehnt 
soll  kurz  dargelegt  werden,  da  die  Entwicklungen  sich  hier  ixir 
übersichtlichsten  gestalten. 


Eindeutigkeit  der  Lösung. 

Wir  wählen  die  Längeneinheit  so,  dass  die  Seite  des  Quadrate.^ 
'4 -werde.  Da  nur  Lösungen  in  Betracht  kommen,  die  innerliallj 
der  ganzen  Quadiatlläche  stetig  und  endlich  bleiben,  so  kann 
man  für  dies  Gebiet  w  in  eine  konvergente  Irigonoinetrisclie 
Reihe 


in,  n 


cosmx  cosny  4-  B/„„  cos/?i^  sin  ny 

■n-  Cmn  sinm^  cosny 

-H  D/,i,i  sin  m^sin/?j^  ^   y  w,nn 

nt ,  n 

entwickeln;  da  am  Rande  (p  =  o  ist,  so  bleiben  nach  einem  be- 
kannten Satz  (')  die  Grössen  Amnm-n-  etc.  bei  wachsenden  //^,  //. 
endhch,  die  Reihe  konvergiert  wie  y  i  j rn- n'^  also    al^solul,  und 

gleichmässig,  und  darf  daher  gliedweise  integriert  werden. 

In  der  Gleichung  (17)  kann  man  aber  o[Fen])ar  durcli  partielle 
Integration  alle  Differentialquotienten  zum  Verseil  winden  bringen 
bis  auf  Gheder  der  Form 


fdwX  /Oiv\ 


\4r//=: 


y=.±iT. 


die  nur  von  x  bez.  r  noch  abliänoen ;  die  EnLvvickelungen  dersell.eu 
in  Fouriersche  Reihen  konvergieren  wieder  ahsoluL  und  gleicli- 
mässig;denn  auf  den  Rändern  .r  =  dz  t:  ist  für  jedes  r  (r  =  o,  also 
dwldy=o-,  dies  gilt  auch  an  den  Ecken.    Die  FunkUon 


(»)  Vgl.  Riemann-Weber,  Die  partiellen  Differentialgleichungen  der  niathe- 
malischen  Physik,  t.  I,  Braunschweig  1900,  p.  78. 


gibt  also  an  den  Ecken  03(1+17:)  =  o,  der  Hülfssatz  lässt  sich  auch 
hier  anwenden.  Auch  diese  Entvvickelun^en  dürfen  gliedweise 
integriert  werden,  nnd  so  ergibt  sich  durch  Ausführung  der  Inte- 
grationen in  (i '-): 


)^         2i         '^'^'"M^^ 


=  1 ,  «  - 1 


-  ^  (  V  —  ^^  j  ( A,,^  cos  nx  —  Xoa  cos  ny 
'"^^  —  Bo/i  siiuiy  -h  Qno  ^h\iix)  -!-  v  A^j 


denn  es  ist 


\y- 


1  >     '^^  » 


Wenn  kein  <(  mehrfacher  »  Ton  vorHegt,  so  ergibt  das  JNullsetzen 
(h^r  Koei'fizienten  fiir  das  Ghed  {m^ftQ)  hez.  (/i^) 

— ;  ™  4  £  — i!_j — ^         i^ez.         V  =  -;• — r  , 

und  die  Reihe  reduziert  sich  auf  das  eine  Glied  ^v,„^„^,  die  übrigen 
Koeffizienten  müssen  verschwinden. 

Da  nun  (v  =  o  am  Räude  sein  soll,  so  bleibt  von  den  Gliedern 
in  ^v,„^,n,  *^''i"  ß///,,/„  is'i^^'^-o^'  sin /?oJ'5  die  .\,^„  etc.  verscliwinden 
ebenfalls,   wie  zu  beweisen  war. 

Die  allgemeinste  L()sung  der  (jtleichungen  bei  beliebigen  An- 
fangsbedingungen stellt  sich  vermr)ge  der  Natur  der  parlikidären 
Integrale  in  diesem  wie  in  allen  behandelten  Fällen  dar 'als  eine 
Saperposition  von  EigenscJiwingungea  nach  der  Fourierschen 
Formel,  also 


m  K  X    .     n  TU  y 

sin ^ 

a  a 


n\  7:  X    .     nizy 

sm — 


V  =   7  A,;iu  cos(v,„^^i/  -{-  c„ni)  sin 

Damit  hängen  zusammen,  wie  man  aus  obiger  Darstellung  von 
Vi  und  V  entninnut,  dass  die  Energie  des  Systems 


ff''' 


-\'^)do 


erhalten  bleibt.   Die  Aehnlichkeit  mit  dem  elektromagnetisclier 
Enero-ieausdruck  ist  auffallend. 


^ö* 


Das  Wasserstoffspektrum  von  l  Puppis. 

Nach  A.nalo§ie  der  bisherigen  Entwickelungen  findet  man  sofori 
eine  ganze  Reihe  von  Ansätzen,  die  auf  die  bisher  nur  astrono- 
misch beobachtete  Hauptserie  und  die  zweite  Nebenserie  vor 
Wasserstofl.  also  auf  die  Formel  führen 


( I  <s  )  =h  V  =  N 


((•-y"') 


Es  sei  wieder 
und 


// 


die  potentielle  Energie.   Das  Hamiltonsche  Prinzip  schreil)t  siel] 
wieder 

Die  Hauptgleichung  (1) 

'  dt-  ÖX-*  dy*  ^ 

und  das  Randintegral  folgen  wie  auf  p.  4o.    Wir  entnehmen  au.^ 
letzterem  die  Bedingungen 

Entsprechend  der  Dissymmetrie  der  Gleichung  (7)  sei  jelzl 
der  Ansatz  (19)  für  cp  durch  Fernwirkung  erklärt  nach  dei 
Formel 

*  =  .//«>.|:.-V|(|^-yi_lZZLrJ:)rf^'rfy. 
Das  Gesetz  der  Fermvirkung  ist  demnacli   /üchc  dasselbe   wie 


früher;  es  i^elang  mir  nicht,  in  einwandsfreier  Weise  diesen 
etwas  unbefriedigenden  Umstand  zu  vermeiden.  Die  Haupt- 
gleichung dagegen  ist  unverändert  geblieben. 

Setzt  man  hierin,  wie  oben,  kv  aus  (19)  ein,  integriert  partiell 
und  beachtet  die  Randbedingungen,  so  erhält  man  wie  p.  29  die 
durch  die  Fernwirkung  bedingten  neuen  Gleichungen 


/: 


Das  einzige  integral  ist 


und  (ll")  liefert  die  SchwingungszaUlen 


1>  =:  A  snwv  ^  H-  c)  siii cos '— 

«  a 


-\/?5( 


"U"-;:)"  "■ 


m  =  o,  ±:  I,  ±:  '\ 


Nach  der  Abh^itung  dieser  Formeln  luiben  negative  soivohl  ivie 
positive  ni^  /^,  v  eine  physikalische  Bedeutung. 

Auch  hier  sind  im  Gebiete  der  Schumannschen  Strahlen  neue 
Serien  zu  erwarten. 


Aus  den  vorhergehenden  Fntwickelungen  ergibt  sich  wohl  von 
selbst,  dass  nur  d(ir  allgemeine  Typus  der  aufgestellten  jnathe- 
malischen  Operationen,  nicdit  die  speziellen  Deutungen  und  Aus- 
führungen den  Kernpunkt  der  vorgetragenen  Theorie  bilden. 
Schon  eingangs  habe  ich  hervorgehoben,  dass  und  warum  eine 
Zurückfühung  auf  die  geläufigeren  mechanischen  und  elektrischen 
Vorstellungen  und  Cxesetze,  eine  «  physikalische  »  Erklärung,  mit 
der  Balmerschen  Formel  unverträglich  erscheint.  Ks  bedürfte 
einer  viel  eingehenderen  Kenntnis  der  Atomwelt,  um  eine  von 
Willkür  freie  physikalische  Theorie  auf  den  hier  gegebenen 
Grundlagen  aufzubauen. 

Trotz  vielfacher  Versuclie  ist  es  mir  nicht  gelungen,  eine  andere 
geometrische  Figur  zu  Grunde  zu  legen  als   das  Quadrat.    Man 


kann  sich  dasselbe  vielleicht  als  eine  der  Flächen  eines  Kubus 
vorstellen.   Die  Symmetrie  der  Foi^mel 


71' 


y-[^ 


entspricht  sehr  genau  der  eines  Quadrates  mit  seinen  zwei  Diago- 
nalen, nicht  aber  etwa  der  einer  Kugellläche.  Aus  diesem  Grunde 
Hess  sich  auch  die  Einführung  des  Difl'erentialausdruckes  d-jd^  dv^ 
nicht  vermeiden. 

Wollte  man  von  dem  Koeffizient  4  i"-  der  Balmerschen  und 
in  der  Pickeringschen  Serie  und  von  den  Rydbergschen  Geset- 
zen absehen,  wozu  keinerlei  Berechtigung  [vorliegt,  so  kcinnte 
man  auf  die  Annahme  eines  eindimensionalen  K.ontinuums  eine 
einfachere,  wenn  auch  nicht  ganz  genügende  Theorie  gründen.  Es 
sei  z.  B.  i-v(x)  die  transversale  Vei^schiebung  der  Teilchen  eines 
Stabes  von  der  Länge  2a  aus  der  Gleichgewichtslage;  r=\x  —  x'\ 
die  Entfernung  zweier  Punkte  desselben.  Der  Nullpunkt  sei  in  der 
Mitte  des  Stabes;  dann  sei  die  Fernkraft,  die  ein  Punkt  (x')  auf 
(x)  ausübt,  proportional  {■v(x')  und  der  Funktion 

tj;(/-)  =  af  7-  —  -^ —  j  +  ß  f  /'  —  - —  j  (a,  [i  zwei  KonsLaiueu); 

endlich  sei  noch  eine  elastische  Kraft  proportional  iv(x)  vorhan- 
den. Die  Bewegungsgleichung  lautet  : 


w(x')  ^(r)  cLx'. 

Der  Rand  sei  fest.    Dann  ist  die  Losung 
w  ==  A  sin(v/:  +  c)  sm- 

V2=:  C2-+.  . 


^'!5 

in  "KT 
a 

10L  1 9.  ß 


was  natürlich  auf  die  Balmersche  Formel  formal  sich  reduzieren 
lässt;  doch  scheint  eine  physikalische  Deutung  dieser  Koeffi- 
^ientenbestimmung  nicht  möglich  zu  sein. 

Man  kann  auch  mit  Hrn.  Riecke  zwei  Zustandsgrössen  w,  ^  ein- 
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führen;  sei  dann 


du 

—    £ 

— 

dt 

rr    £ 

so 

fo: 

li^l 

•1  £ 

<7- 

V 

==- 

m- 

•  TT- 

f. 


dx  ~—  <:'-(', 


ii[  r \  ehr' —  ß- u. 


aiu  Rand   a  =  c  =  o, 


isi.         :  =  -5         so  isi.         V  =  N     -/ • 


Doch  wie  diese   Bedingung-,   In  die   die  Zahl  t^  eingelit,   erklärt 
werden  soll,  ist  mir  nicht  vorstellbar. 

Die  Spektren  anderer  Elemente. 

Der  Versuch,  die  für  Wasserstoff  gefundenen  Ansätze  auf  die 
Spektren  anderer  Elemente  zu  veralii;emeinern,  stösst  zunäclisl 
auf  die  Schwierlii,keit,  dass  für  dieselben  so  einfache  und  exakte 
(jresetze  bis  jetzt  nicht  hekannl  sind.  Nur  das  Auftreten  der  kon- 
stanten üifierenzen  in  den  Nebenserien  ist  mit  voller  Schärfe 
nachgewiesen.  Man  wird  wieder  schllessen,  dass  sich  aus  der 
Formel  für  das  zunächst  auftretende  Quadrat  der  Schwingungszahl 
die  Wui'zel  ausziehen  lässt.  Dieses  bedeutet  im  allgemeinen  eine 
recht  komplizierte  Forderung,  die  nur  bei  sehr  speziellen  Dif- 
ferentialgleichungen und  Randl)edingungen  erfüllt  sein  wird. 
Bedenkt  man  noch,  dass  die  Gestalt  dei-  Spektralformel  bei  allen 
Elementen  dieselbe  ist  und  dass  einer  der  auftretenden  Koeffi- 
zienten sich  als  annähernd  universell  erwiesen  hat,  so  wird  man 
zur  Annahme  geführt,  dass  bei  allen  Elementen  die  Serien  durch 
das  früher  betrachtete,  schwingende  System  an sgestralilt  werden 
und  dass  die  Randbedingungen  allein  von  Serie  zu  Serie  vari- 
ieren. Dann  gilt  für  die  Lichterreger  aller  Elemente  die  für 
alle  Serien  ^on  Wasserstoff  erfüllte  Grundgleichung  (II) 

^     ^  ^  öt^  öx'*  dy'*  '  äx'^        öy^ 

Wieder    hat    man    Schivingungen    eines    Quadrates    anzu- 
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Dann  behält  die  Operation  v  ihj^^eii  Sinn,  den  sie  bei  beliebige 
ßerandung-  verliert  (da  sie  von  der  Wahl  des  Koordinatensjsteui 
abhängig  ist);  die  Herleitung  der  Griindgleichung  wird  wiede 
durch  das  Hamiltonsche  Prinzip  unter  Zugrundelegung  einer  de 
angeführten  Ansätze  für  die  potentielle  Energie  geschehen.  Dab( 
wird  man  nicht  von  der  Fernwirkung  ausgehen,  die  bei  de 
verschiedenen  Serien  von  Wasserstolf  schon  verscliieden  ang( 
nommen  werden  musste,  sondern  von  einer  der  beiden  partielle 


Dillerentialgleichungen 


^9^w         oder  ,,      .,  =  4t^<^', 


und  diese  durch  Fernwirkung  erklären.     Verschieden   von   EU 
ment  zu  Element  sind  dann  nur  die  Bedingungen^  denen  di 
Schwingung   unterworfen  ist  und  die  das  Integral  von  (11 
vollends  bestimmen > 
Nimmt  man  etwa 

Ox-  oy- 

so  geben  die  Entwickelungen  p.  /\oK.  nur  zweiRandbedingungei 
sind  dieselben  erfüllt,  so  folgt  auch  die  Energiegleichung;  elr 
dritte  zur  eindeutigen  Bestimmung  der  Lösung  notwendig. 
Bedingung  wird  wie  dort  durch  einen  geeigneten  Ansatz  für  d 
Fern  Wirkung  erhalten. 

Leider  ist  eine  Integration  von (II)  vorder  Hand  nur  unter  sei 
speziellen  Bedingungen  möglich;  es  gelang  mir  daher  nicht,  eii 
direkte  Berechnung  der  Schwingungszahlen  auf  Grund  versclih 
dener  Ansätze  für  die  Randbedingungen  auszuführen.  Dageg« 
kann  man  auf  dem  gewissermassen  umgekehrten  Weg  doch  eir 
Prüfung  der  Grundhypothese  vornehmen.  Man  setzt  erst  geeigne 
integrale  von  (II)  an,  und  kann  dann  aus  ihnen  auf  die  Ran( 
bedingungen  schliessen. 

Die  Bedingungen  müssen  natürlich  derart  sein,  dass  sie  wied 
auf  oszillierende  Funktionen  führen.  Nun  haben  neuere  Untc 
suchungen(')  über  die  asymptotische  Darstellung  von  osziüiereJ 


(^)  Literatur  vgl.  A.-R.  Korsytii,  Theory  of  dijf.  equatlons,  t.  IV,  igo2,  p.  3: 


6^ 


den  Integralen  gevvölmlicher  linearer  I)iflferentialgieichungenj>e- 
zeigt,  dass  solche  Integrale  in  sehr  allgemeiner  Weise  angenähert 
asymptotisch  nach  Poincare  (')  darstellbar  sind  durch 

(•20)    sin  A'o^(a  n-  JL  _+_  ._L_^  -h.  ..) -i- cos /ex  (  ol' ~\-  -f^  -h  -1 1-...'^ 

\  /cu:        k  x-'  I  \  kx       k'  x-^  ) 

(oL^  ß,  Y,  a',  [i^j  Y  Konstanten). 

Für  Bedingungen,  die  ruvr  wenig  von  den  bei  Wasserstofl' 
geltenden  abweichen,  werden  w  (bez.  <l>)  und  seine  in  (II)  auf- 
tretenden Dillerentialquotienten  wenig  von  sin  mr^x/a,  sinnizyja 
oder  ähnlichen  Ausdrücken  abweichen,  und  von  der  Form  sein: 

('21)      (P  =:  sin(v^~i-  c)  [Aj  sinÄ\3?cosZ7  + A.cos/cr  C0SZ7 

-+-  A;j  sinX-j?  cos  ly  4-  A4  sin  kx  sin  ly  -4-  B], 

wobei  die  A  asym[)totisch  darstellbar  sind  durch 

P'l  ■     , . 

Die  Funktion  B  ist  nicht  oszillierend,  im  übrigen  etwa  eine  Potenz- 
reihe, /'  und  /  sind  Konstanten.  Die  Reihen  (20)  und, s.omlt  (22) 
sind  nur  seuii konvergent  und  gelten  ineist  nur  für  positive  bez. 
nur  für  negative  .r,  }'.    Die  a'^l  sind  nicht  alle  gleich  Null. 

Nach  Poincare  {loa.  ci.t.)  darf  man  solche  Reihen  gliedervveise 
integrieren;  aus  der  asjinj)totischen  Darstellung  von  d^ix'jdx''  dy'' 
lässt  si(;fii  so  iv  gewinnen,  also  darf  tv  in  diesem  Falle  gliedweise 
differenLÜert  werden.  Durch  Differentiation  geht  nun  ein  Ghed 
von  der  Form  sin/.r  sin /7/(A\r)^(Zj)''^  wieder  in  ein  ähnliches 
ül)er,  dessen  Exponenten  p'^  (('  grösser  oder  gleich />,  q  sind.  Nur 
wenn/y'  =  ^/  =  o  ist,  geht  das  nun  rein  trigonometrische  Glied  in 
ein  ebensolches  über.  Setzt  man  die  Reihe  (21)  für  (x^  in  (11)  ein, 
so  müssen  die  (dieder  der  letzteren  Art  für  sich  vex'scbwinden; 
die  sich  eingebende  (Bedingung  ist  also  dieselbe  wie  wenn  man 
direkt  Ansätze;  der  Form  sInA\rsin/y,  oder  cos  A*^' sin /j,  etc. 
in  (11)  einfüliren  würde.    Es  ergibt  sich  demnach  genau  wie  bei 

(^)  II.  PoiNCAUE,  Ada  malh.,  t.  VIII,  18S6,  p.  296  ff. 

i\.  4 


•jO  OEUVRES    DK    WALTHEU    HITZ. 

Wassers  tofi: 

^'-=(f-7j)  7'"' 

I  I   \        /32 

Man  kann  wieder  die  Wurzel  aus  der  Formel  für  das  Qua- 
d/at  der  Schwing angszahl  ausziehen^  die  erste  Forderung 
ist  erfüllt  (<). 

Weiter  ist  nun  i\kv  x=.-^a  und  beliebige  y  irgend  eine  Be- 
dingung zu  erfüllen,  die  etwa  durch  Nullsetzen  einer  linearen 
Verbindung  von  w^  seinen  ersten  Inte2;ralen  oder  Diflerential- 
quotienten  i\\v  x==^  -^a  erhalten  wird.  Sie  wird  daher  die  Form 
haben 

a(X-)  sin^<^ -f-  ß(/c)  cosA^<2  =  o         oder         tang/ca  = — —• 

Bei  Wasserstoflfwaren  die  Gleichungen  sin  Aa  =  o  oder  cos  A^ör.^ro. 
Für  gewisse  Randbedingungen  wird  ß/a  bei  wachsendem  k  un- 
endlich gross,  für  andere  Null,  noch  für  weitere  endlich.  Letzteier 
Fall  tritt  schon  beim  entsprechenden  eindimensionalen  Problem 
auf  (vgL  unten) ;  setzen  wir  geeignete  Bedingungen  voraus  (-),  so 
wird  also  für  grosse  positive  k  oder  m 

tang/ca  =  konst.,  k  = h  konst., 

Eine  bessere  Annäherung  wird  man  erzielen  durch  Benützung 
weiterer  Glieder  der  im  allgemeinen  nur  semikonvergenten  Ent- 
wickelung  von  ß(/:)/a(/c).    (Die  c  sind  Konstanten.) 


tangA-a  =  co-h  -7-  +  T? 


also 

ha 


c\ 


2 


k        k'^ 


(^)  Die  letzte  Gleichung  und  die  folgenden  BetracliLungen  sind  durchaus  nicht 
an  die  Existenz  der  asymptotischen  Entwickelungen  gebunden. 

(^)  Man  kann  die  Bedingungen,  die  ja  wegen  der  eingeluhrlen  Fernwirkungen 
auch    Integrale    enthalten    können,    so    wählen^    dass    eine    f.üsung    der    Form 
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oder  angenäherL 


ka  =  miz  -^  c'r, 


(mTT-H  c'^)'^ 


ähnliclies  gilt  für  /(').  Diese  allerdings  nicht  recht  befriedigenden 
Betrachtungen  führen  also  auf  die  für  positive  grosse  7?z,  n  gültige 
Formel 

±,^./^,^r ! \ i^^nI" i i 1, 

y       p         TT-^    L(/72-l-f^)2  (;i_4.j^'y2j  [(/^H_j^)2  (  ^  ^^  j^' )2  J 

in  welcher  N,  [j.,  ]s!  Konstanten  sind,  also  auf  die  Rydbergsche 
Formel^  und  da  nach  den  gemachten  Annalinien  p,  a^  v  luiiver- 
sell  sind,  wird  der  Koeffizient  N  universell. 

Gleichzeitig  erkennt  man  aber^  dass  die  Rydbergsche 
Formel  für  niedere  m,  n  zu  korrigieren  ist^  aber  nicht  durch 
Variieren  des  Koeffizienten  N,  wie  bisher  getan  wurde ^  son- 
dern indem  man  ]s.,  ^  je  durch  Entwicklungen  der  Form 


oder 

ß  T  '  ß'  f 

ersetzt. 

Jede  Serie  entspricht  einem  bestimmten  in  und  variabeln  n  oder 
umgekehrt,  und  wird  demnach  durch  die  Formel  gegeben 

±:.  =  A-.. ^L^ 


tu  -4-    (JL  H-  •; 

in  der  A,  [jl,  b  Konstanten  sind. 


,..]■ 


(^)  Im  allgetneinsLen  Fall  würden  c^,  Cy  ...  noch  von  l  abhängen,  sodass 

s\  r  s,  r 

Annh  cflip.inpn  in  f]pv  wa'ito.r  711  htihandelnflcn  AnnJiherunir  dift  einfacheren  Formeln 


Der  zweite  Koeffizient  N  aller  Serienformeln  muss  iL 
verseil  sein. 

Die  Linien  eines  Doublets  oderTriplets  gehören  im  Sinne  die 
Theorie  Quadraten  an,  die  sich  unter  nur  wenig  verschiedei 
Bedingungen  befinden.  Dagegen  werden  die  Linien  einer  Sei 
die  Hauptserie  und  ihre  entsprechende  2'"  Nebenserie,  ^ 
Schwingungen  eines  und  desselben  Trägers^  die  genau  gleii 
artig  sind,  gebildet.  Es  lassen  sich  nun  die  Ergebnisse  der  Unt 
suchungen  von  Runge  und  Paschen  leichter  verstehen,  n; 
welchen  die  Linien  einer  und  derselben  Serie  qualitativ  ii 
quantitativ?  denselben  Typus  besitzen;  ebenso  die  Linien  x 
flaupt-und  9J^^  Nebenserie  während  dies  für  die  zwei  Lin 
je  eines  Doubleis  nicht  der  Fall  ist. 

Die  weitere  Bestätigung  der  neuen  Formeln  wird  in  den  un 
gegebenen  Tabellen  sich  finden ;  sie  zeigen  folgendes  :  Bei  al 
Elementen  gilt  für  die  Hauptserie  die  Formel 

100675,0 

für  die  erste  Nebenserie  eine  ähnliche  Formel^  für  die 
Nebenserie 

109675,0 


v  =  A- 


oder,  was  bis  auf  Glieder  höherer  Oi^dnung  auf  dasselbe  hini 
kommt, 

.       100675,0 

V  =  A : — ~ ,  WO         p  =  m  -h  oi-h-{  j  p'=  m  -+-  a  -t~  [3  ( A  ™ 

Die  Rydbergschen  Gesetze  sind  bei  diesen  Formeln  so  ge 
erfüllt^  dass  Hauptserie  und  2^^  Nebenserie  direkt  durch  < 
einzige  Formel  dargestellt  werden.  Dieselbe  enthält  bloss 
Konstanten   statt  sechs,    wie  Kayser  und   Runge  benutz 
sie  lautet: 


dz  V  =  109675,0 


( (//i  -4-  a  H-  b]in'^y^        [n  h-  o,5  -4-  a'-h  b'i{ri  -\-  0,0/-^ 
Trotzdem  ist  die  Annäherung  an  die  Erfahrung  beson 


für  die  niederen  Ordnungszahlen  eine  viel  bessere  wie  bisher 
erreicht  ivar. 

Die  Grenzen  der  beiden  Nebenserien  fallen  zusammen  bei 
Gehrauch  dieser  Formeln^  soweit  die  unsichere  Beobaclitung  der 
Straklur  der  ersten  Nebeiiserie  es  zu  beurteilen  erlaubt.   Jedenfalls 

o 

ist  der  Abstand  nur  durch  Bruchteile  einer  A.-E.  gegeben.  Auch 
•die  Konstanten  a,  b^  o! ^  U  zeigen  vielfache  Beziehungen.  Erwähnt 
sei  g-leich  hier,  dass  nach  dem  Gesetz  der  konstanten  Differenzen, 
^ ^  b\  für  die  Linien  eines  Doublets  oderTriplets  denselben  Wert 
liaben;  dasselbe  findet  sich  füri,  nur  a  nimmt  verschiedene  Werte 
an.  Infolgedessen  ergibt  sich  ohne  weiteres,  dass  die  Doublets  der 
Hauptserien  einen  gemeinsamen  K.onvergenzpunkt  besitzen,  und 
ihre  Abstände  duixh  die  Rydbergsche  Foi^mel  erheblich  genauer 
dargestellt  werden  als  ihre  absolute  Lage.  Weiter  sind  bja^  h\ 
bei  allen  Elementen  negativ. 

Für  die  Spektren  der  Alkali  ergibt  sich  also  folgendes  Schema: 

Hauptserie: 
I  i 


I   (/i  -H  ^'7,2-1-  bjn'^)'        [  I ,  ">  -4-  a'  -f-  b'l[  i , :>  y^  J '^ 

Zweite  Nebenscrie: 
I  I 


V         ]  ( 1  -+-  «1  -H  bj'}:^  f        l  m  -+"  ^'  ■+■  6'/(  ni  y^  J2 


±^=      ■      '     -   '      '      ^          '-                  '^      '  ■'  (m=:i,5;2,5;...). 

N        i  r  I 

( «2  H™  a.>-\-  bj-i' )'-        [  //?  -h  a'  -h  b'j{  m )-  [^ 

Krsle  Nebensei'ie  : 
I  i 


V        \  ( '>.  -h  iti  ~+-  bj'}?  )2        I  in  -4-  c  -h  dlni^ 


I  I 


{m  =  3,4,  5,  ...). 


( '?.  4~  a^>  H-  bj'}? )-        [  m.  -h  c  -H  dlmr  j^ 
N  =109675,0. 


Allen  positiven  Werten  von  //i,  /?.  müssen  Spektrallinien  ent- 
sprechen, ob  die  Schwingungszahl  positiv  oder  negativ  sei.  Die 
Formeln  sagen  also  die  Existenz  unendlich  vieler  Linien  vor- 
aus] leider  fallen  diese  Linien  in  allen  Fällen,  wo  ich  sie  genau 


berechnen  konnte,  ins  Rot  und  Ultrarot  oder  in  das  Gebiet  de 
Schumannschen  Strahlen.  Diese  neuen  Serien  müssen  mit  dei 
bekannten  sehr  angenähert  konstante  Differenzen  ergeben,  um 
für  die  Grundlinien  (m=  i  oder  /?  =  i)  aus  weiteren,  für  die  ultra 
roten  Serien  aus  engeren  Doublets  oder  Tripletts  bestehen. 

Für  Jiegatwe  Ordnungszahlen  dagegen  gelten  die  Formel) 
nichts  weil  die  zu  Grunde  liegenden  Reihenentwicklungen  nu 
seniikonver gent  sind,  (Vgl.  das  sogleich  zu  entwickelnde  Bei 
spiel.) 

Bevor  ich  zu  den  Tabellen  übergehe,  möchte  ich  die  zu  obigej 
Formeln  führenden  Schlüsse  durch  die  Betrachtung  eines  ent 
sprechenden,  ganz  durchführbaren  Problems  im  eindimensionale) 
Gebiet  stützen.  Dasselbe  verhält  sich  zu  dem  vorigen  wie  das  Pro 
blem  der  transversal  schwingenden  Saite  zu  dem  der  Platte. 

Sei  2  a  die  Länge  eines  Stabes,  seine  Mitte  als  Nullpunkt  de 
X-Achse  gewählt,  w  die  Verschiebung.    Es  sei 

.      .   ^  -4-  1^2  v^  —  o         die  Hauptgleichung. 

Sei  w=  sin  {^kt  +  c)  cv^,  so  ist 

—  (^^. 
v^    dx* 

Das  allgemeine  Integral  ist  von  der  Form 

/  w^i=  A  %\K\kx  -i-  B  Sxwkx  -h  G  Ccs/ta?  -+•  D  cos  kx^ 
(  mit  ±:v(nu)  =  jj- 


Die  Randbedingungen   (v  =  o,  d-w\dx'^=.  o  führen  auf  die    Lnte 

{rn-\ —  \'KX 


grale 


wi  =  Asin und         (Vi=Gcos- 


sie  entsprechen  dem  Problem  für  Wasserstoff  und  sind  nicht  gan 
eindeutig  bestimmt. 

Wir  variieren  nun  die  Randbedingungen  und  nehmen 

^  =  o^  ___--^e-^=o         für         x  =  ±:a. 
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unter  c  eine  kleine  Grösse  verstanden.  Es  ergeben  sich  wieder 
zwei  Lfisnngen.  Die  ßedingnngsgleichiingen,  in  (23)  eingeseizt, 
fordern  : 

A  sin  ka  h-  B  Sin  ka  —  o,         G  cos ka  -f-  D  €00  ka    =  o, 

-  -  A  sin  ka  -h  B  61it  krr   f-  s  A'(       C  sin  A'a  -h  D  6in  A"«  )  =  o, 

—  G  cosAv/',  H-  D  €03ka  -h  £A(  —  .V  cos  ka  -h  B  €00/.«)  =  o. 

Hieraus  i'ol<>t  für  k'  die  Gleicluing 

( I  a n i;- ka  )'-  -i ;pp  ta  11  g  /y/  (lanji  /iv;/.  —  ( (2:inifl  ka)-  =  o, 


lau 


g^a  =  QLan&ka  {  -  -^  ±  ^7— 


Die  beiden   lj()suni;(Mi  haben  denselben  Cliarakter ;   ich  diskutiere 
die  eine  derselben 

—  tang/a  -:  (t.uxQka  (  —-7--  -^  {  /-rV 


Pur  gi'ossc  positive  k  wird  ÖLimg /ca  =  H- 1 ;  für  negative  /i\ 
'SLitUjJ  Av/ =::  —  I.  Die  Würze  hl  werden  für  grosse  m  dargestellt 
dureh 

,                                      7:                                 .  ,                                          TT 

An  =■-=  m  7:  —  ~       (/;?.>()),  Av/.  =  —  nir.  —  —       (  />i  <  o ). 

I  4 

Die  Korm  der  Knrven 


7-  r~  taii<2;.r,         >'  =  'QLaufl.x  ~ 


ergibt,  dass  die  nei^aliven  Wurzeln  dem  Lktrage  nach  gleich  sind 
den  positiven.  Für  sehr  kleine  £  ist  die  erste  Wurzel  angenähert 
A'a  =  T1/2  ;  für  sehr  grosse  £  dagegen  A'a  =  o;  zwischen  diesen 
Grenzen  ist  die  ei'Ste  Wurzel  eingeschlossen.  Die  zweite  gibt  also 
/»'«:! TT.  Nach  den  Gudennannschen  Tafeln  (' )  der  Hyperhelfiink- 
rionen  ist  für  x  =  tt,  (J^unj)  x  =  0,9998.  Wir  dürfen  somit  für  die  in 
l)etracht  kommenden  ka  sehr  angenähert  2DrtUg(/ra )==-}-  1  setzen. 
Ivs  gilt  also  für  grosse  /c: 

(  .^4  )  ^  lan<;/a  —  i  —  --,- rrr    '  - 


(')  G.    GiJDKHMANN,  Crelies   Jouni  ,    Bd.  VI,  VII,  Vllt. 
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die  genau  die  bei  der  allgemeinen  Tlieorie  vorausgesetzte  Geslalt 
hat,  jedoch  etwas  spezieller  ist.  Auch  die  oben  berührte  Tatsache, 
dass  die  neuen  Spektralformeln  für  negative  /72,  a  nicht  gelten, 
weil  diese  Ausdrücke  nur  semikonvergent  sind,  findet  hier  ihr 
Aequivalent :  für  negative  k  wird  %<iXi%ka  =  —  i  angenähert,  es  ist 
die  Entwicklung-  (24)  zu  ersetzen  durch 

( 2.0  )  -i-  tang  Aa  =  i 77^  —  7^  •  •  • ; 

man  erhält  wieder  dieselben  Wurzeln  his  auf  das  Vorzcn'chcn.  Der 
wesentlich  singulare  Punkt,  den  Ctim)/ra  im  Unendlichen  lial, 
bewirkt,  dass  (254.)  und  (20)  nur  angenähert  sind,  und  keine  l^o- 
tenzreihen  in  ifk  existieren,  die  für  grosse  positive  und  negative  /' 
die  Funktion  STttUß/razu  entwickeln  erlauben,    i^^ine  (ileichung 

( ta  n  g  ka  =  Ra  tio  n  ale  F lu  1  k t i  0 n  von  /.) 

würde  diese  Eigenschaft  nicht  besitzen.  Die  Besselschen  Funk- 
tionen dagegen  bieten  dieselbe  Eigentümliclikeit. 


Die  Spektra  der  Alkalimetalle. 

In  den  folgenden  Tabellen  sind  die  Formeln  von  S,  ik^.  und  S.  53 
mit  den  Beobachtungen  verglichen.  Die  Konstanten  a\fj\  a^b  sind 
stets  in  dem  dort  angegebenen  Sinne  gebraucht.  Ich  habe  nur  die 
Hauptserie  und  die  zweite  Nebenserie  berücksichtigt,  und  von 
letzterer  wegen  des  Gesetzes  der  konstanten  Diflerenz  nur  eine 
Linie  jenes  Doubletts  und  Tripletts.  Die  erste  Nebcnscrie  ist  einer- 
seits wegen  ihrer  komplizierlen  Struktur  und  ihrer  besonders  hei 
höheren  Oidnungszahlen  sehr  dißusen  Linien  nicht  so  sicher  be- 
obachtet; anderseits  wird  sie  durcli  die  l)isherigen  Forni(dn  meist 
schon  sehr  gut  dargestellt;  der  Grund  hierfür  ist  wohl,  dass  die 
den  niedrigsten  Ordnungszahlen  1,  2  sogar  manchmal  3,  4  cnt- 
spx^echenden  Linien  weit  im  Ultrarot  bzw.  Ultraviolett  liegen  und 
nicht  beobachtet  sind.  Danach  ist  die  Übereinstimmung-  mit  der 
Erfahrung  hier  w^enig  beweisend.  Immerhin  zeigen  ch'e  aus  beson- 
dern Gründen  bei  K,  Tl  mitgeteilten  Tafehi  der  erster)  Neben- 
serie, dass  sie  ebenfalls  sehr  gut  dargestellt  wird  (^ ).  Die  Formeln 

(1)  Dass  auf  Grund   der  Bydbcrgsclien   Formel   die   Grenzen   der  Nebenserien 


sind  meist  aas  einzelnen  Linien  und  niclit  durch  Ausgleichung 
berechnet.  Denn  wie  aus  der  Theorie  zu  erwarten  ist  und  sich  bei 
einzebien  Serien  l)estätigt,  sind  die  Nenner  der  Formehi  in  Wirk- 
lichkeit doch  noch  durcli  hcdiere  Glieder  in  i  /m-,  ij/i-  zu  ergänzen, 
wodurch  die  nach  der  Metliode  der  kleinsten  Q)uaclraLe  erreichbare 
htihere  (3enauigkeit  bei  der  Festlegnng-  der  Konstanten  doch  illu- 
sorisch wird.  Lehrreicher  schien  es  mir  zu  zeigen,  wie  genau  die 
Extrapolation  geschieht. 

f3ic  erste  Kolumne  gll>t  die  Wellerdänge  A  in  Luft.  Die  zweite 
die  nach  Kayser  und  Runge's  (')  Bestimmung  der  Luftdispersion 
aufVakuum  reduzierten  Wellenzahlen  v(gieicli  io^A~'  in  Vakuum). 
Diese  Reduktion  beträgt  für  v  =  4oooo  ca.  12,  für  v  =  16000  ca. 
4  Einheiten  der  letzten  Stelle  ;  sie  musste  also  durcliaus  berücksich- 
tigt werden.  Die  FehlergTcnze.  ist  unter  A' angegeben ,  der  Fehler 
^4)oreciHU!(  ^^^  f^^^'  dic    Formohi  von    Kayser    und    Runge 


.1^ 

^^bi'ol)aclitel 

mit  K.  R.,  für  die  meinigen  mit  R.  Ijezeichnet.    Die  Ordnungszalil 


ist  unter  m  und  n  eingetragen. 


Lithium. 
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zusammcntallen,  hat  Rydbcrg  '^üzgi^I.  fia/fj)orts  da  Congres^clc,  L.  II,  Paris  1900, 

p.    212. 

(')  H.  Kaysku  u.  C.  Runge,  AbJiandl.  d.  k.  Akad.  d.  Wissensch.  zu  Berlin, 

('■^)  Nach  IL  II.  Leilmann,  Ann.  d.  Phys.,  t.  V,  1901,  p.  033;  t.  VIII,  1903,  p.  (3^|3. 
(•')  Nach  G.  D.  Liveing,  u.  .).  Dewah. 
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Es    sind    hier   vier   verfüi;bare    Konstanten    (bei    Kayser   und 


Runge  sechs).    Zur  ßerechiumg  sind  die  Linien 


5,  3,5 


benutzt.  Die  Rydbergschen  Sätze  sind  in  den  Formeln  schon 
berücksichtigt.  Die  Formebi  von  Kayser  und  Runge  geben  liier 
bei  Extrapolation  der  Nebenserie  (für  n  =  2  ihrer  Ordnungszahlen) 

c 

einen  Fehler  von  6i5  Angstrüm- Einheiten.  Er  wird  l)ei  den 
übrigen  Alkalien  noch  gWisser,  es  wäre  zwecklos,  ihn  einzutragen. 
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Für   die   Nebenserie    (deren    Grenze   nach    Rydberg   aus   der 
LIauptserie  entnommen  wird  )  iiabe  ich  auch  aus  i,5,  3,5  die  For- 


(  ')  Nach  i\  Lewis,  loc.  eil. 

('^)  iNacl)  G.  I).  LiVEiNü  u.  J.  De  war. 


ZUR   THEOUIE    DER   SERIENSPEKTREN. 


^9 


mel 


A^- 


N 


•  a  H-  p  IG"  5(  A  --  v)]- 


berechnet  (' ).  Es  fand  sicli  a  =  0;i52o5,  ß==: — o^oGic;;.  Die 
Fehler  sind  iiiiLer  Ji'  eingetragen.  Kayser  und  Runge  iiaben 
neun  Konstanten,  hier  sind  fünf  gebraucht.  Die  Doppellinien  sind 
nur  bis  n  =  3  beobachtet;  von  da  an  beziehen  sich  die  beobach- 
teten X  auf  das  Intensitätsmaxinium,  also  ungefähr  die  kleinere 
Wellenlänge.    Dasselbe  gilt  bei  Kalium. 
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KINO  u.  Dewah  sind  nicht  berücksichtigt. 
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I  <l:m  \  nryoirlu'n  von  v  nositiv  zu   nehmen,  wenn  A"!>  v: 
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Von  /i  =  6  an  beziehen  sich  die  Messungen  hei  der  Hauptserie 
auf  die  kleinere  Wellenlänge.  Die  Grundlinien  7701,  76Ö8  sind 
sehr  breit  und  unsicher  bestimmt,  die  Differenzen  v,  der  Schwin- 
gungszahlen stimmen  schlecht  mit  den  übrigen  v^ .  Daher  ist  auch 
die  Grenze  der  Nebenserie  ungenau.    iNimnit  man  für  die  Grund- 

o 

linien  einen  (sehr  wahrscheinlichen)  Fehler  von  0,5  A.-E.  an,  so 
erhält  man  die  Abweichungen  li' .  Dies  zeigt,  welche  Genauigkeit 
die  Messungen  in  ihrer  Gesamtheit  besitzen  müssen,  um  eine  ent- 
scheidende Prüfung  der  Formeln  zu  eHauben.  Es  ist 

TT  ,  .  («l  =  -h   0,29034.)  ,^  .,.  ^ 

(  «2  =  -^  o,'>875o  ) 
Nebenserie  :  R.         rt' = -h  0,81789,         b' = — (),io7().         Grenze  :  9,2024,3. 
i?'        (2' =  H- 0,3  i8i5,         Z^'—— 0,1 08  f.  »         2'^.09,3,5. 

Die  beiden  Nebenserien  von  K  sind  in  ihrem  Charakter  kaum 
zu  unterscheiden;  man  betrachtete  bisher  die  mit  6988  und  691 1 
beginnende  als  die  ei^sle  Nebenserie,  doch  würde  dies  der  einzige 
Fall  sein,  wo  6^  positiv  wäre  und  wo  die  Rydbergschen  Regeln 
sich  als  unrichtig  erweisen.  Betrachtet  man  sie  aber,  wie  hier  ge- 
schehen ist,  als  zweite  Nebenserie,  so  ordnet  sie  sich  genau  in  das 
Schema  der  übrigen  Serien  ein.  Diese  Entscheidung  wäre  auf 
Grund  der  älteren  Formeln  nicht  möglich  gewesen.  Für  /i  =  2,  5 
berechnet  man  X  =  i  2  43o,  A  =  i  a  02 1 . 

Die  Gleichung  der  ersten  Nebenserie,  deren  Grenze  aus  der 
zweiten  Nebenserie  entnommen  ist^  lautet: 

109675,0 

V  =  22024,3  ■ 


(m  —  0,2828  H-  i,26/7?r'')- 


Fürm  =  4  berechne t  man  das  Linienpaar  }.=  693 6,4,  >^  =  6964, 7- 
Schon  Kayser  und  Runge  bemerkten,  dass  hier  ein  allerdings  bis 
jetzt  nicht  beobachtetes  (')  Linienpaar  liegen  sollte.  Sie  extrapo- 
lieren }v=:  69  5  7, 4,  A  =  6985,4.  Ich  habe  die  Formel  der  ersten 
Nebenserie  hier  angegeben,  weil  sie  gestattet,  diese  roten  Kalium- 
linien  mit  grösserer  Sicherheit  voraus  zu  berechnen  und  zu  ihrer 
Auffindung-  nützlich  sein  kann. 


(*)  Lecoq  hat  ein  Bund  6825-7218. 


I.    —    ZUR    THEORIE    DER   SERIKNSPEKTREN.  6[ 

Für  m  =  l\  finden  sich  A=rz:ii(i43,  A^ii-yai;  Kayser  und 
Runge  berechnen  a  =  i2J44?  A  =  13  5:25.  Becquerel  hat  die 
Kaliumlinien  \=  10980,  i  1  ^iao,  i233o  beobachteL,  docli  sind  die 
Messungen  sehr  unsicher,  und  zwei  Linien  ollenbar  nicht  getrennt 
worden.    — 

fiubldiiim . 


IIAUrTSKllIK. 


^^79-.o,.'i(.)(^' 

"/78o5,(j<S(') 

! 
.  (4'.nj,7i> 

'  I4301  ,(jS 

,1 359 1,7-1 
••13:^87, r»3 

, j335i ,o3 
^/.i3'i8,8() 


V 

/' 

'•<57'i,l 

? 

r'.>So7,:> 

V 

9.3  7 1  .'i ,  I 

0 ,  (.)3 

'>'^l\)'rj 

0 ,  ()3 

.,7S33,9 

o,o5 

u7S(-;s,9 

0,0") 

•.>9  833/2 

0 ,  of) 

■>9S.T>,5 

0 ,  < ).') 

-i83 
~  1 7') 

0 , 0 
0,0 


(),0() 

H-  3 ,  ■) 

0,00 
0,00 

0,00 

H-(),02 
—  O,  I  I 

0,00 


ZWEI T !•:    N li liE N.S E lU K . 

in 
1  ,.") 

X 

V 

F 

K.  R. 

R. 

7805,980 

12807,:) 

y 

-_ 

0,00 

:>. ,  5 

— 

~ 

_ 

_.„ 

„.. 

3 , 5 

7/1  oG,  19 

13.198,5 

(j ,  3 

0,00 

'h-^> 

(ii59,8 

i()  1^3  0,0 

0,2 

+  1,8 

5,5 

565.1,  !>:> 

i7G8.,i> 

o,i5 

— 

-+-i,G 

Das  Paar  2,5  ist  noch  nicht  beobachletj 

in; 

»n  bercclinet  \  ™  i 

U)57, 

\  rr.    l3  228. 

o 

Der  erhebliche  Fehler  von  ,*),5  A.-E.  hei  der  Grundünie  ist  zum 
Teil  auf  die  IJnsichcrbeil  der  Messungen  von  Lehnuinn  zurück- 
zuführen. Die  Diüerenz  der  SchwingungszahUiu  dieses  Paares 
sollte  2,35,3  sein  nach  Kayscr  und  Runge's  Bestimmungen;  sie 
ist  232,8,  der  rehitivc  Kehh^r  der  zwei  .Linien  also  0,8  A.-E.,  der 
absolute  wohl  noch  gn)sser.  Immerhin  sind  die  DlÜerenzen  auch 
den  fehleuden  (jiliedern  der  l'ormel,  die  sich  bei  hölierem  Atom- 
gewicht immer  stärker  liemerkbar  machen,  zum  Teil  zuzuschreil)en. 


Ilaijpiseric  : 
Neb(inseric  : 


^i  -:      (),:>59.1B 
((.,z~z       0,3405'.?- 

((.'  TTz  -r-  0,'>()()()9. 


h  =:--o,'.>.G88.         Grenze:   33684,5. 
/>' =  —  (),r  |()i.         Grenze:   -20877,3. 


(' )  Nacli  IL  Lkii.manx. 
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Cäsium. 


HAUPTSEI 

WE. 
F 

V 

ZWEITE 

NEBENSEBIE. 

R. 

n 

>. 

V 

K.  R. 

R. 

m 

A 

V 

/'• 

Sn'fQ,}^^'-' 

1 1  170,3 

-!-3o5 

0,00 

8527,720) 

t  1723,6 

V 

-3.75 

'  i85-.7,72C') 

,  14593,3-1 
14555,44 

(3888,83 
^  (3876,73 

11  7^3,6 

21764,6 
2i()45,8 

26707,5 

o,o5 
0 ,  o5 

0, 1 

4-230 

0,00 
0,00 

0,00 

-3,75 

0,00 

-0,07 

0,00 

^'^^18949,92 

II 170,3 

9 

0,00 

Hauptserie  : 

a,  =  o,44--H33  j              ___ 
^.,  =  0,41068  \' 

3286. 

20787,7 

0,1 

0,00 

— o,o4 

Grenzen  : 

!36i7,o8 
)36ii,84 
1 

27633,0 

0,3 

0,00 

-0,72 

Hauptserie  :  3i  397,8. 

27679,0 

0,2 

0, 00 

—0,14 

Nebenserie:  20227,5,    19674,8. 

Wiedei^  liegt  im  Ultrarot  ein  Fehler  von  3,7  Ä.-E.  vor;  doch 
hat  er  entgegengesetztes  Vorzeichen  wie  iß/ Rh,  sodass,  bis  ge- 
nauere Messungen  vorliegen,  kein  Grund  ist  zu  bezweifeln,  dass  l> 
für  beide  Hauptserien  denselben  Wert  hat.  Die  zweite  Nebenscrie 
war  bisher  unbekannt.  Da  aber  die  Grundlinien  (n=  r,5)  nach 
dem  Rydbergschen  Gesetz  8949,9a,  8527,72  sein  müssen,  so 
folgt  zwischen  a! ^  b'  die  Gleichung 

0,36898  =  a'-+-Z)7(i,5)2. 

Nimmt  man  nach  Analogie  von  Ka  und  Rb  (-)  b'ja^=  —  o,38, 
so  findet  man,  dass  die  Linie  (2,5)  ins  äusserste  Ultrarot  fällt;  für 
7^=3,5  erhält  man  3, 5 -h  a^+ 6^(3, 5)-=  3,93o. .  .,  während 
Lehmann  die  Linie  7616,6,  v=:i3i25,5  beobachtet  hat;  sie  gibt 
3,9297,  gehört  also  zur  zweiten  Nebenserie.  Die  zweite  Linie  des 
Paares  müsste  v  =  12576  ergeben;  sie  wird  von  Lehmann  nicht 
angegeben  (=^).  Für  /?  =  4,5  erhält  man  4,936..  .im  Nenner;  Le- 
coq  hat  das  Linienpaar  6602,  636i  beobachtet,  welches  innerhalb 


(')  Nach.  H.  Lehmann. 

(n  Verl.  Tabelle  anti  Schluss  der  Abhandlun<r. 
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der  g-eriiigen  Genauigkeit  seiner  Messungen  die  zu  fordernde  Dif- 
Vo   ergibt,    wie   Kajser   und   Runge   schon   bemerkt 


fereiiz   v 


haben.  Mau  erliält  aus  ihnen  4,933  und  4,930,  statt  4i936;  doch 
liegt  der  Unterschied  innerhalb  Lecoqs  Beobachtungsfehler,  sie 
bilden  somit  das  Paar  /?.  =  4,5.  Weitere  Paare  sind  nicht  beob- 
achtet. Eine  derartige  Konstruktion  der  zweiten  Nebenserie  aus 
der  Hauptserie  wäre  in  diesem  Fall  mit  den  Rydbergschen,  hier 
sehr  ungenauen  Formeln,  nicht  möglich  gewesen. 

Das  Spektrum  von  Helium. 
Einfache  Linien. 


HAUPTSERIE   I. 

ZWEITE    NEBENSERIE    I. 

2 

). 

V 

K.  \\ 

w. 

Rydhers-. 

in 
I  ,5 

X 

V 

R.  P. 

\\. 



4857,3 

+  143 

-80 

-1-186 



4857,3 

— i36o 

-80 

3 

5oir),73".> 

if)93T,8i 

0,00 

0,000 

0,000 

2,5 

7281, 8r 

13729,13 

+s,4 

0 ,  000 

k 

396.^,875 

?.,v.n',,48 

0,00 

0 ,  000 

-0,092 

3,5 

5o47,8i6 

19805,12 

0,00 

0,000 

5 

3Gi3,7.S5 

■'.<  7  664,09 

0,00 

0,000 

0,000 

4,5 

4437,7^8 

22527,89 

0,00 

0,0-^6 

G 

34^17, 7'^4 

i>8  996,41 

— 0,02 

—  0,001 

-l-o,o33 

5,5 

4169, i3i 

23979,18 

0,00 

0,000 

/ 

3354, 667 

29800,82 

~o,o8 

— o,o38 

-HO, 002 

6,5 

4024,1 36 

24843,16 

—0,06 

-o,o33 

8 

3296, 900 

3o  3  Uli, 96 

—0,08 

— 0,o32 

4-0, oo5 

7,5 

3936,063 

25399,04 

—0,17 

—0,087 

0 

3^58,336 

3o  68 1,83 

—0,17 

— 0, I 16 

0 ,000 

8,5 

3878,330 

25777,10 

-0,21 

—0,022 

lO 

3o3i,3i>7 

3o  938,28 

--0,19 

— 0,1 3 

-f-o  ,016 

9,.) 

3838, 240 

26046,36 

-0,29 

—  0,060 

1 1 

321  I,()2Ü 

3i  128,06 

r7-0,2l 

-0,12 

0,00 

10,5 

— 

— 

— 

— 

1?. 

3196,81 

3i  372,32 

—  0,20 

—0,09 

0,00 

n,5 

3887,6^ 

26  394,3  f 

—0,33 

— 0,000 

13 

— 

— 

_ 

— 

— 

r...,5 

3770,72 

265i2,74 

-0,63 

—0,285 

14 

3176,6? 

3r  471,3 

-}-o,o4 

H-o ,  08 

-ho, 2 3 

I.  Haupiserie  :  a=      o,oir5o,      b  = 

—  0 , 0072 .       A  =  32  o3  r , 5ü. 

Nebenserie:        a=H-o,36oi3,      ß  = 

—  0,0295.       A  =  27173,90  {^). 

Nach  Rjdbergs  Formel  erhält  man: 

109675.0 


3'2o3'2,G3 


(m  -+-  o,oio55)- 
für  die  Ilauptserie.    Die  Grenze  dürfte  hier  richtiger  sein. 


(M  Formel  (A)  p.  58. 
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OEUVRES    DE    WALTHER    ßlTZ. 

Doppellinien . 


HAUPTSERIE   II. 


3888,785 

8187, 83o 

2945,220 

2829,173 

2768,900 

2728,275 

2696,200 

2677,2 

2663,3 


923o,8 
20707,82 
3i  360j4i 
33943,59 
35  335,82 
36170,28 
36709,88 
37078,04 
j734i,58 
07530,45 


0 ,  oo<> 
0 ,  000 
0,000 
— 0,017 
•4-0 ,  00  5 
•4-0,007 
-ho,()5o 

H-0,023 

— 0 , 0 1 6 


o. 

o. 

-— o, 

o, 
— o, 

—  i) , 

-o, 

—  0, 

-4-0 
— f) 


OüO 

000 
o56 
000 
007 
00  3 
(.)  1 3 
oS3 
oi3 
019 


ZWEITE   NEBENSKUIE   II. 


m 

>. 

V 

R.  P. 

R. 

J 

1,5 

_ 

9280,8 

— 1820 

0.00 

-4' 

2,0 

7065,48 

r4r/,9,48 

+34 

0,00 

0 

3,5 

47^3,252 

21  210,94 

0,00 

0,00 

0 

4,5 

4120,978 

24  259,89 

0 ,  00 

+0,27 

-ho 

5,5 

3867,618 

25848,55 

0,00 

~ho,n 

0 

6,5 

3733,004 

26780,61 

-0,19 

-1-0,09 

—  0. 

7^^ 

3602,12  1 

27373,71 

-o,/,6 

-f-0,09 

—  0 

8,5 

3599,472 

27774,80 

—0,70 

~h0,  I  1 

4-0, 

9^5 

3563,125 

28057,89 

—0,95 

-1-0,10 

4-0, 

1 0 , .) 

3536,963 

28264,92 

—  1,16 

-hOjoS 

— 0, 

11,5 

3517,48 

^S4:u,47 

—  1,33 

-ho, 12 

"1 

12,5 

35o2,47 

285.^3,27 

-1,57 

-1-0,0  3 

—  0, 

i3,5 

3490,77 

38638,9 

-1,72 

-+-0,07 

-0, 

14,5 

3481,6 

28714,4 

—  1,69 

4-0,20 

4-0, 

Das  Spektrum  von  He  ist  eines  der  am  genauesten  bekannte 
Spektren.  Die  Wellenzahlen  sind  aus  Runge  und  Paschens  Ali 
handlung  entnommen('),  mit  Ausnahme  der  im  Ultrarot  gelegenen 
nur  bolometrisch  nachgewiesenen  Linien,  die  nach  dem  Vorgan 
von  Rydberg  (-)  aus  den  sehr  genau  bestimmbareu  Grenzen  vo: 
Haupt-  und  Nebenserien  berechnet  sind.  Die  Fehlergrenze  licü 
wohl  bei. keiner  Linie  oberhalb  0,02  A.-E.;  nach  Perot  un 
Fabrj  soll  0,01  die  Grenze  der  Zuverlässigkeit  Rowlandsclie 
Gitter  sein  bei  solchen  Bestimmungen.  Die  Abweichungen  deute: 
wieder  auf  das  Fehlen  höherer  Glieder.  Die  Grundlinie  der  erstej 
Hauptserie  passt  ausnahmsweise  schlecht,  überhaupt  ist  der  Vorzir 
der  neuen  Formeln  hei  dieser  Serie  gering.  Bei  den  andern  Seriei 
zeigt  er  sich  aber  in  sehr  auffallender  Weise.  Extrapoliert  mai 
die  Nebenserie  I  auf  die  Ordnungszahl  i,  5,  so  soll  man  nach  den 
Rydbergschen  Gesetz   die   Grenze   der   Hauptserie    finden;    mai 
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extrapoliert  32oi3,o,  beobachtet  ist  32o3i,5;  aus  der  Neben- 
Serie  II  findet  sich  38420,  beobachtet  ist  38453,4,  die  Differenz 
entspricht  2,4  A.-E.  Dabei  ist  die  Extrapolation  eine  sehr  weite. 
Die  Hauptserie  I  ist  auch  nach  Rydbergs  Formel  berechnet, 
die  hier,  abgesehen  von  der  Grundlinie,  ausnahmsweise  genau 
passt.  Die  unter  /?'  eingetragenen  Fehler  ergeben  sich  bei  An- 
wendung von  Formel  (A)  S.  58. 


a  =—0,06965,  b  =4-0,0276. 


n.  Hauptserie  : 


Nel)enserie  : 


Grenze  :  38453,38. 


a' =  4- 0,20221,  Z^' =r-~  o,o3oi7  aus  1,5,  2,5,  3,5. 
a    =-1-0,20288,  ^  =— o,o358     aus  2,5,  3,5,  5,5. 

Silber. 
Zweite  Nebenserie. 

X  =    827/1,04  (1)  4668,70 

V  =  12082,7  2i4r3,3 

>;  beol3.-"X  her.  =          0,00  0,00 

ni  =.          2,5  3,5 

Konstanten  :  et  =  —  0,02890,  b'  =-—0,2423. 


3981,87 
25  106,8 
—  o,3o 
4,5 


29223,46  (R.) 
29222,18  (/?') 


3710,11 
26945,9 
0,00 
5,5 


Grenze  :  A  =  80620,7. 


Für  1,5  erhält  man  \  =  3o5o  ;  nach  den  Beobachtungen  im  mag- 
netischen Feld  sollte  3280,80  herauskommen.   Die  Formel 


V=:  A- 


N 


{ni-{-  a'-i-  b'jnV^f 


ergibt  also  für  die  niederste  Ordnungszahl  einen  bedeutenden 
Fehler.  Es  zeigt  sich,  dass  die  nur  durch  Glieder  höherer  Ordnung 
verschiedene  Formel  (A)  S.  58: 


V=:A- 


•a-i-|3(A  — v)io-5j-i 


hier  und  in  den  Spektren  der  zweiten  Mendelejeffschen  Kolonne 
etwas  besser  sich  anschliesst.  Für  a  =  —  o,o3o25,  ß  =  —  o,2023, 


A  =  3062 1 , 7  erhält  man 

\  =  8274,04 
\  beob.-X  ber.  =       0,00 


4668,70 
0,00 


3981,87 
-0,35 


3710,11 
0,00 


(^)  Nach  Lewis. 


Sauersloff. 

Triplets 

;  zweite  Nebenserie. 

5437,04. 

5 020, 3 I 

4  8o3 , 1 8 

4673,88 

4590,07 

8 38-, 34 

19913,63 

2o8t3,84 

2  1 389,6 

21 780,2 

4,5 

'    5,5 

6,5 

7,5 

8,5 

—  o,3i 

-1-  0,02 

-i-0,T8 

-4-  o,o5 

—  0,19 

OjOO 

—  o,o4 

—  0,/|0 

-1-0,06 

—  0,02 

Für  1,5  findet  sich  durch  successive  Approximation  1=0210, 
während  beobachtet  8280,80  ist. 


},=    f)!'j56,2S7 
V  =  1548'^,  57 
m  —  3,5 

H.  P.  =     -HO, II 
R.  =  0,00 

Die  Linie  i,5  ist  ).  =  7772,2(3;  aus  ihr  und  3,5,  4,5  ist  die 
Formel  bei^echnet,  deren  A-bweichnngen  unter  R.  verzeichnet  sind. 
1  =  7772  ist  also  die  Grundlinie  der  Hauptserle.  Runge  und 
Paschen  vermuteten  dies  auch  schon,  doch  sind  ihre  Formehi  zu 
ungenau  für  kleine  Ordnungszahlen;  eine  sichere  Pri^'ifung  war 
nicht  möglich,  denn  die  Intensität  der  Linien  nimmt  in  derliaupt- 
serie  so  rasch  ab,  dass  nur  das  nächste  Glied  noch  Ijeoljachtet 
werden  konnte.  Die  Abstände  desselben  entsprechen  genau  der 
Hypothese,  dass  b  für  alle  drei  Linien  der  Tripletts  denselben  Wert 
habe,  was  schon  bei  den  Doubletts  der  Alkalimetalle  der  Fall  war. 
Es  ist 

Zweite  Nebenscric  :  A  —  20204,87,  a'  =  -h  0,27479,  6'  =  — 0,06976. 

Für  die  Hauptserie  erhält  man  unter  Berücksichtigung  des  zweiten 
beobachteten  Paares : 

i    ai  =  0,21  280   ] 

A  =  3()o67,7  ^   ^2=0,2X215   >  ^=  — o,i53ü. 

(   ^3=  ü,2i  204   ) 

Man  bei^echnet 

Xi  =  3348,20,        X5  =  3 1 22,28, 

die  von  Runge  und  Paschen  nicht  angegeben  werden. 

Die  Grenze  der  zweiten  iNebenserie  berechnen  Runge  und 
Paschen  zu  23i()3,85,  die  der  ersten  zu  23207,93.  Für  die 
neuen  Formeln  reduziert  sich  die  Difierenz  sehr;  die  berechnete 
Grenze  ist  23204,87.  Ebenso  verhält  es  sich  in  den  andern  Fällen. 

Die  Doppellinien  des  Sauerstollspektrums  übergehe  ich  hier; 
die  Grundlinien  (/z  =:  i  ,5,  2,5)  sind   niclit  beobaclitet,   weil  im 


LI  llrarot  hegend ;  die  übrigen  Linien  werden  von  den  alten  Formeln 
beinahe  ebensogut  dargestellt  wie  von  den  neuen. 

Zweite  Nebenserie  der  Elemente  der  zweiten  Kolonne 
des  periodischen  Systems. 


Magnesium. 


m.  =  2,5 


5,5  G . 5 


A=    5172,87  333l>,28  2938,67  2778,30  2695,53  2646,61 

7  =  19326,3  3oooi,i  34019,4  35982,1  87088,0  37773,0 

F.  =          o,()3  o,{)3  0,00  o,o3  0,1 5  o,5o 

\\.  r=z     -1-53,07  0,00  -—0,01  —0,01  -4-0,20  +0,47 

R.  =          0,00  0,00  •+•0,18  0,00  —0,06  -h  o,oS 

11'  =          0,00  0,00  -1-0,08  0,00  -1-0,02  -1-0,07 


(  R . )     Formel  n  dz  v  =  89  789,0  — 
(R'j  dz  V  =  89798,0  — 


N 


{in  —  ü.i  1898  —  o,4i23/m- j2 

N 


[ ni  —0,1  '}.f\  1 1  —  0,-298 1  ( A  —  V  )  1 0"^  J- 
N  =  109670,0. 

Die  A])weiclunigen  sind  iinler  R.,  R'  gej>;eben.  Die  Formel  von 
Kayser  und  Runge  ist  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate, 
ohne  BerücksichLigung  der  Ijinle2,5,  bereclinet;  die  meine  aus 
2,5,  3,5,  5,5. 

Für  die  mittlere  Linie  des  Triplets  r,5  extrapoliert  man: 

Aus  Formel  (1^.) v  =  86640 

Aus  Formel  ( IV ) v  =  4^  9^0 

Bei  Ag  war  schon  eine  wenn  auch  geringere  Abweicliung  der 
zwei  Formehl  voneinander  für  m=i  i,5  gefunden;  die  zweite  For- 
mel (in  a,  [j)  war  die  erliebhcli  genauere,  doch  lieferte  sie  einen 
Wert  von  A,  welcher  um  5o  A.-E.  zu  klein  sich  fand.  Hier  muss, 
wie  schon  aus  der  grossen  DilFerenz  zwischen  beiden  Formeln  sich 
ergibt,  der  Felder  ein  viel  gn'isserer  sein;  es  hcängt  dies  mit  dem 
(bisher  nicht  annähernd  so  grossen)  Wert  von  6',  der  beiden 
Elementen  dieser  Kolonne  des  periodischen  Systems  vorhegt,  zu- 
sammen. Die  Formeln  von  Kayser  und  Runge,  sowie  Rydbergs 
versagen  überhaupt  ganz  l)ei  dieser  Extrapolation.  Man  kann  hier 
somit  nur  das  Resultat  aussprechen: 


Schon  die  Grundlinie  der  Hauptser'ie  liegt  im  ausser s teil 
Ultraviolett  hei  2000-1800  A,-E.^  wo  keine  Beoljachtuiigen 
vorliegen;  ihre  Grenze  ist  weit  im  Gebiet  der  Scluimannschen 
Strahlen  (v  =  76430  bei  R.,  v  =  88700  bei  R')  zu  suchen.  Es  er- 
klärt sich  so  das  bisher  ganz  unverständliche  Fehlen  der  Haupt- 
serie bei  diesem  Elemente. 

Um  einen  Begriff  der  Schwierigkeit  der  hier  vorgenommenen 
Extrapolation  zu  geben,  genügt  die  Bemerkung,  dass  die  in  Wellen- 
zahlen gemessene  Entfernung  zwischen  den  äussersten  beobach- 
teten Linien  der  Serie  ca.  18400  beträgt;  von  der  Linie  2,5  bis  zu 
1,5  dagegen  ist  der  Abstand  mindestens  683oo. 

Wegen  der  ungewöhnlicli  kleinen  Wellenlänge  der  (Grundlinie 
ist  es  nicht  sicher,  ob  sie,  wie  bei  andern  Spektren,  besonders 
intensiv  sein  wird. 

Calcium. 


m=         2,5 

3,5 

4,5 

5,5 

6,5 

7k^3 

\=:     6  122,46 

3.957,23 

347^,9« 

3274,88 

3 170,20 

3107,96 

v=  16828, 9 

25263,2 

28769,0 

80626, () 

Ol  534,5 

32 172,2 

F  ■=         o,o5 

o,o5 

o,o5 

0, 10 

0 ,  5o 

1,0 

K.  R.  z=  -H  61 

—  0,01 

H-  o,o:> 

0 ,  00 

•+■  o,',>3 

H-o,5C 

R.  =          0,00 

0,00 

H-  0,10 

0,00 

H-  0 ,  04 

—  0,38 

Man  findet  nach  der  Formel 

109675,0 


V 


=  A  — 


[ /?i  -f-  a  -i-  ß  io-ä(A  —  V  )\- 
für  die  Konstanten  die  Werte : 

A  =  34088,75,         a  =-f- 0^06481,         ß=  —  0,4492. 

Durcli  successive  Approximation  ergibt  sich  mit  einem  wohl 
noch  grösseren  Fehler  als  bei  Mg: 


Grenze 

der  Hauptserie  \ 

'  =  7o3oo, 
Strontium. 

Grundlinie  X  = 

2760. 

W  =              2,5 

3,5 

4,5 

5,5 

6,5 

\=    7070,7 

4438,22 

3865,5(3 

3628,62 

3504,70 

V  =  i4i39 

22525,3 

25  862,1 

27551,0 

28525 

K.  R.  =  -1-  75 

-+•  0,01 

•+-  0,20 

0,0 

H-o,o8 

R«  =        0,00 

0,00 

-1-0,28 

0,00 

—  0,09 

-4  =31026,07,       a  =:-H  0, 13597, 

ß  =-o,5i83. 

HaupUinie  i,5 

:  >.= 

ca.  2940. 

Es  ist  merkwürdig,  dass  bei  Sr  in  dieser  Gegend  des  Spektrums 
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Von  den  Elementen  Aliiniiniuin,  Indimn,  Thallium,  bei  d 
Serien  von  Doublelts  exislieren,  habe  leb  nur  das  lelzlere  be 
net.  Die  zweite  Nebenserie  von  Tl  wird  niiinlleb  am  scblecbl 
von  allen  bekannten  Serien  durch  die  .lM)rmeln  von  Ivajsei 
Runo-e  dai^gestellt;  die  Serien  der  andern  l^^lemente  zeigen 
malen  Verlauf.  I^in  Vergleich  der  lM)rmeln  schien  datier  nt 
Tl  interessant,  kayser  und  Runge  l)ere<^hnen  ihre  Konsl 
nach  der  Methode  der  kleinslen  (hiadralf^  aus  //,  =  (),  5  bis 
meine  Formel  ist  aus  allen  Linien  bereclinet;  sie  ergibt 


Ä  =  4i4()9,G,        "J.  =  —  0,9.4088, 

Grundlinie  der  llau[)lserie  X 


[i  =  —  o,'>.8()0. 
= I i 10, 


Der  Llnterscliied  zu  Gunsten  der  neuen  Formel  ist  ein  sehr  I 
tender;  doch  macht  sich  das  iMihlcn  der  lu'dieren  (ilieder  be 
bar.  Merkwürdig  ist  die  grosse  Al)weiehung  b(M  5,5;  schor 
ser  und  Runge  haben  hervorgehoben,  dass  die  Kurve  v  =_ 
graphisch  aufgetragen,  hier  einen  Knick  zeigt.  Die  Linie  iid 
aus  der  Serie  bei  den  neuen  Formeln.  Das  zeigt,  dass  die  f 
den  Glieder  der  Formel  eine  recht  komplizierle  Form  um 
auch  Singularitäten  aufweisen  werden. 


I.    —    ZUR   THEORIE    DER   SERIENSPEKTREN.  7I 

Die  sehr  vollständig-  beobachtete  erste  Nebenserie  vonThaUium 
habe  ich  als  Beispiel  l)eigefLigt.  Ihre  Grenze  ist  gleichgesetzt  der 
der  zweiten  Nebenserie.  Da  von  /z  =  8  an  die  Satelliten  von  den 
llaiiptlinien  nicht  melir  getrennt  werden  konnten  und  sich  die 
Messungen  dann  auf  die  intensiveren  Hauptlinien  beziehen,  sind 
nur  letztere  der  Ileclniung  unterzogen  worden.  Die  Formel  von 
Kayser  und  Runge  bezieht  sich  eigentllcli  auf  die  Satelliten,  sie 
kann  nur  von  n  =  8  an  mit  meiner  Berechnung  verglichen  werden. 
Fiiv  erste  und  zweite  iNebenserie  haben  Kayser  und  Runge  sechs 
Konstanten,  hier  sind  nur  fünf  gebraucht. 

-4-  r     /r      /•  109075,0 


i/i  —  o,o()9  17  —  o,o*27()//i-)- 


Der  ersten  Nebenserie  sollte  nun  aucli  eine  Hauptserie  entsprechen, 
die,  nach  den  Formeln,  mit  der  zur  zweiten  Nebenserie  gehörigen 
konstante  Dillerenzen  aufweist.  Sie  kann  leider  nur  ganz  roh  nach 
Rydl)ergs  Formel  l^erechnet  werden.  Für  die  Grenze  der  inten- 
sivsten Linien  findet  man  v  =  3o  585  (genau) ;  Grundlinie  (n  =  2 ) : 
V  =  ioSS5  ;  diese  weit  im  Ultrarot  liegende  Linie  muss  grosse  In- 
tensität besitzen;  die  folgenden  Linien  sind  (nur  roh  angenähert) 
v=  i/\i)oo;  V  =  '>/2'.>.oo.  Lrst  die  letzte  Linie  könnte  von  Kayser 
und  Runge  ])eobacbtet  sein.  Wegen  des  grösseren  Intensitäts- 
abfalles in  den  Hauptserlen  wird  sie  ziemlich  schwach  sein.  Ob 
ihr  die  schwacbe  Linie  v  =  18088,7,  '^^=^^^^y^  entspricht  (die 
einzige  des  Tl-Spektrums,  die  nicht  zu  den  Doubletts  gehört),  ist 
zweifelhaft.  Die  Linien  des  Paares  müssten  hier  schon  ziemlich 
nahe  bei  einander  liegen. 

Auch  l)el  andern  li^lementen  sind  meist  im  Ultrarot,  Rot  und 
Gell)  ewj;c  Paare  l)zw.  Tripletts  zu  erwarten,  die  zu  dieser  zweiten 
Hanptserie  gelu'iren.  I\lan  kann  auch  (wie  z.  B.  bei  K  im  Funken- 
spektrum von  Eder  und  Valenta  (*)  das  schwache  Paar  4'3o9,3; 
43o5,  1)  Linien  angeben,  deren  Lage,  Intensität  und  Abstand  die 
zu  erwartenden  sind;  doch  bleibt  diese  Zuordnung  vor  der  Hand 
hypothetisch. 


(1)  J.-M.  Eder  u.  E.  Valknta,  Denksclw.  Wien.  AkacL,  t.  LXI,  189^4,  p.  3^-. 
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Mg. 
Ca. 
Sr. 


Tl. 


a  -h  o ,  5 

? 

ß/a+0,5 

-+-0,37589 
+0,5648^ 
-+-0,63597 

—0,2981 
-0,4492 
— o,5i83 

— o,7fP 
— o,Si3 

Zn. 

Cd. 
Hg. 

-4-0,20912 

— 0,28()0 

—  1 ,102 

a  -i-  0,5 

0 

ß/a  +  0,5 

+o,2c8474 
+0,34713 
-!-o,3o6i5 

—  0,2559 
— o,3oG3 
—0,2966 

— 0,900 
—0,880 
—0,970 

Innerhalb  der  Alkalimetalle  steigen  die  Differenzen  a,  — a^elwa 
wie  die  Quadrate  der  Atomgewichte;  die  Quotienten  a,-— ao/ij.- 
sind  ungefähr: 

Na  o,i4'>,,       K  0,189,       ^^  0,180,       Cs  o,i8G. 

Bei  Li  müsste  somit  a^ — a,  =  5  ungefähr  sein,  der  Abstand  der 
Komponenten  der  roten  Li- Linie  wäre  zu  0,76  A.-E.  zu  erwarten, 
wie  schon  Kayser  und  Runge  ]iervorhoben(* ). 

Die  Konstanten  wachsen  im  allgemeinen  mit  dem  Atomgewicht 
innerhalb  einer  Gruppe  chemisch  verwandter  Elemente;  sie  sind 
deutlich  periodische  Funktionen  des  Atomgewichtes.  Aber  auch 
innerhalb  der  Alkalimetalle  z.  B.  ergeben  sie  keine  einfachen  Kur- 
ven, ebensowenig'  wie  die  Konstanten  von  Kayser  und  Runge. 
Da  die  in  den  Grenzbedingungen  auftretenden  Grössen  mit  der 
Konstitution  des  Atomes  vermutlich  eng  zusammenhängen  werden, 
und  die  a,  b  nur  durch  einen  komplizierten  Rechnungsprozess  aus 
ihnen  entstehen^  ist  eine  nicht  ganz  einfache  Gestalt  dieser  Kurven 
wohl  zu  erwarten.  Doch  sind  möglicherweise  die  Atomgewichte 
liier  überhaupt  nicht  die  richligen  Variabein.  Die  Quotienten  b/ai^ 
bja-i,  b'la'  variieren  in  den  Alkalimetallen  nur  wenig;  deshalb 
konnte  die  zweite  Nebenserie  von  Cs  so  sicher  bestimmt  werden. 
EI)enso  sind  die  ß/(a-l-  o,o5)  annähernd  konstant  bei  Mg,  Ca,  Sr 
und  wieder  bei  Zn,   Cd,    Hg;   sie  sind  aber  auch   periodischen 


(^)  Der  von  A.  Hagenbach  {A?m.  cL  Phys.,  t.  IX,  1902,  p.  719)  gefundene 
Wert  für  den  Abstand  der  Li-Doppellinie  ergibt  a^  —  aj^-  etwa  doppelt  so  gross 
wie  bei  den  andern  Alkalimetallen;  das  Gesetz  von  Kayser  und  Runge,  nach 
welchem  a^—aju?  annähernd  konstant  ist  in  dieser  Gruppe,  wäre  daher  un- 
richtig, doch  sind  die  Beobachlungen  an  nur  einer  Linie  wohl  noch  nicht  ganz 
entscheidend. 


Schwankungen  von  einer  Gruppe  zur  andeini  unterworfen.  Die 
Serien  von  Ba  sind  noch  niclit  i^efunden;  nach  o])iger  Beziehung- 
wird  die  Gleichuni;-  der  zweiten  Nebenserie  latilen: 

1096-5,0 


)  /}i  -H  a  [ I  —  o , 8'>;") .  I o~^  ( A  —  v )  |  [  - 


wobei  der  im  Nenner  vorkommende  Wert  von  A  nur  roli  ange- 
nähert bekannt  zu  sein  braucht,  sodass  gleich  die  zweite  Approxi- 
mation die  exakten  Werte  von  a,  A  liefert. 

.Der\"ersuch,  die  im  ersten  Teil  dieser  Arbeit  gegebene  Theorie 
des  Wasserstoflspektrums  auf  andere  Elemeale  auszudehnen,  führt 
also  zu  einer  bemerkenswerten  Übereinstimmung  mit  der  Erfah- 
rung. Die  aus  der  Tlieorie  sicli  ergebende  Formel  übertriiVl 
wesentlich  an  Genauigkeit,  besonders  bei  den  niedrigen  Ordnungs- 
zahlen, das  bisher  Erreichte.  Ferner  veranschaulicht  die  Theorie 
in  sehr  einfacher  Weise  die  exakte  Universalität  des  sogenannten 
zweiten  Koeffizienten;  sie  fordert  gewisse  quantitative  Beziehungen 
zwischen  verschiedenen  Serien,  endlich  macht  sie  die  cjuaiitative 
Identität  des  Zeemaneifektes  der  Linien  einer  Serie  und  der  Linien 
der  Hauptserie  und  zweiten  Nebenserie  verständlich.  Alle  diese 
Forderungen  sind  in  C[)ereinstimmung  mit  der  Erfahrung.  Dar- 
überhinaus zeigen  die  Koeffizienten  der  FonncUi  noch  verschiedene 
einfache  Beziehungen,  sodass  z.  B.  die  bisher  unbekannte  zweite 
Nebenserie  von  Gs  gefunden  werden  konnte.  Wenn  diese  Residtate 
nun  auch  für  die  Fruchtbarkeit  der  Grundannahme  der  Theorie 
sprechen,  so  zeigen  doch  die  gegebenen  Entwickelungen  selbst, 
dass  die  über  die  allgemeine  mathematische  Grundlage  hinausge- 
henden speziellen  Ansätze  und  Deutungen  noch  sehr  willkürlich 
sind,  wie  ja  die  Natur  des  tVoblems  es  beim  jetzigen  Stand  unserer 
Kenntnisse  bedingt.  Mein  Bestreben  war,  die  zunächst  allein 
zugängliche  mathematische  Seite  des  Vorganges  dem  Verständnis 
näher  zu  bringen. 

Ein  Vorzug  der  Theorie  der  Lichtemission  in  ihrer  gegenwärtigen 
Gestalt,  nämlicii  ihre  Einfachheit,  wird  durch  die  Identifikation 
mit  dem  hier  behandelten  schwingenden  Systeme  erheblich  beein- 
trächtigt. Solange  jedoch  jenes  einfachere  Bild  den  Spektral- 
gesetzen gegenüber  versagt,  muss  es  unentscliieden  bleiben,  welche 


der  beiden  Auffassungen  der  Gesamtheit  der  Erscljelnimgen  gegen- 
übei"  sicli  als  einfaclier  erweisen  wird. 

Die  Frai?e  nach  der  Ausstraliluni;sfahii'kelt  der  Oberton'^  des 
Systems  ist  im  Anhang  erörtert. 

I^s  sei  mir  gestattet,  an  dieser  Stelle  Itrn.  Geheimrat  Voigt 
meinen  Dank  auszuspreclien  für  das  liebenswürdige  Interesse,  mit 
dem  er  dem  Fortgang  dieser  Arbeit  folgte. 

G(")ttini;en,  Fol)ruar   i()o3. 


ANHANG. 

Die  Ausstrahlung. 

iNach  den  neueren  Untersuchungen  über  die  Strahlung  im  mag- 
netischen Feld  k()nnen  wir  uns  unser  lichterregendes,  schwingendes 
System  als  negativ  elektrisiert  vorstellen.  Erst  durcli  diese  nega- 
tive Ladung,  die  wir  uns  zunächst  gleichförmig  über  die  Quadrat- 
(läche  verteilt  denken  wollen,  wird  die  V^erkettung  des  Systems 
mit  dem  Aether  und  die  Ausstrahlung  bewirkt.  Auf  Grund  der 
Erfahrung  durften  wir  l)ei  der  Berechnung  der  l^jgenschvvingungen 
die  hieraus  entspringenden  elektrodynamischen  Kräfte  und  die 
Dämpfung  vernachlässigen ;  wir  betrachteten  also  die  Inneren  Kräfte 
des  Systems  als  gross  gegen  das  von  ihm  ausgehende  elektrische 
Feld.  Wir  führen  dieses  jetzt  als  kleine  perturbierende  Wirkung 
ein. 

Es  ist  vielfach  l)emerkt  worden,  dass  die  Obertöne  von  Syste- 
men^ ivie  das  oben  behandelte^  nicht  ausstraJilun gsfähig  sind^ 
weil,  zu  jedem  schwingenden  Flächenelement  in  der  Entfernung  z 
ein  entgegengesetzt  schwingendes  vorhanden  sei  mit  genau  der- 
selben Ladung  und  Amplitude ^  unds  im  A^erhältnis  zur  Wellen- 
länge A  klein  ist.  Ms  heben  sich  dann  die  elektrischen  Kräfte  bis 
auf  Grössen  von  der  Ordnung  s/a  für  eine  Knotenlinie,  ( e/l)-  für 
vier  etc.  weg;  die  Intensitäten  werden  proportional  (s/a)-,  (s/a)'* 
etc.  Das  luiclistens  von  derGnisse  des  Molekulardurchmessers  ist, 
so  wird  (s/a)-<;  10"^,  die  vom  ersten  Oberton  ausgestrahlte  Ener- 
gie ist  verschwindend  gegen  die  vom  Grundton  herrüiirende. 


Dieser  Einwand  scheint  jede  auf  Eigenschwingungen  eines  Kon- 
tinuiim  begründete  Theorie  der  Spektren  unmöglich  zu  machen, 
während  doch,  wie  S.  20  hervorgehoben,  die  Formeln  für  Linien- 
und  Bandenspektren  entschieden  auf  solche  Eigenschwingungen 
hindeuten.  Es  scheint  mir  daher  nicht  umvesentlich  zu  zeigen^ 
dass  man  gerade  bei  Systemen^  wie  das  hier  behandelte^  in 
welchen  elektrodynamische  Kräfte  neben  elastischen  auf- 
treten, durch  allerdings  durchaus  willkürliche^  aber  nicht 
allzu  unwahrscheinliche  Zusatzhypothesen  diesem  Einwand 
begegnen  kann.  Bei  rein  elastischen  oder  rein  elektrodynamischen 
dürfte  dagegen  ein  analoger  Ausweg  kaum  zu  finden  sein. 

Wir  machen  folgende  Annahme  :  die  Stösse  oder  Kräfte,  welche 
die  Deformation  hervorgebracht  haben,  sollen  aucli  eine  Ände- 
rung in  der  Verleifung  der  Elektrizität  bewirken  können,  und  zwar 
so,  dass  sich  die  gleichmässige  Verteilung  erst  nach  einer  gegen 
die  Scluvingungsperioden  des  Systems  langer  Zeit  wiederher- 
stellt. Es  könnten  z.  B.  die  in  unmittelbarer  Nähe  der  Fläche  be- 
findlichen Ionen  aus  ihrer  Gieicligewichtslage  sich  entfernen  und 
nur  verhältnismässig  langsam  zu  derselben  zurückkehren.  Rührt 
die  Erregung  etwa  von  einem  nicht  zentralen  Stoss  her,  so  wird 
nun  die  Dichte  der  Elektrizität  auf  der  Fläche  ebenfalls  dissynie- 
trisch.  Zu  jedem  Punkt  gibt  es  zwar  einen  entgegengesetzt  schwin- 
genden zweiten  Punkt  auf  der  Fläche,  doch  dessen  Ladung  ist 
nicht  notwendig  dieselbe  wie  die  des  ersten  Punktes,  sodass  ein 
von  Null  verschiedenes,  resultierendes  elektrisclies  Feld  sich  er- 
gibt. Danach  müsste  die  relative  Intensität  der  Serienlinien  von 
der  Art  der  Erregung  abhängen,  wie  ja  die  Erfahrung  auch  zeigt. 

Diese  relative  Intensität  hängt  aber  noch  von  einem  andern  Um- 
stand ab.  Das  Auge  und  die  photographische  Platte  integrieren 
nämlich  über  eine  sehr  grosse  Anzahl  von  Schwingungen.  Sei  z.  B. 
die  in  zwei  verschiedeneEigenschwingungen  ursprünglich  gesteckte 
Energie  dieselbe;  die  erste  Schwingungsform  habe  in  der  Zeit  a 
ihre  Energie  bis  auf  einen  kleinen  Bruchteil  ausgestrahlt,  die  zweite 
m  der  Zeit  fe,  wo  6  >  a.  Tritt  nun  die  nächste,  dem  Superpositions- 
prinzip nicht  genügende  Erregung  erst  nach  einer  Zeit  c^b  ein, 
so  ist  die  in  das  Auge  gedrungene  Gesamtenergie  dieselbe,  die  ent- 
sprechenden zwei  Spektrallinien  erscheinen  gleich  intensiv,  nur 
ist  nach  der  Dispersionstheorie  die  erste  breiter  als  die  zweite. 
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Da,  wie  oben  beLont  wurde,  die  elektrischen  Kräfte  klein  sein 
müssen  gegen  die  inneren  Kräfte  des  Systems,  so  widerspricht 
eine  erhebliche  [nhomogenität  der  Ladung  keineswegs  den  Voraus- 
setzungen. Eine  einfache  Abschätzung  zeigt,  dass  man  auf  dieser 
Grundlage  eine  Reihe  von  Obertönen  von  vergleichbarer  Intensität 
erhalten  kann. 

Nach  den  Serienformeln  sind  die  Grundtime  der  Spektren  im 
äussersten  Ultrarot  oder  Ultraviolett  gelegen,  und  daher  noch  in 
keinem  Spektrum  beol)aclitet.  Es  handelt  sicli  also  zunächst  nur 
um  V'^ergleiche  zwischen  Obertönen. 


II. 

ZUR 

THEORIE  DER  SERIENSPEKTREN. 


Physikalische  Zeitschrift^  4.  Jahrgang,   iN°  1-4,  Seite  4o()-.1o8. 


Bekaiin dich  zei^tWassersloir  ausser  der  durch  die  Bahiiersche 
Formel  so  ausserordentlich  genau  dargestellten  Serie,  die  von 
fvayser  und  Rydberg  als  «  erste  Nebenserie  :»  erkannt  ist,  eine 
weitere,  bisher  nur  in  gewissen  Sternspektren  nachgewiesene  Reihe 
von  Linien,  die  der  zw^eiten  jNebenserie  und  der  Hauptserie  der 
Alkali  Spektren  entsprechen . 

Setzt  man  die  Anzahl  Wellen,  die  im  Vakuum  auf  i''"  entfallen 
(die  sog.  Wellenzahl),  gleich  /•,  und  zur  Abkürzung  IN  =  logG^S,  0, 
so  schreibt  sich  die  Balmersche  Foi^mel 

Die  zweite  Nebenserie  ist  dann  durch 

L4  (7?i-i-ü,>)^J 

gegeben,  die  Hauptserie  durch 

Der  sehr  auffallende  Umstand,  dass  das  erste  Glied  rechts  stets 


kürlichen  ganzen  Zahlen  /?i,  n  zu  scKreiben  seien,   so  dass  d 
H  -  wS  p  ek  tr  ti m  d  n  rc  li 


as 


(i)     d=/'=Nr-! — Li, 


±z  r  =  N 


I 


(.-:)■; 


dargeslellt  wird.  Dabei  sind  zweite  Nebenserie  und  HaupLserie  in 
eine  einzige  Formel  zusammengefasst.  Die  Untersuchungen  von 
Rydberg  und  Runge  und  Paschen  («  )  haben  gezeigt,  dass  dieser 
Zusammenbang  beider  Serien  sehr  wahrscheinlich  auch  bei  den 
andern  Elementen  besteht. 

Beim  Versuche,  schwingende  Systeme  zu  finden,  deren  Perioden 
das  WasserstoOspektruni  ergeben,  bin  ich  daher  in  meiner  dem- 
nächst erscheinenden  Inauguraldissertation  von  den  Formeln  (i) 
ausgegangen.  Es  gelang  mir,  zwischen  den  Teilchen  eines  zwei- 
dimensionalen Kontinuums  solche  Fernwirkungen  anzusetzen,  dass 
die  Scirwingungszahlendes  Systems  von  zwei  willkürlichen  ganzen 
Zahlen  /;?,  n  abhängen  und  bei  wachsenden  Werten  dieser  Ord- 
nungszahlen sich  einer  endlichen  Grenze  nähern^  eine  bei  allen 
Spektren  auftretende  Eigenschaft  der  Serien,  zu  der  in  der  theo- 
retischen Pliysik  kein  Analogen  bekannt  ist. 

Setzt  man  speziell  voraus,  dass  das  Kontinuum  eine  der  Flächen 
eines  Kubus  sei,  so  erhält  man  genau  die  Formeln  (i). 

Bei  den  Spektren  anderer  Elemente  sind  so  einfache  und  exakte 
Gesetze  bisher  nicht  bekannt;  man  stellt  die  Serien  nach  Kayser, 
Runge  und  Paschens  Untersuchungen   durch  Formeln  von  der 


Gestalt 


B         C  ,  b         c 

A  --1 i oder         /-  =  a  h ~\ 


dar;  Rydberg-  benutzt  die  Gleichung 

N 


7'  =  AH- 


{m-f-  ^y^ 


Hierin  sind  A,  B,  C,  a,  /;,  c,  [x  geeignete  Konstanten.  Auf- 
fallenderweise hat  B  resp.  b  bei  allen  Serien  fast  denselben  Wert; 
Rydberg  entnimmt  die   entsprechende  Konstante  N  seiner  For- 


'{')  Ueber  die  Zerlegung  einander  entsprecliendcr  Sericnlinien  im  magnetischen 
Felde  {Berl.  Ber,,  1902,  S.  38o,  720). 


mel  direkt  aus  der  ßalmerschen  Serie.  Aus  dem  bei  allen  Ele- 
menten genau  erfüllten  (c  Gesetz  der  konstanten  DKlferenzen  »  er- 
gibt sichj  dass  die  einfachsten  Formeln  sich  wieder  auf  die 
Schvvingimgszahlen  selbst,  nicht,  wie  bei  Elgenscliwingangen  meist, 
der  Fall  ist,  auf  ihre  Quadrate  beziehen. 

Von  diesen  Bemerkungen  ausgehend,  maclite  ich  die  Annahme, 
dass  wir  es  bei  allen  Elementen  mit  den  Scliwingungen  dessel])en 
Kubus  wie  bei  Wasserstoff'  zu  tun  haben,  so  dass  nur  die  Rand- 
bedingungen von  Element  zu  Element  variieren.  Dann  ergibt  sich 
folgendes : 

Aus  der  zunächst  auftretenden  Formel  für  das  Quadrat  der 
Schwingungszabl  lässt  sich  die  Wurzel  ausziehen;  es  wird 

Hierin  sind/?,  ^r  Wurzeln  gewisser  transzendenter  Gleicliungen, 
sie  lassen  sich  in  semikonvergente  Reihen  von  der  Form 

p  =z  m  -h  oc  H 4-H L.-I-.. 

(■^)  i  «'     ,/ 

entwickeln.  Diese  Reihen  gelten  nur  für  posüu^e  Werte  der 
ganzen  Zahlen  ni^  n.  Die  Quadrate  der  negativen,  m,  n  ent- 
sprechenden Wurzeln  fallen  mit  den  eben  gegebenen  zusammen. 
Positive  und  negative  Schwingungszahlen  hal)en  dieselbe  physi- 
kalische Bedeutung. 

Dei'  Koeffizient  N  ist  exakt  unii^erseU. 

Bricht  man  die  Formeln  mit  den  ersten  Gliedern  ab,   so  erhält 


man 


also  die  Rydbergsclie  Formet  als  erste  Annülierang,  Gleich- 
zeitig erkennt  man  aber,  dass  dieselbe  für  niedrige  Ordnungszahlen 
zu  korrigieren  ist  und  zwar  nicht  durch  Variieren  des  Koeffizienten 
N,  wie  bisher  versucht  wurde,  sondern  durch  Hinzufügen  weiterer 
Glieder  von  (2).    Als  zweite  Annäherung  ergibt  sich  daher  für  eine 
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einzelne  Serie  (n  =  const.) 

ioq()75,o 


oder  durch  andere  Entvvickeliingen 


io9G7'),o 


(/u  =  r,-^.,3,  .  ..), 


±:  /'  =  A  ■ 


( /n  -i-  a ) 
109675,0 


.]■■ 


^'(A-/-))^ 


Dabei  sind  a,  Z>,  a,  [3,  <^',  1??^  Konstanten;  die  Formeln  unter- 
scheiden sich  nur  durch  Glieder  Ixiherer  Ordnung. 

Die  Ajinäherung  diese?'  Formeln  an  die  Erfahrung  bei 
gleicher  oder  kleinerer  Anzahl  der  Konstanten  ivie  bei  Kayser 
und  Range  und  Rydberg,  ist  besonders  für  die  Linien  klein- 
ster Ordnungszahl  eine  sehr  viel  bessere:  auch  die  bisher  so 
schlecht  dargestellten  roten  Linien  ergeben  sich  meist  inner- 
halb der  Fehlergrenzen.   (S.  Tabelle.) 

Ilauptserie. 


n 

Tv 

V 

1 

!vK 

H 

2   ^ 

1  5896,1(3 

0,00 

+78 

0,00 

'  J890,i9 

0,00 

-f-8() 

0 ,  00 

«■>    ' 

)  33o3,o7 

o,o3 

0,00 

-ho,o3 

0 

[  330:^,4; 

o,o3 

0,00 

w 

/ 

\  •>^85'i,9i 

o,o5 

0 ,  00 

—0,10 

4   • 

\  '2852,91  (0 

o,o5 

0,00 

~i-o,o7 

(  2680,46 

0,1 

0,00 

— 0,08 

5  ^ 

)  2680, 4 () 

0,1 

0,00 

0,00 

(.)  • 

)  2593,98 

0,  [ 

_j- 

o,o3 

— o,t3 

'  2093,98 

0,1 

-^ 

0,09 

—0,08 

1  2543,85 

0,1 

•4- 

0,  ro 

— 0,22 

7  ^ 

i  2543,85 

0, 1 

— r- 

0,24 

— O7I9 

8 

25 12, 20 

0,2 

-4- 

0,5 

— o,i5 

2012,23 

0,2 

-+- 

06, 

— 0, 1  2 

/IN    f\: r:^ 


82 


l^UVRES   DE   WALTIIER    HITZ. 


Nebenserie. 

V 

K.U. 

n 

0,00 

-f-334 

0,00 

•/ 

-      r,i1 

~'rO,9 

0,[ 

roo 

0,00 

o,t 

0,<)() 

-0,11^5 

0,  r3 

o .  oo 

~o,..3 

o,2 

-1-1,1  () 

H~0,'2I 

? 

-1-^7 

~o,i7 

IP '^^O^jtQ 

-^'> ii40| 

3,5 G I  ()  [ ,  I  3 

4,5 5  r )  3 , 7 1>. 

•^j") 47^-^19 

6,5 4546,o3 

7,5 44:^3,7 


IIa upt Serie  von  Ka liiim . 

-'••• 77öM)^      .          '^  -4-i6i,3 

^ •  4o47j3ö  o,oj  o,oo 

4 3447,49  0,03  0,00 

^ 8217,76  o,o3  0,00 

6 3102,87  f>,io  -h     0,27 

7 3o34,94  0,10  -h     0,23 

^ '-^99'^,  33  o,i5  -1-     o,6S 

9 296:), 36  0,2  -f-     r,o5 

^^ 2942,8  r,o  -h     1,45 

;j 7068,54               ?  -f-i59,G 

^ 4044, -'^9  o,o3  0,00 

-^ 3440,49  o,o3  0,00 

^ 8217,27  0,08  OjOO 

6 8102,  i5  0,10  -f.     o,3G 

^ 3o34,94  0,10  -h    0,44 

^ ^90^^',33  o,r5  -h     0,80 

9 2968,86  0,2  -4-     r,ii 

'ö 2942,8  1,0  -1-     1,60 


0 

,00 

0 

,00 

H-o 

,  f3 

0 

,00 

-ho 

,10 

— 0 

,20 

— 0 

5^9 

— 0 

,i3 

— 0, 

,27 

<^5 

24 

-HO, 

00 

-+-0, 

12 

— 0, 

,  ()') 

-1-0 , 

,40 

— ^, 

OJ 

-0, 

08 

— 0, 

07 

— f>^ 

23 

Die  vonRydberg  vermuteten  Beziehungea  zwischen  Haupt- 
Serie  und  zweiter  Nehenserie  sind  so  genau  erfüllt,  dass  beide 
wirklich  in  eine  einzige  Formel  zu  vereinigen  sind.  Die  Gren- 
zen der  beiden  Nebenserien  fallen  zusammen,  soweit  die  unsichere 

Beobachtung- der  Struktur  der  ersten  Nebenserie  es  zu  beurteilen 
1     I  _ 


mel  entnommen  werden,  dadurch  wird  die  Gi'undannalune  (uni- 
verselle Natur  des  schwingenden  Systems)  sehr  gestülzl. 

Die  Konstanten  ändern  sich  gesetzmässig-  von  Element  zu  Ele- 
ment und  zeigen  noch  gewisse  angenäherte  Beziehungen  unter- 
einander. 

Ich  habe  die  Serien  der  meisten  Elemente  unter  Berücksichti- 
gung der  Dispersion  der  Luft  berechnet  und  entnehme  als  Beispiel 
meiner  ausführliclieren  Arbeit,  die  für  die  Hauptserie  und  zweite 
Nebenserie  von  K  und  Na  geltenden  Formeln  und  Tabellen. 

Die  Doublets  der  Hauptserie  und  zweiten  Nebenserie  aller  Alkali- 
metalle sind  gege])en  durch  die  Formeln 


(n  -h  <^/i-H  b  11')- 


( in  ■ 


dbr=N/ l \ \ 

\  L  (m-i-o,o/^J  / 

aus  welchen  sich  für  die  Abstände  der  Komponenten  ])el  der  Weben- 
serie  das  Gesetz  der  konstanten  Differenzen  ergibt;  aus  diesem 
Grunde  enthält  die  Tabelle  nur  die  eine  der  Komponenten  dieser 
Doublets. 

Die  Formeln  sind  aus  den  einzelnen  Linien  berechnet.  Die 
Wellenlängen  A  und  die  Fehlergrenzen  F  sind  aus  Kayser  und 
Runges,  Lewis  und  Lehmanns  Bestimmungen  entnommen.  Die 
Fehler  (Ai,e^b. —  ^4)cr.)  ^^^^^  unter  R  eingetragen.  Kajser  und 
Runge  stellen  die  vier  Serien  durch  vier  Formeln  mit  im  ganzen 
9  unabhängigen  Konstanten  deir;  sie  haben  also  vier  Konstanten 
mehr  zur  Verfügung.  Die  Abweichungen  ihrer  Formeln  findet 
man  unter  K.R. 

Natrium. 

«1  =  0,14595,         <72=  0,1 4521;         b=  —  o,ri58; 

«'  =  H- 0,1 5 157;         ^'  =  — o,o558G. 

Kalium, 

<7i  =  -}- 0/29034,         a2  =  H- 0,28750;         Z>=  — 0,9/239; 

a' =  -1- 0,81789;         b' =^ — 0,1076. 
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Die  zweite  Nebenserie  stimmt  mit  der  l^eobachtuiiij^'  etwa 
bei  Na. 

Erwähnt  sei  noch,  dass  die  Hauptserien  von  Mg",  Ca,  etc.  du 
Extrapolation  sich  im  Gebiete  der  Schumannschen  Stralilen 
geben. 

Bezüghch  der  Litteratur  verweise  ich  auf  Kayser,  Handbi 
der  Spektroskopie.  Bd  11,  und  auf  meine  Dissertation  (*). 

Götiiiigen^  den  4-  März  1900. 

(Eingegangen  5.  März  iqo.'J.) 

(^)  OEiwres,  I,  p.  1. 


III. 

ÜBER  DAS 

SPEKTRUM  VON  KALIUM, 


Annalen  der  Physik,  vierte  Foli^^e,  Band  12,   1903,  S.  444-446. 


Das  Spektrum  von  Ivalluin  zeigt  eine  Anomalie,  auf  die  schon 
Kayser  und  Runge  (^)  aufmerksam  gemacht  hal)en.  Während 
bei  allen  andern  Elementen  die  nach  ihren  Formeln  vorausbe- 
rechneten  I^iuien  wirklich  aufgefunden  werden  konnten,  schien 

o 

die  mit  1=:  58  la,  54,  1=  583-2,23  (A.-E.)  beginnende  Nebenserie 
von  K  eine  Ausnahme  zu  bilden.  Der  Ordnungszahl  m  =  4  sollte 
ein  im  Rot  gelegenes  Paar  X  =  6957,4,  A=:  6985,4  nach  ihren 
Bereclmungeu  entsprechen;  in  dieser  Gegend  konnten  aherbislier 
keine  K-Linien  wahrgenommen  werden. 

In  meiner  Inaugural-Dlssertation  (^)  habe  ich  auf  Grund  exakterer 
Formeln  diese  Serie  aufs  neue  berechnet  und  für  die  fehlenden 
Linien  die  Wellenlängen  6936,4,  6964,7  angegeben.  Die  be- 
treffende Serie  erwies  sicli  als  erste  Nebenserie ;  in  ihrer  unmittel- 
baren Nähe  verläuft  die.  zweite  Nebenserie  der  das  Paar  691 1,2, 
6938,8  angehört. 

Die  Vermutung  lag  nahe,  dass  bei  der  Unempfindlichkeit  des 
Auges  in  dieser  Spektralgegend  die  gewöhnlich  benutzten  Konkav- 
bitter  zu  lichtscbwach  sein  möchten.   Versuche  mit  verschiedenen 
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Lichtquellen  und  Apparaten  führten  m  der  Tat  zur  Auf ßn 
einer  schwachen  K.aliumlinie  in  der  he trelf enden  Spektralge^ 
Als  Liclitcjuelle  erwies  sich  hesonders  günstig  der  von  einer  A 
mulatorenhatterie  von  35  Volt  gespeiste  Bogen.  Eine  Linse 
warf  auf  ,dem  Spalt  des  Spektralapparates  ein  kleines  BIlc 
Bogens;  das  durch  sechs  Prismen  zerlegte  Licht  wurde  durc 
Fernrohr  unter  massiger  Vergrüsserung  beohachtel.  War  ii 
lisches  Kalium  (')  in  den  Bogen  eingeführt  und  die  Dampfd 
sehr  gross,  so  erschien  neben  dem  bekannten  Paar  ^igii, 
nach  Seite  der  längeren  Wellen  ein-e  ]>isher  nicht  l)eobac 
schwache,  verbreiterte  Linie,  deren  Zugehörigkeit  zu  K  nacl 
Art  ihres  Erscheinens  sehr  wahrscheinlicli  war.  Von  hier  bi 
Wellenläno-e  '-'700  war  keine  weitere  Linie  siclubar. 

Wegen  der  Nähe  der  beiden  von  Kayser  und  Runge  gc 
senen  Linien  691 1,  (3938  konnte  die  neue  Linie  auf  diese  als 
malen  bezogen  werden.  Die  Messung  geschah  durch  Okular! 
achtungen  mittels  eines  ebenen,  auf  ein  Spektrometer  von  1 
montierten  Gitters.  Die  Trommeln  der  Mikroskope  gestattete 
direkte  Ablesung  der  Sekunden,  und  die  Teilungsfehlcr  de 
treffenden  kleinen  Stücks  des  Kreises  konnten  direkt  erm 
und  berücksichtigt  werden.  Das  (Vitter  war  ein  auf  Glas  a 
tragener  CelluloidaJ)guss  eines  grossen  Rowlandschen  Gi 
seine  Lichtstärke  J)ei  G900  sehr  befriedigend. 

Aus  einer  Beihe  von  Beobachtungen  ergab  sicli  der  Winke 
roten  Linien  Gqii,2,  ()938,8  zu  5' 56'^;  von  letzterer  Lini' 
neuen  fand  sich  5'  3o'';  hieraus  folgt  für  die  neue  Linie 

X  ==  6964,4  ±0,^- 

Die  Rechnung  nach  meinen  Formeln  fordert,  wie  oI)en  beni 
A=  6964,7;  die  Übereinstimmung  ist  also  eine  ausgezeicl 
und  die  Zugehörigkeit  der  neuen  Linie  zu  K  ist  damit  festges 
Die  zweite,  voraussichtüch  noch  schwiicliere  Linie  des  P 
müsste  bei  6986,4  liegen,  also  ganz  nahe  bei  der  starken  und  : 
lieh  breiten  Linie  6938.  Es  ist  nur  wenig  Hoffnung,  die  b 
Linien  durch  Oku larbeob achtungen  zu  trennen.  Bei  ger 
Dispersion    konnte    schon    6964    wegen    der    l)lendenden 

(')  Auch  auicisciisaures  Kalium  erwies  sicli  als  günstig. 
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von  6988  und  6911  niclit  wahrgenommen  werden,  Irotzdem  die 
Verhältnisse  immer  noch  günstiger  sind  wie  bei  ()C)3(3. 

Zunächst  befremdet  die  geringe  Intensität  der  neuen  Linie  im 
Vergleicli  zu  den  benachbarten  I minien  der  zAvcilen  Nebenserie. 
Aber  einerseits  nimmt  die  Intensität  mit  abnelim ender  Ordnungs- 
zahl in  der  zweiten  Nebenserie  meist  rascher  zu  als  in  der  ersten; 
anderseits  zeigt  die  Ikobachtung,  dass  die  Absorption  in  den 
äuseren  Schichten  des  Bogens  und  die  dadurch  bewirkte  Selbst- 
Umkehr  der  Linie  so  gross  sind,  dass  dieselbe  uianchmal  ohne 
jeden  hellen  Rand  als  dunkler  Streif  auf  schwachem  kontinuier- 
lichen Hintergrund  erscheint  und  dann  natürlich  kaum  zu  sehen 
ist.  Aehnliches  war  von  Kayser  und  Runge  schon  l)ei  andern 
K-Linien  beobachtet  worden. 

Hr.  Lenard  (^ )  hat  kürzlich  gefunden,  dass  die  beiden  Neben- 
serien von  Li,  Na  von  \erschiedenen  Scliicliten  des  Bogens  aus- 
gehen; sie  müssen  daher,  nach  Lock3'crs  Metliode  untersucht, 
aus  Linien  von  verscliiedener  Läniijc  beslehen.  Dies  Resiillal 
konnte  l)ei  Na  bestätigt  werden,  bei  K  dagegen  erschienen  die 
Linien  beider  Nebenserien  von  derselben  Länge.  Die  oben  hervor 
gehobene  starke  AJjsorption  in  den  äussern  Bogenschichten  würde 
dieses  Resultat  vielleicht  erklären;  immerhin  wird  man  schliessen, 
dass  eine  b^intellung  der  Linien  nach  dem  Ort  ihrer  Emission  im 
Bogen,  wie  sie  Hr.  Lenard  vorscldägt,  nicht  diesell)e  Sicherheit 
besitzt,  wie  sie  durch  Beol)achtungen  im  magnetischen  Feld,  ver- 
bunden mit  der  Rechnung,  erreicht  wird. 

Bei  Anwendung  sehr  geringer  Dispersion  konnte  unter  Um- 
ständen bei  grosser  Dampfdichte  das  Aufleuchten  von  zwei  wahr- 
scheinlich zu  K  gehörigen  Paaren  zwischen  7120  und  7240  beob- 
achtet werden,  doch  war  eine  Messung  nicht  uKiglich.  Sie  dürften 
dem  nach  Violett  verbreiterten  Na-Paar  bei  5()70  entsprechen. 

Bonn,  den  4-  Juli  1903. 

(  KiujACgangeu  5.  Juli  1900.) 

(^)  J*.  Lenaud,  Ann.  d.  Phys.,  i.  XI,  1900,  p,  G3(i. 


IV. 

Süll  LA 

PHOTOGRAPHIE  DES  RAYONS  INFRAROUGES. 


Comptes  renalis  des  seances  de  VAcadefnie  des  Sciences  de  Paris ^ 
t.  GXLIIl,  p.   167-169.  Seance  du   iG  jiüllet  T90G. 


En  1880,  M.  Abney  a  fail  connattre  (')  qu'en  preparant  dans 
des  conditions  speciales  une  emulsion  de  bromure  d'argent  dans 
du  collodion,  distillanL  retlier,  puis  lavaiit  et  redissolvant  le  pre- 
cipit6,  on  obtient  une  nouvelle  emulsion  qui  se  disüngue  par  une 
remarquable  sensibilite  aux  radialions  peu  refrangibles. 

M.  Abney  avait  cru  atteindre  dans  le  spectre  prismalique  solalre 
la  longueur  d'onde  1^^  mais,  en  realite,  il  etait  alle  seulement  jus- 
qu'a  il^,4(')-  Maigxe  sa  portee  ainsi  reduite,  ce  procede  depasse 
eiicore  dans  rinfrarouge  Lout  ce  qu'a  domie  Temploi  des  colorants 
sensibilisateurs.  II  a  ete  reprls  depuis,  mais,  semble-L-il,  jamais 
avec  succes. 

J'ai  etabli  les  condidons  de  formation  et  la  nalure  da  com(DOs6 
sensible,  ce  qui  m'a  permis  de  connaitre  et  d'eliminer  les  causes 
d'insucces  qui  m'avaient  d'abord  arrete  commemes  predecesseurs. 
J'en  ai  d^duil  des  procedes  noiiveaux  qui  ont  donne  des  Tabord  des 
r^sultats  sup6rieurs  a  ceux  d'Abney  et  que  j'espere  encore  perfec- 
tionner  notablement. 

(')  Philos.  Trans.,  t.  CLXXI,  1S80;  t.  GLXXVI,  iSSi. 


^.. 
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1^^  J'ai  d'abord  fait  varier  dans  des  proportions  etendues  touLes 
les  donnees  d'Abnej.  Dans  loas  les  cas,  soiis  rinllueace  de  la  clia- 
leiir,  la  sensibilite  de  Temulslon  aux  rayons  peu  refraiigibles  s'esl 
trouveeconslderablemeiUaugmeiUee,soitquerazotated'argent,soit 
que  le  bromure  fusseiit  en  exces ;  cependant,  la  traiisformation  est 
plus  prompte  avec  ie  prämier,  et  se  fait  en  parlie,  meme  a  frold, 
si  l'exces  est  considerable  (par  exemple  i^  sur  5-  de  Br.  Ag.). 

llne  emiilsioa  obtenue  au  moyen  de  Solutions  concenLrees  d'azo- 
tate  d'argent  et  de  bromure  de  zinc  ou  d'ammonium  devient  plus 
sensible  que  les  emulsions  preparees  suivant  les  donnees  ordi- 
naires. 

La  diminutlou  de  la  pyroxillne,  poussee  aussi  loin  que  po^sil)le, 
est  tres  favoral)le. 

11  faut  remarquer,  et  c'est  une  des  principales  causes  d'insucces, 
qu'il  n'est  pas  toujours  possible  d'aLteindre,  meme  approximative- 
ment,  le  nombre  donne  par  Abney  sans  voir  le  bromure  d'argent 
se  precipiter  eu  gros  flocons ;  en  effet,  selon  son  mode  de  prepara- 
tion,  la  pyroxiline  confere  au  melange  d'alcool  et  d'ether  une  vis- 
cosite  variant,  d'apres  certains  auteurs,  du  simple  au  decuple;  or 
c'est  eile  qui  determine  la  quantite  de  bromure  d'argent  pouvant 
rester  en  Suspension.  J'ai  dii ,  avec  des  pyroxilines  faiblement 
nitrees,  employer  jusqu'a  i^',  5  de  pyroxiline  sur  10'°  d'azotate 
d'argent,  c'est-ä-dire  le  decuple  de  ce  qu'indique  Abney. 

L'emulsion  decrite  par  Abney  peut  des  lors  etre  caracterisee 
comme  suit  :  plus  grande  concentration  possible  des  Solutions 
reagissantes,  minimum  de  pyroxiline  permettant,  avec  des  pre- 
cautions  conveuables,  la  formation  d'une  emulsion  liomogene. 

Les  bromures  de  zinc  et  d'ammonium  sont  ä  peu  pres  equiva- 
lents;  on  peut  aussi  remplacer  le  melange  d'alcool  et  d'ether  par 
de  Palcool  metliylique  ou  de  Tacetone.  La  transformation  du 
bromure  d'argent  est  donc  d'ordre  purement  physique;  eile  est 
d'ailleurs  toujours  accompagnec  d'une  augmentation  du  diametre 
des  grains. 

Enßn  l'emulsion  a  ete  soumise  sous  pression  a  des  temperatures 
allant  jusqu'a  ioo°  pendant  i  heure  et  4o"  pendant  24  heures.  II 
n'a  cependant  pas  ete  possible  de  depasser  la  limite  donnee  par 
Abney,  le  bromure  devenant  granuleux  et  se  decomposant. 

11  est  avantageux,  apres  avoir  distille  l'ether,  de  laisserrefroidir, 
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de  rajoiüer  retliei%   crai;iler  et  de  recominenc^er  l'operalion. 
pent  ainsl  employer  des  Solutions  deux  oii  trois  fols  plus  etenc 
que  ne  l'indique  Abney,  ce  qui  facilite  la  forination  d'une  emuli 
})ien  liomoi^ene. 

La  sensihilile  de  remulsion  a  la  luniiere  hlanche  s'est  troi 
egalement  augraentee,  mais  dans  des  px^oportions  plus  faibles. 

'a''  On  sait  que,  souaiise  a  Paction  de  la  clialeur,  une  emul 
au  gelalinohromure  au<j;"mente  enormeiuent  de  sensibilite  poui 
rayons  tres  refrangibles,  moins  pour  les  rayons  jaunes  et  rou 
les  varlatious  de  concentratioii  des  sels  et  de  la  gelatine  ayan 
meme  intluence,  mutalis  mutandis,  que  daus  rcnuilsion  d':Vbi 
Ce  rapprochementm'a  portc  a  croire  qu'il  s'ai;lt,  dans  les  deux 
de  la  Manifestation,  diflerente  seulement  au  j)oint  de  ^  ue  qua 
tatif,  d'une  meine  propriete  du  l>romure  d'ari;ent. 

Cest  ee  que  Fexperlence  a  conlirme.  Vn  precipite  de  bron 
obtenu  dans  des  conditions  convenables  soll  dans  ralcool,  soit  c 
Tcau,  la\e  et  chaufle  quelques  nvinutes  sous  Teau  soit  pure,  s 
ce  qui  est  plus  avantageux,  additionnee  d'un  peu  d'azolate  d'arg 
donne,  apres  emulsification  dans  la  gelaline  et  nouvelle  actior 
la  clialeur,  des  plaques  plus  sensibles  aux  rayons  infra-rouges 
Celles  d'Abney.  Apres  5  minutes  d'exposition  au  spectre  des  lauf 
Nernst,  incomparablement  moins  riebe  en  rayons  caloriliques 
celui  du  Soleil  dont  s'est  servi  Almey,  on  obtient  une  impres 
qui  decrojt  regulierement  depuis  le  bleti  jusqu'fi  i  ^,  /[  sans  prese: 
les  brusques  variations  des  plaques  traitees  aux  colorants.  La  c 
leur  caraeteristique  bleue  de  Temulsion  d'Abney  (observee 
transparenee)  apparatt  ici  immediatement  et  a  froid.  Je  donii 
aillenrs  les  details  techniques. 


V. 

SÜR 

'OEIGINE  DES  SPECTRES  EN  SERIES. 


'?xjDtes  rendiis  des  seances  de  l'Academie  des  Sciences  de  Par^is, 
t.  GXLIV,  p.  634-636.  Seance  du   i8  mars   1907. 


la  saitque  les  Ireqiicnces  v  du  speclre  ordinalre  de  Pliydroi^ene 
Lx.x  spectre  nonveau  decouverL  par  Pickerini;-  dans  cerlaines 
[es   sont  donnees  Ires  exactement  par  les  formules 


=  ""{1-^^)'  ''  =  Vi-r-^V  ^--^'--^'-^^ 


ni 

2 

vT  est  iine  constanle.  De  Leis  sjsLemes  de  vil)ralions  diinireul 
iT-tiellemcnt  de  tous  ceux  qiil  noiis  coiiuaissons  par  Fexisteiice 
x<3  limite  des  frequences  pour /?i  =  00,  et  par  ral)scnce  du  terme 
V-  provenant  de  racceleration.  Les  memes  anomalles  se  re- 
i^^ent  dans  les  autres  speclres  etiidies  par  Rydberg,  Kayser  et 
Ige. 

^oici  comment  011  |)eut  concevoir  pliysiqiieineat  un  Systeme 
iTLant  im  tel  eiisemble  de  vibrations. 

oientA,  B  deux  poinls  (ixes  relies  par  des  lils  inextensibles 
5  KC  au  point  C,  milieu  de  la  droite  AB.  Iniprimons  a  ces  fils 
ro.oiivement  de  rotation  uniforme  de  vitesse  angulaire  o>  autoiir 
'axe  AB,  la  rotation  du  ül  AC  pouvant  d'ailleurs  etre  de  meme 


coYncidant  avec  AB,  considerons  le  fil  AC,  et  soit  [jl  sa  masse  par 
iiiiite  de  longueur,  T^  sa  tension,  cp  la  distaiice  necessairemeiiL 
petite  d'nn  element  da  fil  a  Taxe;  la  force  centrifüi>e  de  ceL  e\e- 
menl  sevsi  (x>'^.z)dx,  et  le  fil  aura  la  forme  d'une  sinusoi'de  plane 
donnee  par  requatioii 


(/??,/?.  =  r,  2,  3,  .  . .). 

Par  consequent,  le  polnt  C  sera  soumis  a  uiie  force  parallele  a 
I'axe  et  egale  au  signe  pres  a  T^  —  T^,  c'esl-a-dire  a 


\)\ 


(n,m  =1,9.,  3,  ...) 


qiii  tendra  a  l'eloigner  de  sa  positlon. 

D'aiUre  pari,  considerons  un  corpuscule  mobile  de  masse  M  et 
de  Charge  e  dans  im  champ  magnedque  H  parallele  a  Faxe  des  x, 
et  soient  u^  p,  iv  les  composantes  de  son  deplacement  siippose  tres 
petit.  La  resiiltante  X  des  aiitres  forces  sera  supposee  nulle  ou 
parallele  a  H.  On  aura  alors 

d-  n  _^  d'~v  __  €  H  dix'  d-  cp  _       e\\  dv 

~dF  """  ^  '  dt-   ~  ~  ~dt  '  ~dF  ~~         c"  dt 

(c  =  vitesse  de  la  himiere). 

La  projection  du  mouvement  sur  un  plan  perpendiculaire  a  Taxe 
est  donc  un  cercle,   et  le  temps  de  revolution  T,   ou  plutöt  la  fre- 

2  7:  ,  , 

quence  {>■=:  —  ,  sera  donnee  par 

-4-     -lli 

On  se  trouve  donc  ici  dans  le  cas  tres  exceptionnel,  comme  l'a 
remarqu(^  Lord  Rayleigh  ('),  ou  ce  n'est  pas  le  carre  de  r,  mais 
cette  quantite  elle-meme  qui  s'exprime  le  plus  simplement. 

(^)  Phil.  Mag,,  5"  setvie,  t.  XLIV,  1897,  P-  *^'^^^- 


Supposons  maiiuenant  que  les  fils  AC,  AB  fassenl  parlie  d-uii 
Systeme  eleclrique  anime  du  meine  mouvement  de  rotation,  les 
poinls  A,  B  etant  fixes.  Soiis  rintluence  de  la  force  1\  — Tjfj,  le 
pointC  tendra  a  se  deplacer  suivant  AB,  et  Ton  peutadmetlre  qu'il 
en  resLiltc  im  ehangemeiit  dans  la  distribtitioii  des  cliarges  elec- 
triqiies,  Line  sorle  de  polarisation  proportiomielle  ä  ce  deplacement 
et  qiii  s'y  oppose;  le  deplacement  restera  trcs  petit  et  la  polarisa- 
tion sera  proportiomielle  a  T^  —  T^,  La  rotation  du  Systeme  pro- 
diiira  d'ailleurs  un  champ  magnetique  qui  sera  egalement  parallele 
a  AB  et  proporiionnel  a  1\^  —  T,{. 

D'a[)res  ce  qui  vient  d'etre  dlt,  un  corpuscule  place  dans  ce 
champ  emettra  une  vihration  circulaire  dont  la  frequence  sera  pro- 
portiomielle a  1\  —  ,j,  et  l'on  aura 


(■>-)      ^t— N(-i 


1 


I 

2 


{n,  m  =  I,  2,  3,  ...), 


IN  etant  une  constante.  Poiir  /?.  =  2 ,  m  =  '2^  3,  4  öu  m  =  2^ 
n  =  !>.,  3,  4?  011  obtient  les  formules  (i) ;  ä  m  =  i  et  aux  autres 
valeurs  de  n  correspondent  des  lignes  sitiiees  en  dehors  de  la  partie 
connue  du  spectre^  mais  dont  l'existence  est  rendue  probable  par 
l'analogie  des  autres  spectres  (*). 

i  cJiacandes  etats  d^equiUbre  dynamique^  en  aoinhre  iafini^ 
de  ce  Systeme  toarhillonnant  correspond  luie  Vibration  emise 
par  le  corpuscule  et  Vensemhle  de  ces  vibrations  reproduit 
excicternent  le  spectre  de  C hydrogene. 

II  est  d'ailleurs  ^»vident  qu'on  peut  etablir  de  beaiicoap  de  nia- 
nieres  la  proportionnalite  entre  la  force  T^  — T^  etla  force  magne- 
tique parallele  H. 

En  particuHer,  remplacons  C  par  une  spliere  cliargee,  de  petites 
dimensions,  et  supposons  qu'enAetBles  lils  s'attachent  ä  deux 
spheres  d'unrayoncomparabl'e  a  /,  d'ailleurs  identiques,  et  portant 
des  cliarges  de  meme  signe  que  C;  enfin  la  rotation  de  la  spliere  A 
et  du  lil  AC  sera  de  signe  oppose  a  celle  de  B  et  BC.  Si,  au  contact 


(')  Rydberg,  Eapports  presentes  au  Congres  de  Physique,  t.  II,  Paris,  1900, 
p.  3 12.  —  \V.  Ritz,  Annalen  der  Physik,  t.XII,  iqoS,  p.  26/, ;  Inaag.  /)ws.  Auszug. 
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du  fil  et  de  la  spliere,  il  n'existe  pas  de  forces  tangentes  a  lasiir 
de  cette  derniere  (comme  c'est  le  cas  pour  les  fluides),  on  : 

pour  le  fil  la  condition  -~-  =  o ;  si,  au  contraire,  le  fil  est  fixe,  • 

o  rr=  o.  11  existera  des  lors  eii  tout  poiiit  de  AB  une  force  electrl 
et  une  force  magiietique  paralleles  ä  cette  droite,  et  iiulles  en 
milieu;  dans  le  voisinage  de  ce  point,  elles  seront  proportionn{ 
l'une  ä  l'autre,  ainsi  qu'a  la  distance  ä  ce  point.  En  ecrivant  I'ec 
llon  d'equilibre,  on  voit  que  C  sera  amene  dans  un  cliamp  mai 

tique  proportionnel  ä  T^  —  T,j;  si  enfin  ^=  o  en  C,  cette  spi 

ne  sera  soumise  perpendlculairement  u  l'axe  AB  qu'a  ractior 
la  force  magnetique  etexecutera  Pensemble  des  vibrations  de  1 
drogene,  les  constanLes  etant  convenablement  cholsies. 

En  admettant  que  ce  meme  Systeme  fasse  partle  d'un  ensen 
de  structure  plus  complexe  qui  exerce  des  forces  sur  lui,  on  obt 
d'autres  spectres  en  series;  en  particulier,  on  est  conduit  aux 
mules  que  j'avais  obtenues(^)  par  une  voie  differente  et  qui  rej 
sentent  avec  une  grande  exactitude  les  donnees  de  l'experienc 
l'ensemble  des  lois  de  Rydberg. 

(1)   \V.  HlTZ,  loc.  clt. 


VI. 

SLR 

L'ORIGINE  DES  SPECTRES  EN  SERIES. 


Comples  rendus  des  scances  de  rAcademie  des  Sciences  de  PariSj 
t.   CXL\\  p.    178-180.  Scance  du   16  juillet  1907. 


Dans  une  precedente  Communication  (')  j'ai  chcrchc  a  former 
un  sj^sleaie  emeUant  rensemble  des  vil3rations  de  riijdrogciie 
en  partant  de  Pliypolliüse  d'uu  electron  P  soumis  uniqiierneiit  a 
Faction  d'uu  cliamp  inai^iietique  H.  La  frequence  c  de  la  vihralioii 
circulaire  qiii  en  resalle  est  egale  au  produit  de  H  par  un  facteur 
unlversel  K,  Conscrvanl  ccLte  hvpotliese,  "on  obtienL  un  resultat 
plus  simple  et  plus  confomie  aux  idees  actiiellemenl  admises  en 
attribuant  ce  cliamp  H  a  un  aimant  rectiligne  dans  le  prolongement 
duquel  serait  situe  le  polnt  V,  Soient  /•^  et  7*2  les  distances  de  ses 
pules  a  P  et  zb  u  leurs  charges  magnetiques,  on  aura 

Celle  formale  est  idenlique  avec  celle  de  Bahn  er 

'•  =  ^'(i-i)     ("'  =  3,  .1,5,...) 

si  l'on  admet  que  l'aimanL  rectiligne  est  compose  de;?-!  —  2  almants 
egaux  entre-eux,  de  longueur  a^  poses  bout  a  beut,  et  qu'il  est  se- 


paie  de  P  par  deux  (-)  segments  lineaires  de  meine  loni^ueur, 
noii  alinaiilcs.   On  a  alors 

7>f  =  •>  a ,         ;\2  =  2  a  -r-  ( in  —  2 )  a  =  ina ,  iN  ==  —7- • 

Dans  les  diverses  molecules  d'iuie  inasse  (l'[iydroi>'enc  rei; 
lumiiiease  011  devra  trouver  toiUes  Jes  modi/icalions  corrcspon» 
a  1 ,  2,  3,  . . .  aimants  elemenlaires,  celle  qiii  corresj>oiid  a  n  aiiu 
etant  d'autant  moins  frequente  que  n  est  plus  i»rand.  Celle  coik 
tion  ne  se  Iieurte  a  aiicune  dlfticulte  si  l'on  considere  Tat 
d'hydrogene  comme  fort  complexe  et  si  l'ou  reniarque  que 
Corps  de  revolution,  en  rotation  autour  de  sou  axe,  peut,  par 
distribution  convenable  de  sa  cliarge  eieclrique,  devenir  (k[aiva 
a  un  aimaiit  lineaire. 

Si  le  preinier  aimant  a  Ja  longueur  -:»  011  oblieiidra  Ja  foni 
de  Piclieriiig,  poiir  les  raies  de  rhjdrogene  dans  TcUoile  X^  Poi 

S'il  a  la  longiieur  a  et  si  i\  est  quelconquc,  011  aura  la  fori] 
generale  de  Rjdberg  pour  les  series  spectrales 

ou  N  est  ime  constanie  universelle  si  a  est  universel  (comm< 
Fadmet  pour  les  electrons).  Les  trois  (juanllles  V,  |i,  N  soiU 
dependantes  de  m. 

Enfin,  silalongueur  dudeuxieme,  Iroisieme,  .  ,  .  ainiant  dii 
egalement  de  a^  mais  en  s'en  rapprocliant  a  niesure  que  ni  t 
mente,  on  aura  iine  representation  exacte  des  resultats  de  1 
perience.  En  particulier,  si  Ton  suppose  que,'  c,  c'  et  ß  etant 
constantes,  on  a 

/\,  =  /yi  -H  ö  H , 

r| 
on  obtient  la  formule 

,  _  .        N 

et  j'ai  monlre(')  que  celle  forniule  representc  les  series  spectr 


(M  W.  Ritz,  Annalen  der  Physik,  t.  XII,  iyo3,  p.  2^;  Inaug.  Diss.  Aui 


VI.    —    SUR    l'oRIGINE   des   SPECTRES    EN    SERIE.  97 

avec  une  tres  grande  precision,  tout  en  contenant  moins  de  cons- 
tantes  arbitraires  que  celle  de  Kayser  et  Runge. 

Lorsque,  maintenant  invariable  la  longuciir  et  la  position  des 
autres  aimants,  on  change  la  longueur  du  premier,  on  obtient  une 
nouvelle  serie  de  lignes  presentant  avec  la  precedente  des  diffe- 
rences  constantes  de  longueur  d'onde.  G'est  un  phenomene  gene- 
ralement  observe  dans  les  spectres  de  lignes. 

Si,  au  contraire,  conservant  la  position  du  premier  pole,  c'est- 
ä-dire  la  quantite  ^^ ,  on  modifie  encore  la  longueur  du  premier 
aimant,  on  obtient  une  serie  de  doubles  lignes  convergeant  vers  la 
meme  limite.  Ce  cas  est  realise  dans  les  s^ries  principales  et  les 
satellites  des  series  secondaires. 

Comme  r^  >  /N,  et  que  le  nombre  m  des  aimants  est  au  moins 
egal  ä  un,  les  lignes  (en  general  infrarouges)  cozTespondant  ä 
m  =  0  ou  a  des  valeurs  negatives  de  v  ne  serontpas  observees.  Le 
premier  cas  se  presente  efFectivement  pour  les  premieres  series 
secondaires  de  He,  Cd,  Zn,  Hg,  Tl,  ou  les  observations  ont  pu  etre 
faites. 


VII. 
MAGNETISCHE  ATOMFELDER  UND   SERIENSPEKTREN. 


Annalen  der  Physik,  Vierte  Folge.  Band  25,   1908,  p.  660-696. 


Bekanntlich  beziehen  sich  alle  bis  jetzt  in  den  Linienspektren 
gefundenen,  einfachen  Gesetze,  wie  die  Balmersche  Formel,  das 
Gesetz  der  konstanten  Differenzen  usw.,  auf  die  Schwingungs- 
zahlen, und  nicht  auf  deren  Quadrate.  Es  liegt  hierin  für  die  Er- 
klärung dieser  Spektren  eine  besondere  Schwierigkeit,  auf  die 
Lord  Rayleigh  (^)  aufmerksam  gemacht  hat:  wenn  ein  mecha- 
nisches oder  akustisches  System  kleine  Schwingungen  ausführt, 
so  dass  die  Zeit  nur  in  der  Foi^in  eines  Faktors  sin  v  [t  —  t^^)  in  die 
Lösung  eingeht,  so  wird  durch  Bildung  der  Akzeleration,  d.h.  durch 
zweimalige  Differentiation  nach  ^,  der  Faktor  v-  eingeführt;  die 
Gleichung,  welche  die  Schwingungszahl  v  bestimmt,  wird  also  das 
Quadrat  von  v  enthalten,  und  es  gelingt  nur  in  Ausnahmefällen, 
die  Schwingungszahlen  selbst  einfach  auszudrücken  (-).  Lord  Ray- 
leigh schliesst  hieraus,  dass  es  sich  bei- den  Spektren  vielleicht  um 
rein  kinematische  Beziehungen  handle,  in  welche  die  Akzeleration 
nicht  eingehe.  Wie  man  sich  diese  zu  denken  hätte,  und  in  welcher 
Weise  man  diese  Annahme  mit  der  Theorie  der  Dispersion,  des 
Zeemanefiektes  usw.,  bei  welchen  die  Trägheitsreaktion  eine  we- 
sentliche Rolle  spielt,  in  Einklang  bringen  könnte,  ist  allerdings 

(1)  Lonl  Havlkigh,  Phil.  Mag.,  5"  sci-ie,  L.  XLIV,  1:^97,  p.  356. 

(2)  Verfasser  hat  einige  solclie,  dea  SpekLralgeselzen  entsprechende  Fälle  imtcr- 
suchL  (CEuvres,  I,  p.  i ;  Ann.  d,  Phys.,  t.  XII,  igoS,  p.  2G4;  Inaug.  Diss.  Auszug). 
Die  KomplikaLioQ  der  liierbei  nöLigen  Annalirnen,  für  die  sich  eine  bcfricdiiJicnde 
physikalische   Deutung   nicht  hat  linden  lassen,   nötigt  wohl,  die  dort  gegebene 
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kaum  einzusehen.  Der  Scliluss,  dass  zwischen  den  für  den  Zustand 
massgebenden  Gi-^össen  nur  Di flerentialgleichungen  erster  Ordnung- 
in bezug  auf  die  Zeit  bestehen,  lässt  sich  aber  in  anderer  Weise 
aufrecht  erhalten  :  man  liat  nur  anzunehmen,  dass  jene  Grössen 
Geschwindigkeiten  sind,  oder  anders  ausgedrückt,  dass  die  wir- 
kenden Kräfte  nicht,  wie  gewohnhch,  von  der  Lage  der  feile  des 
Systems,  sondern  von  deren  Geschwindigkeiten  abhängdjn.  Dies 
ist  bei  7nagnetischen  Kräften  allgemein  der  Fall,  und  die  An- 
nahme intensiver  magnetischer  Atomfelder  dürfte,  auf  Grund  der 
im  Gebiet  des  Magnetismus  vorliegenden  Tatsachen,  kaum  zu  um- 
gehen sein(*).  Durch  diese  Ueberlegung  wird  also  die  Hypothese 
nahegelegt,  dass  die  Scfuvingungen  der  Serienspektren  durch 
rein  magnetische  Kräfte  erzeugt  werden,  und  es  soll  im  folgen- 
den gezeigt  w^erden,  dass  diese  Annahme  in  einfacher  Weise  zum 
Verständnis  der  Gesetze  der  Serienspektren  und  der  anormalen 
Zeemaneffekte  führt. 

Es  sei  e  die  Ladung,  m  die  Masse  eines  elektrischen  Teilchens; 
befindet  sich  dasselbe  in  einem  magnetischen  Feld  H  parallel  zur 
Z-Achse,  so  ist 


Br, 


wo  A,  B,  5o,  ^0  willkürliche  Konstanten  bedeuten.  Die  Bewegung 
ist  also,  wie  bekannt,  helikoidal  ;  sie  zerfällt  in  eine  gleichförmige 
Translation  parallel  H,  und  eine  zirkuläre  Schwingung  in  einer 
Ebene  senkrecht  zu  H,  deren  Schwingungszahl  proportional  istH. 
Ist  das  Feld  nicht  homogen,  so  muss  dafür  gesorgt  werden,  dass 
X,  y,  z  —  So  sehr  klein  bleiben.  Dies  wird  der  Fall  sein,  wenn  A 
klein  ist,  und  die  elektrische  Ladung  an  eine  Ebene  (oder  ein  Flä- 
chenelement) senkrecht  zu  H  gebunden  ist;  oder  auch  wenn  quasi- 
elastische Kräfte  der  Form  —k-x,  —k-y,  —k-z,  die  sehr  klein 

o-effen— ^1  —  *^^sind,   eino-eführt  werden,   und  schwache  Er- 

^  ^         c    dt       c    dt  '  ^ 


d'T        eil  dy 

''  dt^   -     c      dt' 

d^y            eH  dx 
'"•  df^  -        c     dt' 

d^z 

"'  df^ 

4    .    <^H, 

=  Asin {t-^t^) 

y=^^^^;,iC^^            '^O)' 

z  = 

(^)  Vgl.  insbesondere  P.  Weiss,  Üliypothese  du  champ  moleculaire  et  la 
proprlete  ferroniagnetique  [Dali.  Soc.  fraiic.  de  Physique,  1907;  Comptes 
rendus,  t.  143,  1906,  p.  ii36;  t.  145,  9  et  3o  decembre.  1907). 


regung  vorausgesetzt  wird.  Ist  für  die  in  Betracht  kommende  Be- 
wegung das  Feld  nur  unvollkommen  homogen,  so  resultiert  eine 
Verbreiterung  der  der  Schwingungszahl  y  =  ell/mc  entsprechen- 
den Spektrallinie. 

Die  nächstliegendste  Annahme,  die  man  über  den  Ursprung-  des 
Feldes  H  machen  kann,  ist  wohl,  es  einem  Molekularmagneten  zu- 
zuschreiben: diese  Gebilde  spielen  ja  in  der  Theorie  des  Magne- 
tismus eine  wesentliche  Rolle.  Sei  dz  [jl  die  Polstärke,  /  die  Lange 
des  Magneten;  der  Symmetrie  halber  liege  die  Ladung  e  auf  der 
Verlängerung  desselben,  im  Abstand  r  vom  nächsten  Pol.   Dann  ist 


mithin  die  Schwingiingszahl 

(I)  ±v=iüri- i 1. 

Vergleicht  man  diese  Formel  mit  der  Balmersclien  (N==  univers. 
Konstante ) 

(^)  ^^  =  ^(i-;ri)'      -  =  3,4,5,..., 

mit  der  Rydbergschen  Serienformel 

(3)  v  =  Nr-l-_J-_l, 
und  den  von  mir  {loc.  cit.)  gegebenen 

(4)  v  =  N. 


und 

(5) 


A  =  N/a2=:  Grenze  der  Schwingungszahlen 


so  springt  die  Analogie  sofort  ins  Auge,  und  ist  um  so  bemerkens- 
werter, als  die  Gesetze  der  Spektralschwingungen  ja  so  gänzlich 
von  allem  sonst  Bekannten  abweichen.  Verfolgt  man  also  genauer 
den  hiermit  möglich  gemachten  Schluss  von  den  Serienspektren 


auf  die  ElementarmagneLe,  so  wird  man  mit  einigem  Grund  hoßen 
können,  dadurch  einen  Einblick  in  Molekularkräfte  und  -struktur 
zu  gewinnen.  Allerdings  kann  die  Zukunft  erst  entscheiden,  ob  das 
Bild  ein  allseitig  zweckmässiges  ist. 

Die  Balmersche  Formel  sagt  nun  aus,  dass  die  Länge  l  des 
Magneten  ein  Vielfaches  einer  bestimmten  Länge  sei,  d.  h.  dass 
man  jedes,  den  Linien  des  Wasserstoffs  entsprechende  Magnetfeld 
dadurch  erhält,  dass  man  eine  Anzahl  n  untereinander  identischer 
Magnete  von  der  Längen  Pol  an  Pol  fügt,  so  dass  Z=  ns  ist.  Eine 
einfachere  Anordnung  der  ElementariAagnete  als  die  hiermit  ge- 
forderte ist  wohl  kaum  denkbar.  Der  Abstand  r  bleibt  hierbei  kon- 
stant; setzt  man  ihn  gleich  as^  so  folgt 


(6)        v  =  JiiLri,__^_^i, 


Die  Sciuv lag iings zahlen  nähern  sich  also  einer  Grenze  für 
n=ico,  und  bei  der  EnHvickelang  nach  Potenzen  von  ijn 
ist  der  Koeffizient  ^^on  i/n-  unwerselly  falls  die  Elementar- 
magnete  und  e/nic  bei  allen  Elementen  dieselbe?!  sind. 

Dass  der  Koeffizient  von  i/n-  universell  sei,  ist  von  Rydberg 
ausgesprochen  worden;  der  Beweis  dafür  war  erst  auf  Grund  der 
sich  der  Erfahrung  sehr  genau  anschliessenden  Formeln  (4)  und 
(5)  möglich  [vgl.  Inaug.-Diss.  des  Verf.  (loc.  cit.). 

Die  Hypothese  der  magnetischen  Atomfelder  führt  also  ohne 
Schwierigkeit  zur  Erklärung  der  Grenze  der  Schwingungszahlen, 
w^elche  bekanntlich  die  Serienschwingungen  so  scharf  gegen  alle 
aus  andern  Gebieten  der  Physik  bekannte  Schwangungen  abschei- 
det. In  der  Nähe  der  Grenze  rührt  das  Feld  nur  noch  vom  ersten 
Pol  her. 

Soll  endlich  (6)  mit  der  Balmerschen  Formel  (2)  identisch 
werden,  so  hat  man  dennoch  willkürlichen  Ab  stände;  .9  der  Ladung 
e  zum  nächsten  Pol  gleich  der  doppelten  Länge  eines  Elementar- 
magneten zu  nehmen,  also  a  =  a  zu  setzen (^).  Diese  einfache  Be- 
ziehung besteht  jedoch  nur  bei  Wasserstoff  und  deutet  auf  einen 
besonders  einfachen  Aufbau  des  WasserstofFatoms  aus  denselben 
Korpuskeln,  die  die  Elementarmagnete  bilden. 


(0  Über  diese  Zahl  1  vgl.  unten  p.  io5. 


Die  grosse  Genauigkeit  der  Balmersclien  Formel  erfordert, 
das  Coiilombsche  Gesetz  des  reziproken  Quadrates  der  En 
nung  auch  in  Molekularentfernungen  noch  strengste  Gültig 
habe. 

Superponiert  sich  zu  diesem  von  ii  abhängigen  Magnetfelc 
ein  anderes  H,  so  ergibt  sich  eine  neue  Reihe  von  Linien.  Ist 
ein  Flächenelement  senkrecht  zu  H^i  gebunden,  wie  oben  anger 
men  wurde,  so  sind  die  7,2  derselben  gegen  die  vorigen  um  die  . 
staute  Grösse  {ejmc)  H  cos  (<^  HH,^)  verschoben.  Liegen  dag 
schv^^ache  elastische  Reaktionen  vor,  so  gilt  dies  nur,  falls  H  p: 
lelH,/  ist.  Es  ist  daher  nach  diesen  Vorstellungen  zu  erwarten, 
Systeuie  konstanter  Schwingungsdifferenzen  besonders  hä 
angetroffen  ^Verden  :  dies  entspricht  dem  Gesetz  der  konsta 
Differenzen,  welches  bekanntlich  auch  bei  Spektren  giU,  inwel« 
Serien  bis  jetzt  nicht  gefunden  woi^den  sind. 

Gibt  man  dem  ersten  Elementarmagneten  eine  von  s  abweiche 
Länge  ^-j-£^  und  variiert  in  geeigneter  Weise  die  Entferi 
r  =  as^  so  resultiert  die  allgemeine  Rydbergsche  Serlenfo 
(3),  wobei  /i  =  1,  2,  3...  und  ^  =  a  +  £. 

Lässtman  die  Entfernung  von  der  elektrischen  Ladung  zum  e] 
Pol  unverändert,  und  variiert  die  Länge  des  ersten  Magneter 
erhält  man  eine  neue  Serie  von  Linien,  die  mit  der  ersten 
gemeinsame  Grenze  haben.  Dies  ist  bekanntlich  der  Fall  bei 
beiden  Nebenserien  und  bei  den  Doubletts  oder  Triplelts 
Hauptserien. 

Die  Anzahl  der  Magnete  muss  natürlich  ^i   sein.    Legt 
der  willkürlichen  Zahl  n  der  Rydbergschen  Formel  eine  ab 
gende  Reihe  von  Werten  /2,  /z  —  i ,  ...  bei,  und  erhält  man  I3 
einen   negativen   Wert    der  Schv^ingungszahl ,  so  wird  dii 
Wert  keine  Linie  der  Serie  entsprechen.    Aber  selbst  bei  ei 
positiven  "Werte  kann,  falls  s  >  o  ist,  die  Zahl  der  Magnete 
sein,  so  dass  an  der  berechneten  Stelle  keine  Linie  liegt.    D 
ist  ein  sehr  merkwürdiges  Resultat  der  neueren  Beobachtu 
erklärt :  die  Linien  der  ersten  Nebenserie,  welche  der  Linie  n 
der  Balmerschen  Formel  entsprechen  (für  welche  sich  v  = 
gibt),  fallen  bei  den  Elementen  He,  Cd,  Zn,  Hg,  Tl  in  das  bis 
durchforschte  Gebiet  und  können  auf  Grund  der  Formel  (4 
nau  berechnet  w^erden.   Statt  in  dieser  Gegend  der  Spektren  Li 


VII.    —    MAGNETISCHE   ATOMFELDER    UND   SERIENSPEKTRKN.  lo3 

von  besonderer  Intensität  zu  finden,  wie  zu  erwarten  war,  haben 
Runge  und  Paschen  bei  He  ('),  Hermann  {'^)  bei  Cd,  Zn,  Hg, 
Kayser  und  Runge  bei  Tl  überhaupt  keine  Linien  wahrgenom- 
men. Besonders  auffallend  ist  das  Beispiel  von  Tl,  für  welches  die 
Linie  sehr  genau  berechnet  werden  kann  [(4)  reduziert  sich  hier 
auf  (3)  sehr  annähernd]  zu  A  =  5417,0.  Sie  sollte  also  in  der  Nähe 
der  grünen  Thalliumlinie  535 1  liegen,  welche  der  zweiten  Neben- 
serie angehört,  und  sie  bei  Anwendung  des  elektrischen  Bogens  an 
Intensität  übertreffen.  Aber  selbst  wenn  diese  blendend  auftrat, 
konnte  Verfasser  keine  Spur  der  gesuchten  Linie  wahrnehmen. 
Die  Hypothese  einer  ungewöhnlich  vollständigen  Selbstumkehr  der 
Linie  (wofür  Beispiele  vorliegen)  wurde  dadurch  geprüft,  dass 
hinter  den  Bogen  oder  die  Flamme  eine  Nernstlampe  gestellt 
wurde;  auf  diesem  kontinuierlichen  Hintergrund  hätte  sich  nun 
die  Linie  dunkel  ablieben  müssen,  was  nicht  der  Fall  war. 

Gellen  wir  zur  Literpretation  der  die  Beobachtungen  in  den 
meisten  Fällen  selir  genau  darstellenden  Formel  (4)  über,  so  be- 
sagt dieselbe,  dass  bei  andern  Elementen  als  Wasserstoff  nicht  nur 
der  Abstand  der  schwingenden  Ladung  e  zum  nächsten  Pol  von 
Serie  zu  Serie  variieren  kann,  sondern  dass  auch  der  Abstand  des 
zweiten  Poles  von  e  (und  vom  ersten)  kein  einfach  additives  Gesetz 
befolgt.  Die  Abweichung  nimmt  jedoch  ab,  wenn  der  Abstand  von 
e  (die  Zahl  n)  zunimmt;  sie  ist  proportional  A  — v,  d.h.  dem 
reziproken  Quadrat  der  Entfernung  von  e.  Diese  Wechselwirkung 
zv^^ischeii  Atom  und  Pol,  die  besonders  bei  höheren  Atomgewichten 
sich  fühlbar  macht,  muss  aber  ihrer  Form  nach  als  unsicher  gelten, 
ja  selbst  der  Schluss,  dass  das  Feld  stets  von  eüieni  Linearmag- 
neten und  nur  einem  herrühre,  kann  aus  der  Erfahrung  nicht  mit 
Sicherheit  gezogen  werden,  da  (4)  niancherlei  Transformationen 
und  Entwickelungen  zulässt,  so  z.  B.  die  Reihenentwickelungen 


(7) 
(B) 


= 

A- 

-H 

B 

-\- 

G 

A- 

N 

H- 

c 

(/. 

4- 

ay^ 

{fi-^a.y 

(^)  C.  Runge  und  F.  Paschen,  Astrophys.  Joum.,  Janv.  1896,  p.  16. 
(2)  H.  Hermann,  Inaug.-Diss.,  Tübingen  1904. 


aus  welchen  man  schliessen  würde,  dass  unter  der  Einwirkung 
Atoms  die  V^erteilung  des  Magnetismus  eine  andere  geworden 
Die  Serie  (7)  unterscheidet  sich  von  den  Formeln  von  Kaj 
und  Runge,  Runge  und  Paschen  dadurch,  dass  der  zw« 
Koeffizient  nicht  veränderlich,  sondern  universell  ist.  Bei  gleic] 
Zahl  willkürlicher  Konstan  ten  ist  diese  Formel  den  eben  genann 
entschieden  überlegen;  zu  einer  ersten  Berechnung  einer  Serie 
sie  anderseits  viel  geeigneter  als  (4)*  für  die  Grenze  A  ergibt  s 
überdies  fast  derselbe  Wert  wie  aus  (4).  Für  die  definitive  D 
Stellung  und  die  Extrapolation  ist  letztere  Formel  allerdings  v 
zuziehen.  Dieselbe  besitzt  auch  [wie  (8)]  den  Vorzug,  dass  ( 
niederste  Wert  der  Ordnungszahl,  für  den  noch  eine  Linie  zu 
warten  ist,  und  der  durch  die  Analogie  der  Spekti^en  zwar  häuJ 
aber  nicht  immer  apr/orj  festgestellt  werden  kann,  nicht  bestim 
zu  werden  braucht:  Erhöhung  von  n  um  eine  Einheit  kann  dui 
Verkleinerung  von  a  aufgehoben  werden. 

Es  wird  unten  gezeigt  werden,  dass  Längenänderungen  der  E 
mentarmagnete  durchaus  nicht  mit  Längenänderungen  der  Korp 
kein  verbunden  zu  sein  brauchen,  für  die  sie  das  abgekürzte  Sy 
hol  bilden.  Auch  lässt  sich,  durch  Einführung  zweier  Magnete 
Stelle  des  einen,  das  einfache  additive  Gesetz  der  Verbindung  ( 
Magnete  aufrecht  erhalten.  Solange  aber  neue  numerische  Bez 
hungen  sich  aus  solchen  Spekulationen  nicht  ergeben,  scheint 
mir  richtiger,  mich  auf  die  Betrachtung  des  allgemeinen  Charakt 
der  Seriengesetze  zu  beschränken. 

Bei  Wasserstoff  war  der  Abstand  auch  des  ersten  Poles  vo 
durch  dieselben  Korpuskeln  bestimmt,  wie  der  des  zweiten,  n 
es  ist  daher  plausibel,  dass  die  Lage  des  ersten  Poles  durch  e 
ähnlich  gebaute  Formel  sich  darstellen  lässt  als  Funktion  der  i1 
zahl  dieser  Korpuskeln,  wde  die  Lage  des  zweiten  Poles,  d.  h.  d 
die  Atomkräfte  auf  beide  einen  ähnlichen  Einfluss  haben.  Dai 
erhalten  wir  die  Interpretation  des  Satzes  von  Rydberg,  d 
Hauptserie  und  zweite  Nebenserie  durch  die  zwei  Formeln  gegel 
seien : 

V  =  N    ; —  — 7p--        (Hauptserie), 

^  71=1,2,3,... 

V  =  N 5-~  —  - — (2.  JNebenserie), 


und  die  Riclitigkeit  der  damit  ausgesprochenen  Beziehungen  zwi- 
schen den  zwei  Serien  hat  sich  auf  Grund  der  genaueren  Formeln 
bestätigt  (^ ).  Ob  aber  in  diesen  Formeln  statt  i  auch  eine  willkür- 
liche ganze  Zahl  m  gesetzt  werden  darf,  wie  Rydberg  annimmt, 
so  dass  noch  eine  unbegrenzte  Reihe  neuer  Serien  im  Infrarot  zu 
erwarten  wäre,  ist  bisher  unentschieden;  die  Zahl  2  der  Balmer- 
schen  Formel  kann  ebensogut  durch  den  Bau  des  Atoms  aus  den 
bespi^ochenen  Korpuskeln  bedingt  sein,  wie  sie  auch  als  Spezialfall 
einer  willkürlichen  ganzen  Zahl  aufgefasst  werden  kann:  denn  für 
3,  4 5  5  .  .  .  an  Stelle  von  2  erhält  man  voraussichtlich  wesentlich 
schwächere  Linien,  die  im  Infrarot  liegen,  während  für  i  sich 
Schumannsche  Strahlen  ergeben.  Allei^dings  entspricht  der  Formel 


'  =  N  (  I— ~ 


eine  der  intensivsten  Linien  des  von  Ljman  (-)  neuerdings 
ausgemessenen ,  extrem  -  ultravioletten  Wasserstoffspektrums : 
Ij,^^  =  i2i5, 3 ;  }v|jco,,=  1216,0  (in  der  vorläufigen  Mitteikmg 
)v=i:  I2i5,6).  Die  nächste  Linie  der  Serie  X  =  1025,7  liegt  an  der 
Grenze  des  beobachteten  Bereichs;  die  letzte  von  Lyman  wahr- 
genommene Linie  ist  io33,  so  dass  i025,  wenn  überhaupt  vor- 
handen, nicht  intensiv  sein  kann.  Die  Zuordnung  bleibt  daher  un- 
sicher. Ebensowenig  verlangt  die  vorgetragene  Theorie,  dass  jeder 
Nebenserie  eine  Hauptserie  entspreche. 

Es  entsteht  nun  die  Frage,  ob  sich  dieses  Schema  der  Linear- 
magnete nicht  etwa  in  Widerspruch  befindet  zur  Elektronentheorie, 
welche  den  Magnetismus  aus  der  Bewegung  der  Elektronen  abzu- 
leiten sucht,  und  von  der  Hypothese  magnetischer  Massen  absieht. 
Hierbei  kommen  vor  allem  in  Betracht  zirkulierende  Bewegungen 
der  elektrischen  Ladungen,  insbesondere  innerhalb  des  Atoms  und 
gleichförmige  Drehung  elektrischer  Rotationskörper  und  ihrer 
Achse  (^). 

Was  zunächst  die  ersteren  betrifft,  so  ist  nicht  anzunehmen, 
dass  sie  merkliche  Kräfte  auf  das  schwingende  Elektron  ausüben. 


(^)  Vgl.  Jnaug.'Diss.  des  Verf.,  loc.  cit;  CEwres,  I,  p.  i. 

(-)  Th.  Lyman,  Astrophys.  Journ.,  t.  XIX,  190/4,  p.  268;  t.  XXIII,  1906,?.  i8i. 

(•■»)  W.  Voigt,  Ann.  d.  Phys.,  t.  IX,  1902,  p.  ii5. 


Denn  —  und  hierauf  hat  Lord  Rayleigh  ( ^ )  aufmerksam  gemacht  — 
die  Feinheit  mancher  Spektrallinien  ist  eine  so  grosse,  dass  sie 
eine  ausserordenthche  Stabilität  des  Systems  und  eine  Unverän- 
derlichkeit  der  wirkenden  Kräfte  unter  allen  möglichen  Bedingun- 
gen verlangt,  die  mit  zirkulierenden  Bewegungen  der  Elektronen 
schwer  vereinbar  erscheinen.  Nimmt  man  etwa  kreisförmige  Be- 
wegungen an,  so  müssten  Radius,  relative  Lage  der  Bahn  und  Ge- 
schwindigkeit bei  allen  Atomen  eines  Elementes  auf  mindestens 
l^^^il^Q^  ihres  Betrages  (bei  sehr  feinen  Linien)  dieselben  sein  und 
dauernd  bleiben,  und  dabei  die  Zahl  der  Teilchen  genügend  gross 
sein,  um  den  Linienreichtum  mancher  Spektren  zu  erklären.  Man 
wird  solchen  Bewegungen  wohl  eher  nur  einen  schwachen  pertur- 
bierenden,  die  Linie  mehr  oder  weniger  verbreilernden  Einlluss 
zuschreiben. 

Leichter  verständlich  ist  eine  sehr  angenäherte  relative  Unver- 
änderlichkeit  der  Drehgeschwindigkeit  von  Rotationsk(")rpern, 
wenn  diese  als  sehr  gross  vorausgesetzt  wird:  diese  Drehung  be- 
dingt überdies,  im  Gegensatz  zu  der  zirkulierenden  Bewegung, 
keine  Ausstrahluno'. 

Setzt  man  Oberflächenladung  voraus,  so  gilt  zunächst  der  Satz, 
dass  man  für  jeden  um  seine  Achse  sich  gleickförniig  drehen- 
den Rotationskörper  die  Elektrizität  in  der  Weise  auf  der 
Oberfläche  verteilen  kann^  dass  derselbe  im  ganzen  Aussen- 
räum  einem  Linearmagneten  äquivalent  ivird,  dessen  Pole 
P,,  Po  im  Innern  des  Körpers  auf  dessen  Achse  eine  vorge- 
schriebene Lage  haben^  und  dass  die  magnetische  Ki^aftim  Innern 
des  Körpers  endlich  und  s.tetig  bleibt.  Denn  in  diesem  Falle  exis- 
tiert im  ganzen  Raum  ein  magnetisches  Potential  W,  welches  über- 
all der  Gleichung  A W  =  o  genügt,  und  im  Aussenraum  die  Form 
hat 

WO  7^1,  /-o  die  Abstände  von  (^,  y,  z)  zu  den  im  Innern  des  Kör- 
pers gegebenen  Polen  P^,  Po  sind.    Beim  Durchgang  durch  die 


(M  Lord  Rayleigh,  Phil.  Mag,,  G"  s6rie,  t.  XI,  1906,  p.  128;  vgl.  auch  Jeans, 
PhiL  Mag.,  6«  serie,  t.  II,  p.  421;  t.  XI,  p,  60.4. 
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Fliiolui  Ist  H  imsuu,ii4.    Durch  Intep^aüon  der  Gleiclumgen 

Über  (Mu  an  {l(;r  ( )l)orlläclie  j^elegcnes,  geei^tiel  geformtes  Volum- 
<*lem(^nl  uiul  rin>nzüh(n'gai»g  liiulel  man,  dass  der  Sprung  von  H 
durch  einen  In  der  Miielie  senkrecht  zur  Geschwindigkeit  i^  lie- 
gerulen  \'<dilor  von  derriWisst^  /jtctc/c  dargestellt  wird  (er  =  Ober- 
IlächendhdiK? ).  J)crs(dhc  Hegt  somit  in  der  Meridianebene,  und 
man  hal,  nnler  ita,  fU  <\u\  äussere  und  innere  Normale  verstanden, 
unter  <ls  ein  Linienehnncnt  d(is  Meridians: 

wo  l\  dcv  Absland  von  der  Achse,  (o  die  Drehgeschwindigkeit  ist. 
Aus  (li(^sen  Ii<*dingungen  beistimmt  sicli  ^F^-  bis  auf  eine  additive 
Kcmslanle.  St^i  nündicdi  I' (.r,  j^,  :;,  ^/,  b^  c)  die  zweite  Green- 
S(*he  b'unktUHi,  wididu*  also  In  bezug  auf  .■/.*,  y,  g  den  Bedingungen 

(F;~  Ol^u-lliitdu')  genilgl,  und  im  Punkte  (<^/,  6,  c)  unendüchwird 
wh' 

1^  j>   ..  a  )-5  i  ■  (  y  —  h  )*^  ■  i    {  V  —  c  y^  f  "^. 

ScH^n  c/,,  A,,  r,,  <'^^,  //n,  c^  <lic  Koonb'naten  von  \\  und  P^-    Wird 

gesetzt,  so  erfüllt  di<*S(*  Inudvtion  die  gegel)enen  Bedingungen  und 
I)leibtini  Inncu'n  st<aig  und  endlich;  es  gibt  also,  vom  Vorzeichen 

abgesehen j  die  lM>rmel 

(c),  1..^,^!!!_.     ,  '!£i.r,v,  z,  at,  hu  f'i)     '  v('^*i  J)  ^^  ^^2,  ^2;  c^) 

<'  IV,  fi,;  US 

die  verlangte  ()l)ernachendiclite. 

Für  die  Kug-cd  sei  P,,  Pa  als  .r-Aohse  gewühlt,  und  der  Ursprung 


der  Koordinaten  iiii  Mittelpunkt.  Darin  ist  (^),  bis  auf  eine  addi- 
tive Konstante  : 

—  log(a-—  1  ayX r\-  aV'C)  — 


und  da  dxjds  =^lay  so  ergibt  sich 

(lo)  ~ — ^—J. —  =  -_.;~iog 1 1 — \' 

eK  dx\a      ^  a^ — a^x -\~  aT\        r^        ?\^\ 

Die  in  (7)  und  (8)  gegebenen  Formeln  würde  man  durch  eine 
Verteilung  der  Elektrizität  interpretieren  können,  die  von  der  oben 
angegebenen  mehr  oder  weniger  abweicht.  So  ist  z.  B.  das  Feld 
eines  Zylinders,  der  durch  Juxtaposition  von  n  identischen  Zylin- 
dern ents'teht,  durch  eine  Reihe  von  der  Form  (8)  gegeben,  falls 
die  Dichte  er  konstant  ist.  Entspricht  c*  aber  der  Formel  (9)^  so 
fallen  die  höheren  Glieder  der  Entwickelung  weg,  der  Zylinder  ist 
"einem  Linearmagneten  streng  äquivalent,  was  vorher  nur  ange- 
nähert der  Fall  war. 

Dabei  können  die  Pole  beliebig  nalie  den  Endflächen  des  Zylin- 
ders bz.  den  Endpunkten  der  Achse  liegen;  es  wird  dann  die 
Dichte  er  an  diesen  Punkten  sehr  gross  ;  in  bezug  auf  seine  elektro- 
statische Anziehung  verhält  sich  der  Körper  nahezu  als  ob  seine 
Ladung  in  P<  und  Po  konzentriert  wäre.  (Im  Grenzfall  wird  o"  un- 
endlich wie  die  dritte  Potenz  der  reziproken  Entfernung  von  der 
Achse  :  dieser  Fall  ist  daher  auszuschliessen.) 

Reiht  man  eine  Anzahl  derartiger,  untereinander  identischer 
Rotationskörper  mit  abwechselnd  entgegengesetzter  Ladung  und 
Rotation  und  gemeinsamer  Achse  aneinander,  so  ergibt  sich  ein 
sehr  stabiles  System^  welches  einem  Magneten  von  der  n-fachen 
Länge  der  einzelnen  Körper  beliebig  nahe  äquivalent  ist. 

Im  Falle  der  Balmerschen  Formel  hat  man  sich  an  den  End- 
punkt des  so  konstruierten  Magneten  zwei  ebensolche  Rotations- 
körper angereiht  zu  denken,   die  aber  entweder  ungeladen  sind, 


(^)  F.  Nkumann,  Potential-  und  Kugelf  unk  tionen,  Leipzig,  1887,  p.  272.  — 
H.  Weber,  Die  partiellen  Differentialgleichungen  der  inath.  Physik^  t.  l', 
Braunschweig,  1900,  p.  4^7. 
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oder  keine  Drehgeschwindigkeit  besitzen.  Nimmt  man  das  letztere 
an  und  berücksichtigt,  dass  die  elektrische  Ladung,  wie  vorausge- 
setzt, nahezu  auf  zwei  Punktladungen  sich  reduziert,  so  kann  man 
beim  letzten  Körper  der  Reihe  die  eine  dieser  Ladungen  mit  der 
früher  angenoncimenen  oszillierenden  Punktladung  e  identifizieren, 
während  die  andere  durch  die  ihr  sehr  naheliegende  entgegenge- 
setzte Ladung  des  nächsten  Körpers  sehr  kräftig  angezogen  wird, 
und  einen  festen  Drehpunktfür  die  Oszillationen  darstellt  (<).  Vor- 
aussetzung ist  allerdings,  dass  die  übrigen  Ladungen  des  Atoms 
keine  der  Verschiebung  des  Endpunktes  aus  der  Ruhelage  propor- 
tionale, merkliche  Kraft  ausüben. 

A.n  diese  besonders  einfache  Interpretation  der  Balmerschen 
Formel  kann  man  versuchen,  eine  Hypothese  über  den,  in  den 
meisten  Fällen  nicht  unbedeutenden  Unterschied  im  Charakter  der 
beiden  Mebenserien  und  ihre  gegenseitige  Beziehung  zu  knüpfen. 
Bei  Wasserstoff  hat  bekanntlich  Pickering  die  zw^eite  Nebenserie 
in  den  Spektren  gewisser  Sterne  entdeckt,  und  ihre  Gleichung 
lautet 


'■i/    J 

so  dass  man  die  Balm ersehe  Serie  als  den  geraden,  die  Picke- 
ringsche  als  den  ungeraden  Ordnungszahlen  einer  einzigen  Serie 
entsprechend  betrachten  kann.  Man  wird  es  nun  als  plausibel  be- 
trachten dürfen,  dass  in  unserem  Modell,  wo  negative  und  positive 
Ladungen  abw^echseln;  die  geraden  und  die  ungeraden  Ordnungs- 
zahlen in  der  Tat  einen  verschiedenen  physikalischen  Charakter  der 
Linien  bedingen  können,  und  dass  die  Abtrennung  zweier  Körper, 
die  dann  ein  neutrales  System  bilden,  andere  Energieformen  er- 
fordert als  die  eines  einzigen  Körpers.  Besitzt  das  Atom  eine  nega- 
tive Ladung,  und  hat  z.  B.  unser  System  bei  der  Ordnungszahl  n 
ebenfalls  eine  resultierende  negative  Ladung,  so  wird  bei  den 
Ordnungszahlen  n  -t-  i^  /?  —  i^  die  Gesamtladung  des  Atoms  klei- 
ner sein  oder  sogar  ihr  Vorzeichen  ändern.    Bei  höheren  Atom- 


en) Es  hätte  dann  an  Stelle  von  e/m  eine  andere  Grösse  zu  treten,  in  der  m  ein 
elektromagnetisches  Trägheitsmoment,  e  eine  älinlich  gebaute  Grösse  bedeutet. 
Dies  ändert  nichts  Wesentliches  in  den  Darlegungen. 


gewichten  können,  wie  oben  gezeigt  wurde,  die  ablegen  im  Atom 
anwesenden  Ladungen  die  Verteilung  der  Elektrizität  auf  unserer 
P\.eihe  von  Rotationskörpern  modifizieren.  Veränderung  des  Vor- 
zeichens der  Gesamtladung'  derselben  wird  daher  von  Einfluss  sein, 
so  dass  für  gerade  und  ungerade  n^  d.  h.  für  erste  und  zweite  Neben- 
serie, die  Abw^eichung  von  der  Wasserstoffformel  verschieden  sein 
können.  Bei  den  Alkalien  ist,  ganz  im  Sinne  dieser  Darlegung, 
das  Vorzeichen  dieser  Abweichung  bei  den  beiden  Nebenserien 
ein  entgegengesetztes. 

Ich  habe  nicht  geglaubt,  diese  Betrachtungen  unterdrücken  zu 
müssen,  so  sehr  sie  auch  unsicher  sind.  In  einem  Gebiet,  in  wel- 
chem alle  Ansätze  fehlen,  können  auch  solche  Analogien  von  Wert 
sein. 

Es  sei  noch  bemerkt,  dass  man  aus  bekannten  Sätzen  leicht  ab- 
leitet, dass,  wenn  die  Ladung  einer  Kugel  aus  homogenen,  kon- 
zentrischen Schichten  besteht,  und  sie  unter  dem  Einfluss  irgend 
eines  stationären,  inhomogenen  Magnetfeldes  Translationsschwin- 
gungen ausführt  (bei  welchen  die  Geschwindigkeit  in  allen  Punkten 
der  Kugel  dieselbe  ist)^  die  Bewegung  so  vor  sich  gelit^  als  ob 
die  gesamte  Ladung  der  Kugel  in  ihrem  Mittelpunkt  konzen- 
triert wäre. 

Prinzipiell  wenigstens  dürfte  also  vom  Standpunkt  der  Elektro- 
nentheorie gegen  die  gemachten  Annahmen  nicht  viel  einzuwenden 
sein.  Allerdings  ist  die  geforderte  Verteilung  der  Elektrizität  keine 
einfache.  Ob  sich  aber  bei  den  Molekularwirkungen  die  einfachen 
Gesetze  auf  die  elektrische  Dichte  beziehen,  oder  auf  die  wirkenden 
Kräfte,  ist  uns  a  priori  gänzlich  unbekannt.  Letztere  erscheinen 
hier,  der  Riemannschen  Auffassung  der  Funktionentheorie  ent- 
sprechend, in  einfachster  Weise  durch  ihre  Singularitäten  (die 
Pole  der  Magnete)  definiert :  auf  die  Form  der  Funktion  in  deren 
Nähe,  und  auf  die  räumliche  Anordnung  derselben  beziehen  sich 
die  einfachen  Gesetze,  die  übrigens,  soweit  ihre  Abhängigkeit  von 
Raum  und  Zeit  in  Betracht  kommt,  ja  vollständig  mit  bekannten 
Gesetzen  übereinstimmen.  Und,  da  eine  vollständige  Theorie  der 
Linienspektra  ohne  ganz  spezielle  Annahmen  über  den  Bau  der 
Atome  nicht  möglich  scheint,  dürfte  es  wohl  vom  erkenntnis theo- 
retischen Standpunkt  ein  Vorzugeher  als  ein  Nachteil  dieser  Hypo- 
these sein,  dass  sie  über  die  Gestalt  der  Elemente,  aus  denen  die 
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Atome  aufgebaut  gedacht  werdea,  keine  Annahme  zu  machen 
braucht,  sondern  nur  mit  als  starr  gedachten  Strecken  oder  Ent- 
fernungen operiert.  Im  übrigen  wird  man  bei  einer  Frage  dieser 
Art,  bei  welcher  ein  zwingender  Schluss  von  der  Wirkung  auf  die 
Ursache  kaum  möglich  scheint,  und  einerseits  die  beobachteten 
Tatsachen  prinzipiell  so  sehr  von  allen  bekannten  Erscheinungen 
abweichen,  und  so  kompliziert  sind,  anderseits  über  die  voraus- 
zusetzenden Grundlagen  so  grosse  Unsicherheit  herrscht,  wohl 
kaum  erwarten  dürfen^  dass  ein  iji  jeder  Beziehung  befriedigen- 
der Anschluss  an  unsere  gewohnten  Vorstellungskreise  möglich 
sei;  ja,  es  dürfte  schwer  fallen,  über  das,  was  in  diesem  Falle  als 
<c  befriedigende  Erklärung  )>  zu  betrachten  sei,  sich  zu  einigen . 

Über  den  allgemeinen  Charakter  einer  etwa  noch  zu  findenden 
exakten  Serienformel  ist  noch  folgende  Bemerkung  zu  machen. 
Die  Berechnung  vieler  Spektren  lässt  kleine  Unstetigkeiten  im 
Verlauf  der  Serienkurve  erkennen,  die  die  ßeobachtungsfehler 
überschreiten  und  zeigen,  dass  die  allgemeine  exakte  Serienformel 
nicht  einfach  sein  kann.  Besonders  auffallend  und  schon  von 
Kayserund  Runge  hervorgehoben  sind  die  Tl-Linien  A=: 2665,67 
und  2267,  i3,  die  ein  Paar  der  zweiten  Nebenserie  bilden  und  die- 
selbe Diffei^enz  der  Schwingungszahlen  ergeben  wie  die  andern 
Paare,  und  überdies  von  Exner  und  Haschek  ebenfalls  gemessen 

o 

sind,  so  dass  der  Fehler  nur  einige  Hundertstel  Angström  betragen 
kann.  DieFormel(4)  gibt  für  die  Linien  dieser  Serie  die  Fehler(' ) 

{in  A.-E.) 

0,00;     — 0,12;     -i-o,i4;    — i,i4;    — 0.02;    — o,o3; 

0,00;     -hOjOB;     —(),•;>  i;     —0,07;     — o,o[;     —0,07;     — o/23. 

Die  Linie  2665  fällt  ganz  aus  der  Serie  heraus,  was  besonders  auf- 
fallend ist,  wenn  man  die  Grösse 

=  //i  -+-  a  -+•  ß  (  A  —  V ) 


bildet.  Die  Grösse  dieses  Fehlers  ist  auch  bei  Anwendung  anderer 
Formeln    ungefähr   dieselbe.    So   berechnen    Kayser  und  Runge 


(')  Vgl.  Inaug.-Dlss.  des  Verf.,  CEiwres,  I,  p.  70;  Inaug.  Diss.  Auszug,  Ann. 
d.  Phys.  t.  XII,  1903,  p.  3o5. 


die  Konstantea  ihrer  Formel  aus  den  weiteren  Linien  (ohne  Be- 
rücksichtigung der  vier  ersten)  und  finden  die  Fehler: 

—  1,69;      +0,01;      -l-0,0i;      +0,01;      -1-0,08;       — 0,'U; 

— o,o3;     -1-0,07;     -ho,22;     —0,01. 

Endlich,  wenn  man  die  Konstanten  von 

X  =  a  H-  bim-  -h  cjni'^ 

(statt  i/a=  .  .  .)  aas  den  nächsten  Linien  berechnet,   ergiht  sich 
0,00;    0,00;    — ij6o;    0,00;     .... 

Bei  a665  hat  also  die  Serienkurve  einen  Knick. 

Auf  Bandenspektren  sind  diese  Theorien  niclit  anwendbar.  Ich 
möchte  mich  in  dieser  Hinsicht  auf  die  Bemerkung  bescliränken, 
dass  man  sie  vielleicht  geschlossenen  Ringen  oder  Polygonen,  aus 
den  betrachteten  Elementarmagneten  bestehend;  zuschreiben 
könnte,  in  der  Annahme^  dass  solche  Gebilde  eine  wichtige  Rolle 
im  Bau  des  Atoms  spielen,  und  dass  sie  durch  die  lichterregenden 
elektrischen  oder  chemischen  Vorgänge  erst  gesprengt  werden 
müssen,  bevor  ein  Serienspektrum  zustande  kommen  kann. 

Der  hier  vorgetragenen  Vorstellungsweise  kann  man  den  Vor- 
wurf machen,  dass  sie  die  willkürliche,  in  den  Scrienformeln  auf- 
tretende ganze  Zahl  71  durch  eine  Art  magnetischer  Polymerisation 
einführt;  während  die  mechanischen  oder  elektrischen  Eigen- 
schwingungen eines  stetig  ausgebreiteten  Kfyrpei^s  durch  ihre  Kno- 
tenlinien und-flächen  diese  Zahl  in  einfacherer  Weise  einzuführen 
gestatten.  Dieser  grösseren  Einfachheit  steht  jedoch  die  Scliwierig- 
keit  gegenüber,  dass  im  allgemeinen,  wenn  die  Wellenlänge  gross 
ist  gegen  die  Dimensionen  des  Erregers^  eine  merkliche  Ausstrah- 
lung der  Oberschwingungen  nicht  zustande  kommt  eben  wegen  der 
Knotenflächen  ('),  so  dass  auch  hier  neue  Hypothesen  ncitig  werden . 
In  diesem  Zusammenhang  sei  noch  auf  ein  wichtiges  Experiment 
von  Wood  (-)  hingewiesen.  Wird   Natriumdampf  mit   weissem 


(M  Vgl.  Dissertation,  Anhang;  CEuvres,  I,  p.  75. 

{')  R.-W.  Wood,  Physik,  Zeitschr.,  t.  VII,  1906,  p.  87.3. 


Licht  bestrahlt,  so  erscheint  ein  ziemlich  llnienreiches  Banclen- 
spektrum  als  Fluoreszenzlicht.  Benutzt  man  dagegen  monochro- 
matisches Licht,  dessen  X  einer  der  Linien  dieses  Bandenspektrums 
sehr  nahe  entspricht,  so  wird  durch  Resonanz  nicht  nur  diese 
Linie,  sondern  auch  eine  Reihe  anderer,  mit  ihr  durch  einfache 
numerische  Gesetze  verknüpfter,  erregt;  dieselben  gehören  offen- 
bar dem  gleichen  schwingenden  System  an.  Man  kann  hierin  eine 
Wirkung-  der  ungeordneten  Molekularbewegung  erblicken,  die, 
wenn  auch  unfähig-,  die  nötige  kinetische  Energie  hervorzubringen, 
doch  eine  gleichmässige  Verteilung  derselben  über  die  verschie- 
denen Freiheitsgrade  (hier  Schwlngungszustände)  hervorzu- 
bringen bestrebt  ist.  Bringt  man  etwa  den  Grundton  einer  Saite 
durch  Resonanz  hervor,  und  berührt  dann  dieselbe  (ohne  An- 
schlag) in  der  Mitte,  so  werden  Obertöne  entstehen.  Als  nun 
Hr.  Wood  den  Na-Dampf  mit  gelbem  Na-Licht  bestrahlte,  erhielt 
er  ein  intensives,  aus  den  D-Linien  bestehendes  Fluoreszenzlicht ; 
doch  erschien  keine  Spur  des  nächsten  Paares  der  Hauptserie,  zu 
welcher  die  D-Linien  gehören,  trotzdem  dasselbe  sonst  eine  grosse 
Intensität  besitzt.  Man  wäre^,  im  Sinne  der  eben  angestellten  Über- 
legung, geneigt,  daraus  zu  schliessen,  dass  die  beiden  Paare  nicht 
von  demselben  schwingenden  System  ausgesandt  werden,  so  dass 
ein  Ausgleich  der  Energie  nicht  stattfinden  kann.  Bei  Annahme 
der  Elementarmagnete  ist  dem  tatsächlich  so.  Wenn  auch  die  Über- 
legung unsicher,  und  ein  einzelnes  Experiment  ungenügend  sein 
dürfte,  so  sclieint  mir  der  Hinweis  doch  nützlich,  dass  hier  mci- 
giichervveise  ein  Ansatz  zur  experimentellen  Prüfung  der  Frage 
vorliegt. 

Der  Zeemaneffekt. 


Eine  wichtige  Anforderung  an  jede  Theorie  der  Linienspektren 
ist  die  Erklärung  der  mehr  oder  weniger  komplizierten  Zerlegungen 
der  Linien  im  magnetischen  Feld.  Ein  einigermassen  befriedigen- 
des Bild  dieser  Erscheinung  und  ihrer  Gesetze  auf  Grund  der 
Lorentzschen  Annahme  der  komplexen  Elektronen  zu  gewannen 
ist  bisher  nicht  gelungen.  Ich  werde  nun  zeigen,  dass  die  bisher 
entwickelten  Anschauungen  in  der  Tat  zu  einer  grossen  Mannig- 


faltigkeit  mehr  oder  weniger  komplizierter  Zerlegungen  führen^ 
deren  allgemeiner  Charakter  durchaus  der  Beobachtung  entspricht. 
Doch  auch  hier  muss  ich  mich  damit  begnügen,  einen  Zusammen- 
hang mit  wohlbekannten  Tatsachen  und  Problemen  n achzuweisen ► 
Es  ist  in  diesem  Gebiet  des  Unbekannten  zu  viel,  als  dass  von  der 
Theorie  zunächst  mehr  als  eine  solche  Reduktion  des  Problems- 
verlangt werden  dürfte. 

Dass  die  Ersetzung  quasielastischer  Kräfte  durch  molekular- 
magnetische eine  wesentliche  Änderung  im  ZeemanelFekt  be- 
dingt, ist  ohne  weiteres  klar  :  gelänge  es^  das  Molekularfeld  Hq^ 
dauernd  parallel  dem  äusseren  Feld  H  zu  stellen,,  so  würde  einfach 
statt 

V  =  resultieren  :  v  = 

/nc  inc 

Die  Spektrallinie,  in  Richtung  der  Kraftlinien  gesehen,  erschiene 
zirkularpolarisiert  und  um  die  Grösse  eü/mc  aus  ihrer  früheren 
Lage  verschoben,  und  zwar  nach  links  oder  rechts,  je  nachdem 
Hund  Ho  gleich-  oder  entgegengesetzt  gerichtet  sind.  Sind  beide 
Fälle  in  der  Lichtquelle  gleich  häufig,  so  ergibt  sich  ein  Doublett; 
der  Polarisationszustand,  in  beliebiger  Richtung  beobachtel,  ist 
derselbe  wie  bei  Lorentz  aber  die  Longitudinalkomponente  fehlt,., 
und  die  Zerlegung  ist,  für  einen  und  denselben  Wert  von  e/nir 
doppelt  so  gross  wie  bei  Lorentz  (^ ). 

Infolge  der  molekularen  A.gitation  Vvird  jedoch  im  allgemeinen 
der  Träger  der  Serienspektren  im  Magnetfeld  Bewegungen  aus- 
führen, welche  die  Erscheinung  wesentlich  ändern;  Hr.  Voigt  (-) 
hat  gezeigt,  dass,  falls  nicht  Kräfte  herangezogen  werden,  die  einer 
Reibung  äquivalent  sind,  keinerlei  Tendenz  zur  Orientierung  ro- 
tierender Ladungen  im  Magnetfeld  besteht.  Wir  setzen  dabei  vor- 
aus, dass  diese  Rotationsbewegungen  analog  den  in  der  Mechanik 
starrer  Körper  behandelten  Fällen  der  freien  Bewegung  um  einen 
festen  Punkt  oder  um  den  Schwerpunkt,  der  Kreisel bewegung, 
des  Pendels  usw.  durch  gewdsse  Periodizitätseigenschaften  ausge- 
zeichnet seien. 


(1)  Vielleicht  gehören  hierher  die  Beobachtungen  von  M^ood  bei  Quecksilber- 
dampf und  Na-Dampf  {Physik.  Zeitschr.,  t.  IX,  1908,  p.  i25). 

(2)  w.  Voigt,  Ann,  d.  Phys.j  t.  IX,  1902,  p.  ii5. 
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Nach,  unseren  Voraussetzungen  führt  die  Ladung  e  unter  dem 
Einfluss  von  Hq  Oszillationen  von  sehr  kleiner  Amplitude  aus,  und 
ist  an  ein  Fläclienelement  1  Hq,  oder,  was  auf  dasselbe  hinaus- 
kommt, an  eine  Ebene  1  Hq  gebunden  ( ' ).  Die  ^-Achse  eines  festen 
Systems  (O,  x,  y,  z)  sei  parallel  H;  von  der  -h  ^- Achse  aus  be- 
trachtet möge  die  -|- y-Achse  durch  eine  Drehung  im  Sinne  des 
Uhrzeigers  mit  der  -j- /r -Achse  zur  Drehung  gebracht  werden 
können.  Seien  S  der  Winkel  von  Ho  und  H  ;  A  —  t:/^  der  Winkel 
der  Ebenen  O  zx  und  OHq  ^,  also  die  Polarkoordinaten  der  ver- 
änderlichen Richtung  Ho;  so  sind  deren  Richtungskosinus 

sin^Tsiai};,     — sin^Tcos^^,     cosS". 

Bei  gegebener  Lage  und  Bewegung  von  Ho  sind  2r,  A  gegebene 
Funktionen  der  Zeit.    Man  setze 

(    ji- =  fi  cosd^  —  pcos2r?in4^,  v  =  fi  sind»  n- p  cosS*  cos d;, 

sü  kann  man  a^  c  als  Lagrangesche  Koordinaten  des  Teilchens  e 
auf  der  Ebene  X  Ho  betrachten.    Die  kinetische  Enerrie  von  e  ist 


_-        rii  \  [  cia  \"       /  (IV  \"  d^        r^   [    dv  dit'\ 


m  \  /  da  \  -  ^    /  d{>  \  - 

d^h\^\ 


„,  fd^hY       ^^        V    d'^  .    ^  dhY' 


H~(i/'-J-f-(;: 


Die  Berechnung  der  virtuellen  Arbeit  der  magnetischen  Kräfte  wird 
vereinfacht  durch  den  Umstand,  dass  in  einem  ruhenden  Koordi- 
natensystem dieselbe  identisch  verschwinden  muss,  wenn  Sw,  ot-^ 
durch  dujdj^  ch j dt  ersetzt  werden.  Man  findet 

^4        e  , ,-        .,         ^    [  da  ^         dv  ^ 

_  lY  ( Ho  cosS" -+- 11 )  ( II.  ov -h  t^  Oft) 4- 1'  -^  n  sin2 37  GP 4- p  -7-  H  sinSr  ou. 
dt  'dt  dt 


(^)  Diese  Bedingung  kann  durch  andere  ersetzt  werden;  wesentlich  ist  nur, 
dass  die  Ladung  e  ihre  relative  Lage  zu  den  Elemcntarniagneten  nicht  merklich 
ändere.  *        .  . 


Daraus  folgen  die  LagTangeschen  Gleichungen 


(12) 


e 
mc 


2  -J-   ~—  COS:^ \?  COS.J:  -777 

dt   dt  '  df^ 

d^      d?j        .        r. 

-h  2P  -V 7-sin.j  - 

dt    dt 

/TT  TT  r^S      ^^  d^  /TT  C-  TTN 

(HoH-  H  COSS")  -7 -r^i^(HoCOS.-J+  H) 


-§)■ 


^^ 


<^^ 


+  pH  sinS" 


<i2  (;  d^    da         n  C.  <^^  ^ 


•  1  u  -7^  -7-  sin;^^ 
dt    dt 


J(Ho4-Hcos^)  — 
/?zc  /  dt 


^    <ijÄ        <i?({; 


dt 


p(HoCOsS*-i-  H) 


•pH-V-sin^S- 


Sind  H,  d^/dtj  dxjjdt  gleich  Null,  so  ergibt  sich  die  ungestörte 
L^nie : 


d^  u 


eHo  dv 

mc    dt 


d^v 
df^ 


eHo  da 


mc    dt 
(i3)     ?^  =  t^oH- A.cosvo(^  —  ifo):        f  =  Po-1- A.sIiivo(if-- ^o),        '-"o- 


eHo 

mc 


Im  Zeemaneffekt  ist  die  relative  Perturbation  der  Schwingungszahl 
sehr  klein;  bei  Feldern  von  loooo  bis  4oooo  Gauss  ist  H/Hq  von 
der  Grössenordnung  lo"'*.  Wir  vernachlässigen  Gnissen  von  der 
Ordnung  (H/Ho)-  sowohl  in  den  Amplituden  wie  in  den  Schwin- 
gungszahlen. Wir  setzen  ferner  voraus,  dass  die  gegebenen  Funk- 
tionen der  Zeit  sin«!',  cosJ>,  sinS,  cosS  sich  durch  rasche  kon- 
vergente Entwickelungen  der  Form 


Ao-h^[A/ costoj^-h  Bf- sin  CO/ iJ] 


darstellen  lassen  (die  im  Spezialfall  einer  periodischen  Bewegung 
in  Fourier-Reihen  übergehen).  Die  co/  seien  proportional  Hi 
und  (für  die  in  Betracht  kommenden  ersten  Glieder)  mögen  sich 
zur  ungestörten  Schwingungszahl  Vo  verhalten  ungefähr  wie  H  zu 
Hq.   Währerid  jede  Differentiation  von  u  und  v  einen  Faktor  von 


derGrössenordnung  Vo  einführt,  wie  aus  der  angenäherten  Lösung 
(i3)  hervorgeht,  führt  die  Differentiation  von  cos  A,  .  .  .  nur  solche 
von  der  Ordnung  co/  ein,  so  dass  z.  B.  u{d'- iij dt-)  sin  <]>  zweiter 
Ordnung  gegen  (d- u / d t-)  cos  ^  ist.  Beschränken  wir  uns  auf  die 
erste  Ordnung,  so  reduzieren  sich  also  die  Gleichungen  (12)  auf 


d'-u  dii  dv        ^         e    .TT        tt        r^^  dv 

mc 
U,e  d^ 


dt-  dt   dt  mc  ^  dt 


,  -cos«'  It^ 
mc    dt 


(i4) 


d-v  d^  du        ^  e    ,^_        „         r^.dn 

at-  dt    dt  mc  dt 


Hoe  d^        ^ 
mc    dt 


Sind  zunächst  d'h / dt^  3  konstant  (reguläre  Präzession),  so  ergibt 
sich  die  Lösung 

U  =  Ai  cos  Vi  (^  t[)  -[-  A2  C0SV2(if  —  Jfo)» 

V  =  Ai  sin  vi(t  —  ^i )  +  A2  sin  v^(t  —  t->)^ 

wo  Aj,  Ao,  Jf|,  ^2  willkürlich,  und  v,,  Vo  die  Wurzeln  der  Glei- 
chung sind : 

r  /eH  d^\        ^1        d^        ^ 

^/l —  V     Vü-4- i—r     cosiJ 7-  cos^  =  o, 

L  \mc  dt  J  J        dt 

also,  bis  auf  Glieder  zweiter  Ordnung, 

feil       di>\        ^  d'\>       ^ 

V.  =  vn-i- -i-     C0S.Z7;  vo  =  -Y-COS.J. 

\  mc        dt  /  dt 

Der  Wurzel  v^  entsprechen  also  Strahlen,  deren  Wellenlänge 
lo''  mal  grösser  ist  als  die  in  Betracht  kommenden.  Wi  haben 
also  nur  die  erste  Wurzel  zu  berücksichtigen. 

Sei  nun  allgemein,  bei  veränderlichen  S,  dijjdt: 


=X  h+(^-§)'=H^'' 


so  ist 

_  AcosQ  _  AsinQ ^ 

^e\i        d^\        ^' 
x     cos^ 


[eii__  d^ 
\  mc        dt 


mc        dt 


Denn  durch  Einsetzen  in  die  Difierentialgleichungen  (i/\)  oder 
(12)  erkennt  man,  dass  die  Glieder  bis  zur  zweiten  Ordnung-  sich 
aufheben,  so  dass  die  Gleichungen  innerhalb  des  vorgeschriebenen 
Annäherungsg-rades  erfüllt  sind. 

Diese  Werte  von  u^  v  sind  in  (i  i)  einzutragen,  und  die  sich  er- 
gebenden Ausdrücke  für  x^  y,  z  in  Summen  rein  periodischer 
Funktionen  aufzulösen.  Dabei  kann  man  A  =  vo  setzen,  und  den 
Faktor 


eil        d^  \  cos 5" 


mc        dt  j     Vo 

weglassen,  da  er  von  der  Einheit  nur  um  Grössen  von  der  Ordnung 
io~'*  abweicht.  Denn  durch  Hinzufügen  dieses  Faktors  werden 
die  Amplituden  der  einzelnen  Glieder  der  Entwickelungen  von 
sin  Q,  cos  Q  nicht  in  merklicher  Weise  beeinflusst;  anderseits 
erhalten  etwaige  durch  den  Faktor  neu  hinzukommende  trigono- 
metrische Glieder  die  Amplitude  io~'',  mithin  sind  die  ent- 
sprechenden Intensitäten  io~^  mal  kleiner  als  die  der  schon  vor- 
handenen Glieder. 

Wir  betrachten  zunächst  den  Fall^  dass  Hq  senkrecht  zu  H  steht 
und  sich  mit  der  gleichförmigen  Winkelgeschwindigkeit  (o  um 
diese  Achse  dreht.    Es  ist  dann 

X  ~  cosvü(t  —  iTo)  cos6  =:       --  cos[(vo-}-  co)/:-f-  c\ 

H COs[(Vo Lö)t-^  C'l, 

JV  =  cosvo(i^  —  io)  siinj;  =       -  sin  [(vq-I-  w)if  h-  c] 


-  ?iu  [(vo —  w)i  -H  c' 
2 


z  =  sinvo(^ —  ^ü), 


wobei  c,  c^  Phasenkonslanten  sind,    auf  die  es   nicht  weiter  an- 
kommt. 

Die  Linie  Vq  spaltet  sich  also  auf  in  ein  Triplett^  dessen  Ge- 
samtbreite  in  der  Skala  der  §chwingungs zahlen  1  co  ist^  und 
dessen  Intensitäten    und  Polarisationen   im   übrigen    genau 
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denen  enispf^echen^  die  sich  in  de?'  elementaren  Lorentzschen 
Theorie  ergeben, 

Soll  der  Drehungssinn  des  Lichtes  mit  demjenigen  übereinstim- 
men, welchen,  die  Erfahrung  ergibt,  so  ist  es  hier  nicht,  wie  bei 
Lorentz^  nötig,  dass  das  Teilchen  e  negativ  geladen  sei;  viel- 
mehr ist  es  notwendig  und  hinreichend,  dass  die  Drehung  der 
Achse  Ho  um  H  in  dem  Sinne  erfolgt,  in  welchem  freie  Elek- 
tronen im  betreffenden  Feldü  rotieren  würden,  Ist  endlich  die 
Drehgeschwindigkeit  o)  gleich  der  der  Elektronen,  so  ergibt  sich 
ein  Triplett  mit  doppelt  so  grossem  Komponentenabstand,  wie 
nach  der  Lorentzschen  Theorie  zu  erwarten  wäre.  Das  Triplett 
Zn  4680,  Cd  4678  der  zweiten  Nebenserie  und  ihre  Homologen 
zeigen  in  der  Tat  xingefähr  diesen  Abstand. 

Man  erkennt  an  diesem  Beispiel,  dass  durch  die  Hypothese  der 
Molekularmagnete  die  Interpretation  des  ZeemanefFektes  -wesent- 
lich verändert  wird. 

Ich  gehe  zur  allgemeinen  Annahme  über,  es  sei  die  Bewegung 
von  Ho  eine  periodische,  so  dass 

cos2r  =  ao-H  Äj  cüs co^  4-  ^1  sinw^  -f-  «2  cos2üj^  -+-  Z>ä  siii^to^  -4-, . ., 

vj;  =  60  -h  0/ 1  -H-  Äi  cos  to  ^  4-  ßi  sin  to  /;  -+-  «2  cos  1  co  t 
•4-  ^2  sin'jico  ^  4-. . . 
=  0^0  4- to'/^4- ^. 

Es  müssen  co,  co^  in  rationalem  Verhälinis  stehen,  damit  die 
Bewegung  eine  periodische  sei.  Soll  03  die  Periode  sein,  so  muss 
<sJ  ein  Vielfaches  Yon  co  sein. 

Die  Fourierschen  Reihen  für  sin  &,  cos  A,  sin  A  erhält  man  dann 
durch  Entwickelung  nach  Potenzen  und  Umrechnung  von  cos'^  sin'* 
auf  cos,  sin  der  Vielfachen  des  Winkels.  Verstehen  wir  unter 
Sj^SajS;},  S  Summen  trigonometrischer  Funktionen  (die  letzte 
ohne  konstantes  Glied),  so  ist 

S"       cos^S" 


si  n  3"  =  y  I  —  cos^  S"  =  r  —  - 

s^4-  coso/if  sinE 

] 


sin('i'  —  'i;o)  =      sin  to'i?  cos  ^4-  coso/if  sinE 
=      sin  (o'jf 


.  or\^ 


,.^'f 


{.'1       I . '^^ . 3 . 4 


Da  S  zwischen  zwei  Werten  hin  und  her  schwankt,  konvergieren 
die  Reihen. 

Q  ist  dann  von  der  Form 


Q  =     Vo-h^coTzCa,,^?,;— ß,ia,i)-i-  ^o  ( -^~^  ■ 


(^~^o)-+-S 


=  (voH-£)(i?-~Jfo)-H-S, 
WO 

00 

(l5)  e  =  «0  ^ '    —  W' j  H-\   CüAl(a,iZ>^~  ?nCtn), 

1 
SO  dass 

z^  —  cos(vo-i-  £)  (i? —  ^o)  cosS  —  sin  (vo-t-  e)  (^— -  J?o)sinS, 
t^  =  sin  (vo-H  £)  (if  —  ^o)  cosS  -+-  cos(vo-l--  e)  {t  —  ^o)sinS 

sich  als  Summen  von  Gliedern  der  Form 
cos  I 


sin 


vo  -f-  £  d=  m  to  [  1 Z  —  ito  1 ,         ( Jn  =  o,  i ,  •>.,  . . . ) 


darstellen  lassen.    Gleiches  gilt  von  der  parallel  H  schwingenden 

Komponente 

-3  =  p  sin  ?j. 

Dieselbe  wird  also  in  ein  Spektrum  mit  den  Schwingungszahlen 

vq-^  z±  m  tu,         ( ?)i  =  0,  I ,  •>-,  . . . ) 

zerlegt.  Von  diesen  Linien  gelangt  aber  selbst  bei  massig  rascher 
Konvergenz  der  Reihen,  wie  unten  an  Beispielen  erörtert  werden 
soll,  nur  eine  sehr  beschränkte  Anzahl  zur  Wahrnehmung,  weil 
die  Intensitäten,  die  ja  den  Quadrate?!  der  Amplituden  proportio- 
nal sind,  viel  rascher  abfallen  als  diese. 
Man  hat  ferner 

X  =  cos ix^'  t(u  cos 2  —  p  sin  E  cosS")  —  sinto'  t(u  sinE  -h  (^  cos 3*  cosil), 

y  =  sin  iot{u  cos  S  —  p  sinS  cos!^)  -h  cosü)'^(zt  sinH  -i-  p  cosSr  cosZ), 

2  =  ai  coscü  jf  -h  ßi  sinto  t  -+-  cco  cos2w;f  -i-  ßo  sinaw^f  -H. . .. 

Die  Klammern  sind  wieder  in  trigonometrische  Summen  der  oben 


genannten  Form  entwickelbar;  jedem  Gliede 

A  cosv,;iJf -+-  B  sinv/;^^, 

V „i  =  Vo  -f-  £  -T-  /n  to         (7/1  =  0,  dz  I ,  ±  '^.,  -  .  . ) 

der  ersten  Klammer  und 

A'cosv„i^  -h  B'  sinv,;,  if 

der  zweiten  entsprechen  zwei  entgegengesetzt  zirkulär  polari- 
sierte Wellen  mit  den  Schwingungszahlen 


Intensität 


und 


/A-f-B'\2       //V— B\2 

(-T-)-(-r-) 


A  — B'\2 


\2       /A'-i-B\2 


Jeder  parallel  H  scluvlng.enden  Komponente  entsprechen  so 
zwei  1 H  schwingende^  doch  können  die  Intensitäten  sehr  ver- 
schieden sein,  so  dass  einige  Linien  ganz  zu  fehlen  scheinen.  Be- 
sonders auffallend  ist  diese  Anordnung  in  dem  von  Hrn.  Loh- 
mann (^)  untersuchten  Spektrum  von  Neon.  Ln  Quadruplelt  der 
Linie  D^  sind  dagegen  zwei  Longitudinal-  und  nur  zwei  Trans- 
versalwellen. Wir  behandeln  den  Fall  unten:  es  sind  die  Intensi- 
täten von  V  H-  co^  und  v  —  co^  hier  sehr  verschieden. 

Allerdings  erscheint  die  Mitte  des  ganzen  Liniensystems  selbst 
aus  der  ursprünglichen  Lage  Vo  nach  Vq+s  verlegt.  Betrachten 
war  aber  entgegengesetzte  Richtungen  von  Hq  im  Atom  (bzw.  um- 
gekehrte Stellung  der  Süd-  und  Nordpole  des  Molekularmagnetes) 
als  gleich  möglich,  so  ])leibt  das  Vorzeichen,  von  cos  .5  willküi^ich, 
und  man  erhält  das  Spektrum: 

Elektr.  Kraft  parallel  H  schwingend: 

vozhsimcü         (/^i/ii  =  o,  r,  2,  .  .  .)• 
Elektr.  Kraft  senkrecht  zu  II  schwingend: 


3 zh  £  dz  n CO  dz  co'         (7?^l /ii  =  o,  i,  2,  . .  .). 

[gemeinen  Annahmen  ergibt  sichübr] 
erheblich  kleinere   Zahl   als  co  und   co^,    so  dass  Linien  mit   den 


Unter  sehr  allgemeinen  Annahmen  ergibt  sich  übrigens  für  e  eine 


(^)  W.  Lohmann,  Inaug.-Diss.,  Halle  1907. 


Schwingungszahlen  v  -h  £  und  v  —  £  auch   in  Instrumenten 
hohem  Auflösungsvermögen  nicht  mehr  getrennt  erscheinen, 
setzen  dies  im  folgenden  voraus.   Da  nun  coYco  eine  r-ationale  Z 
und  insbesondere  eine  ganze  Zahl  ist,  falls  to  die  Periode  der 
wegung,  so  folgt: 

Bei  beliebigen  periodischen  Beilegungen  des  Systems  ^ 
jede  Linie  in  mehrere  zerlegt^  deren  Abstände  von  der 
Sprung  liehen  Lage  der  Linie  untereinander  in  ratio  na 
Verhältnis  stehen.  Dies  ist  das  Gesetz  von  Runge  und  Pasc] 
Allerdings  haben  diese  Forscher  darüber  hinaus  noch  festgest 
dass  zwischen  den  Werten  von  (o  für  verschiedene  Serien  und 
schiedene  Elemente  ebenfalls  rationale  Verhältnisse  stattfini 
Damit  w^ird  gefordert,  dass  für  solche  Gruppen  verwandter  Se 
die  Grundperiode  der  Bewegung  von  Hy  dieselbe  sei,  wähl 
allerdings  die  Koeffizienten  ai,  &/,  a/,  ß/  veränderlich  sein  kön; 
wodurch  die  Intensitäten,  nicht  aber  die  Schwingungszahlen 
einflusst  werden:  so  können  z.B.  im  einen  Fall  die  Linien 
geraden,  im  andern  die  mit  ungeraden  Ordnungszahlen 
fehlen, 

Ist  die  Bewegung  nicht  periodisch,  so  ergibt  sich  das  allgera 
.  Gesetz 

(Parallel       zu  H  :        voztmto  (w  =  o,  i, 'P,,  . . .), 

(i6)         -j 

(  Senkrecht  zu  H  :        Vodb  /ito  ±:  w'         (/i  =  o,  i,  2,  . . .). 

Es  lassen  sich  alle  Schwingungszahlen  linear  und  mit  gt 
zahligen  Koeffizienten  aus  zwei  Grundzahlen  to  und  o) 
rechnen^  0/  tritt  nur  in  den  1  schwingenden  Komponenten 
sein  Vorzeichen  bestimmt  den  Drehungssinn. 


Ob  das  Gesetz 


—  =  rationale  Zahl 


ein  durchaus  allgemeines  sei_,  muss  vorderhand  dahingestellt 
ben.    In  manchen  Fällen  scheint  diese  Spezialisierung  eine  e 
gezwungene,  und  Hr.  Runge  (^)  sieht  sich  z.  B,  in  dem  von  ] 
mann  (loc,  cit,)  untersuchten  Spektrum  von  Neon  genötigt,  i 
g-rosse  Zähler  und  Nenner  einzuführen,  während  bei  Benut 

(1)  G.  Runge,  Physik.  Zeitschr.^  t.  VIII,  1907,  p.  282. 


uixjj    oii,niii,i>ai:'ij,ivi  uJiiN. 


von  (16)  die  Zahlen  o,  1,2,  selten  3  und  4  in  allen  mir  bekannten 
Fällen  ausreichen.  So  gehen  bei  Neon  65o6,7  die  Rungeschen 
Zahlen  bis  auf  i^j,  ^vährend  ist: 

parallel:  Vo±:r.56/n  (m=o,i), 

senkrecht:         vo  =  i,5ß;n  d=  5,o8         (n  =  o,  i). 

Bei  6402, 4 o  (Runge  bis  10): 

(p)     vo=bo,78/?i  (m  =  o,  1,  2),         (s)     vo±  6,11  ±:  0,78 n  (71  =  0,  1,2) 

(i5  Komponenten). 

Bei  6^17,  5o  (R.  ])ls  i4): 

(/?)      Vodz  3,9ow  (/;2  =  o,  i),         (s)     Vo±:  7,04  d=  3,90/1    (/i  =  o,i). 

Bei  6143,28  (R.  bis  20): 
(p)      VüZh  1,22;;?.  (/;?.  =  I, -2),         (.9)     Vüifc  5,68  ±  1,22/1    (71  =  1,2). 

Bei  Go()G,37  (R.  bis  i5): 
ip)      Vo±:  0,86m  (;?i  =0,  1),         (.?)     Vüdz5,54±:o,86;i    (71  =  0,1). 

Bei  6o3o^2o  (R.  bis  9): 
(p)      vorto,34  7n  (7?z  =  2),  (s)     Vü±  2,76  ±0,34. 

Bei  5944,91  (R.  bis  8): 
(p)      vo±:o,45  7n  (7^?.  =  2,  4),        (.9)    Vo±  5,58  ±  0,46/1    (71  =  1,  3). 

Bei  5882,04  (R.  bis  21): 
ip)      vod"  0,7777?.  (7n  =  o,  j),         (.9)    vo±7,i4±o,77/n(7;i  =  o,  I). 

Bei  der  Linie  61 43  liegen Vo±:  (5,68  —  2.  i,  22)  =  vo±:  3,  24  wohl 
zu  nahe  bei  dcrstai^ken  parallel  schwingenden  Komponente;  daher 
■sind  sie  nicht  w^ahrgenommen.  Im  übrigen  beweist  wegen  den 
möglicherweise  sehr  verschiedenen  IntQnsitäten  das  Fehlen  einer 
hereclmeten  Linie  nichts  gegen  die  Formel^  welche  gewissermassen 
nur  ein  Schema  darstellt^  in  das  die  Linien  hineinpassen  müssen. 
Dieses  Schema  ist  nicht  eindeutig;  bei  6r43  könnte  man  z.  B. 
setzen : 

(p)      vodzOjGom  (/?i=2,4),         (5)    vydz  6, 3o  d=  0,60/1    (/i  =  i,3), 


wobei  nun  die  iDeobachteten  Linien  und  nur  diese  dargestellt  wer- 
den. 

Bei  den  Satelliten  der  ersten  Nebenserie  von  Hg  und  ihren 
Homologen  ergeben  sich  ebenfalls  (*)  hohe  Zahlen  bei  Anwendung 
des  Rationalitätsgesetzes: 

3663,5  (R.  bis  8): 

(p)      vo±  0,24  m  (m  =  2,  4)?         (s)     Vo±:  1,36  ±:  o, '28/71  (/?!=  I,  3). 

3663,0  (R,  bis  5): 

(p)      Vü=t  i,iom  (m  =  o,  i),         (s)     Vozt  1,66  dz  i,io/i    (/i  =  o,  1). 

365o  (R.  bis  7): 

(p)      vo±:o,34/?i   (m  =  i),  (s)     vo±  1,28  =h  0,34"?- (???•  =  o). 

3i32,  o  (R.  bis  3) : 
(p)      vo=iio,6o;?z  (7?i  =  o,  i),         (s)     Voiii  i,io  d=  o,6om  (w  =  o,  r). 

3i25,8(R.  bis  16): 

{p)      vo ±0,38 771  (/?i  =  i;,  (s)     Vo±  i,!>.o  it  0,38/1    (71  =  0,  r). 

2967,4: 

(p)      Vo±:o,6o/?2   (771  =  0,  i),         (s)     Vo±:  0,60  dz  0,60 /i    (n  =  o). 

Die  neue  Darstellung  dürfte  also  den  Vorzug  der  Einfachheit 
beanspruchen,  und  man  wird,  auch  abgesehen  von  der  hier  vor- 
getragenen Theorie,  die  Möglichkeit  einer  Erklärung  der  Erschei- 
nung als  naheliegender  betrachten,  wenn,  wie  es  hier  geschieht^ 
das  Problem  in  zwei  andere  zerlegt  wird  :  erstens,  die  Formeln  (16) 
zu  begründen^  wobei  m,  n  klein  bleiben;  zweitens,  die  häufig  auf- 
tretenden rationalen  Verhältnisse  zwischen  o)^  undw,  insbesondere 
die  Formel  oj'  =  Vielfaches  von  o),  aus  speziellen  Annahmen  über 
die  Bewegung  abzuleiten.  Die  Frage,  ob  wyto  =  rationale  Zahl 
eine  allgemeine  Regel  darstellt,  d.  h.  ob  die  Bewegung  stets  eine 
periodische  ist,  für  welche  alle  Punkte  sich  in  geschlossenen  Bah- 
nen bewegen,    ist  ein  Wahrscheinlichkeitsproblem,    für   dessen 

(^)  C,  Runge,  loc.  cit.  —  C.  Runge  und  F.  Paschen,  ^erZmer  j&er.,  1902. 


sichere  Lösung-  noch  weitere  genaue  Messungen  abzuwarten  sind. 
Die  von  Hrn.  Runge  {loc,  cit,)  angestellten  Wahrscheinlichkeits- 
betrachtungen  werden  ungültig,  wenn  man  von  vornherein  für  die 
Linien  das  Gesetz  (i6)  annimmt,  statt  eine  willkürliche  Verteilung 
vorauszusetzen. 

Als  Beispiel  behandeln  wir  zunächst  den  Ansatz 

cosSr  =  acosw^H-^sintaZ,         <{;  =  w^-i-a  cosw^  -f-  ß  slnwif, 

also  0)^=:  to  unter  der  Annahme,  dass  die  Grössen  zweiten  Grades 
in  aß,  ab^  vernachlässigt  werden  dürfen.    Da  hier 

so  wird  oib —  ßa  höchstens  =:-j^  etwa  sein  dürfen,  damit  feine 
Linien  v  -j-  £,  v  —  £  im  mittleren  Teil  des  Spektrums  nicht  mehr 
zu  trennen  seien. 

Es  ergibt  sich  in  dieser  Annäherung,  wenn  abkürzend  Ä"=:  eH/co/rzc 
gesetzt  wird^ 

sinSr  =  I,  Q  =-4-  (/.•  —  i)( —  a  sinco^-f-  /;  coscojJ)  -HVü(it  —  t^^), 

cosd/  =  cosoj^  —  (a  cosw^-h  ß  sinco  Z)  sinw  t^ 
sint];  =  sin  tu  ^  -f~  (a  cosco^  -4-  ß  slnoj^)  costo/. 

Es  ergeben  sicli  somit  durch  Einsetzen  in  (ii)  die  folgenden 
Linien  : 

Parallel  H  schwingend: 

vo(Intens.  =  i);         vo±:w,         Intens.  = 

1  H  schwingend  : 

vodz  <o,         Intens.  =  -; 

4 

voH-203,  Intens.  =      --^ ~- ^     -h     -^ r^ ' 

Vo  —  2to,         Intens.  = -r- 

Der  Drehungssinn  von  voH- 03,  Vo  +  2to  ist  entgegengesetzt  dem- 
jenigen von  Vo  —  CO;,  Vo—  ao).  Die  Dissymmetrie  der  Intensitäten 
wird  aufgehoben,  wenn  man,  wie  oben  auseinandergesetzt,  ent- 
gegengesetzte Lagen  von  Hq,  d.  h.  entgegengesetzte  Vorzeichen 
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von  COS  3,  a,  b  als  gleich  mögiich,  und  in  der  Lichtquelle  gleich 
häufig  vorkommend,  betrachtet,  so  dass  zu  den  angeschriebenen 
Werten  der  Intensitäten  noch  weitere  ebensolche  Ausdrücke  hinzu- 
kommen, in  welchen  a,  b  durch  —  a,  —  b  ersetzt  sind. 

Es  ergibt  sich  also  ein  Qaintuplett  äquidistanter  Linien^  bei 
welchem  die  parallel  und  senkrecht  schwingenden  Komponenten 
zum  Teil  aufeinanderf allen.  Sind  a,  b  bedeutend  kleiner  als  a,  j3, 
so  verschwinden  die  seitlichen  Parallelkomponenten. 

Die  Intensität  der  äussersten  Linien  ist  bedeutend  kleiner  als  die 
der  mittleren. 

Wird  derselbe  Ansatz  gemacht,  aber  (0^=  3to  statt  oj^=  w  ge- 
setzt, so  ergibt  sich  ein  Nonett  äquidistanter  Linien^  wie  es  von 
Runge  und  Paschen  in  der  zweiten  Nebenserie  beobachtet  ist 
(Hg  5461^  3342  und  Plomoioge);,  wobei  die  äussersten  Linien  am 
schwächsten  sind: 

(jd)       VoZt  /?ICÜ    (/?Z  =  O,   i),  (5)       Vq  dz  3  tO  Zt  71  CO    (  71  =  O,  l). 

Bei  der  Rechnung  sind  Glieder  zweiten  Grades  vernachlässigt 
worden.  Dieselben  würden  zunächst  die  Intensitätsverhältnisse 
der  erhaltenen  Linien  etwas  beeinflusst  haben;  doch  sind  dieselben 
so  unsicher  beobachtet,  dass  diese  Korrektion  ganz  bedeutungslos 
ist.  Fernerwerden  neue  Linien  eingeführt,  deren  Intensitäten  von 
der  Ordnung  (a  ±:  ^/4)"S  (^  =t  ß/4)''  sind.  Wählt  man  also  für  a, 
6,  a,  ß  Zahlen  von  der  Ordnung  |,  wobei  k  mit  i  vergleichbar  sei; 
so  ist  die  Intensität  der  äussersten  Linien  etwa  ^  bis  -^  der  mitt- 
leren, oder  noch  weniger,  die  der  bei  exakter  Berechnung  neu 
hinzukommenden  :—;-  bis  -—j  oder  noch  geringer;  dieselben  würden 
sich  also  in  den  meisten  Fällen  der  Beobachtung  entziehen,  da 
selbst  bei  längerer  Exposition  die  viel  grössere  Intensität  der  Zen- 
trallinien die  Beobachtung  sehr  erschwert. 

Ein  weiterer  einfacher,  wenn  auch  ziemlich  allgemeiner  Fall  ist 
der,  dass  d'hjdt  =  konst.^  und  zwar  (^) 

ät  ~  mc  ~ 


(^)  Die  Ebene  (HIJo)  dreht  sich  also  um  H  mit  der  konstanten  Winkelgeschwin- 

ell 

digkcit und  in  demselben   Sinne,  wie  freie  Elektronen  im   Felde  H:   dabei 

führt  aber  H„  in  dieser  Ebene  noch  pendelartige  Schwingungen  aus. 
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Dann  reduziert  sich  Q  auf  v^{t  —  ^o).  und  es  ergibt  sich,  falls  ab- 
kürzend /o  =  o  gesetzt  wird : 
Parallel  II :         ^  =  sin  v^t  sin  S", 

TT      (  ^  =  cosvq?  cosco'jf  —  cosSisinvoif  sinoj'^, 
(  y  =  cosvoi  sinco'i-l-cos2rsinvoJf  cosco'^. 

Hierin  ist  nun  für  2;  eine  beliebige  periodische  Funktion  einzu- 
setzen.   Sei  sehr  annähernd 

sin3-  =  Asina)(if— fo),         |  A|  <i, 

SO  ergibt  sich  für  positives  Vorzeichen  von  cos  2r  =  y/i  —  sin-2r: 

Parallel  H : 

A- 
vo=hco,         Intens.  =  — ; 
4 
Senkrecht  II  : 

vo-i-w,         Intens.  =    I ; ]    • 

\  8  128        / 

Vq  —  CO  ,         Intens.  = 1 h . 

\  8  1-28 

Vozt  2 CO  ii=  CO  ,         Intens.  =  ( i 

Für  negative  Vorzeichen  von  cos.^  werden  die  Parallelkomponen- 
ten nicht  geändert  in  ihrer  Intensität  und  Lage ;  die  Intensitäten 
vonvo-f-w',  Vo  —  0)^  vertauschen  sich  aber.  Da  umgekehrte  Vor- 
zeichen von  cos  .2r,  d.  h.  von  Ho^  verschiedenen  Molekülen  ent- 
sprechen ^  und  keine  Phasenrelation  zwischen  solchen  besteht, 
addieren  sich  die  Intensitäten  und  man  erhält: 

Parallel : 

A2 


vo±:  o),     Intens.  =  — 


Senkrecht: 


Vo=n  CO  ,      Intens.  =([——-+-...)  -f-f-— -H...J  ; 

/A2  \2 

vozb  2C0  =h  co',     Intens.  =  9J—r  H-.  ••)  . 


Für  A=  I  sind  die  Intensitäten  also 

o,iS(p),     0,87(5)    und    o,ooo3 


Die  letztere  Linie  ist  nicht  wahrzunehmen^  so  dass  ein  Quad 
plett  resultiert. 

Für  A  ~  I  ergibt  sich  : 

Intens.  (/?)     o,38;        {s)    0,80;         {s)     o,oo5. 

Hier  könnte  längere  Exposition  ein  Oktett  ergeben. 

Es  müssten  also,  wie  man  sieht,  die  Fourierschen  Reihen 
cos  2r  recht  langsam  konvergieren_,  um  noch  kompliziertere  5 
legungen  zu  ergeben. 

Für  A=  I  ergibt  sich  ein  neues  Oktett: 

(p)     vozfcto,  (s)     vo±:(.o',  (s)     Vo±:w'dzcu. 

Zwischen  03^  und  o)  soll,  nach  Voraussetzung,  eini^ationales  A 
hältnis  bestehen.  Sei  zunächst  A=-|  ungefähr,  und  03^=  to. 
ergibt  sich  ein  Dublett  mit  koinzidierenden  Parallel-  und  Pe; 
Komponenten  [Hg  2536,  72  nach  Runge  und  Paschen,  und  \ 
von  Purvis  untersuchte  Linien,  z.  B.  Vanadium  (^)  3885, 
3876,25;  3566,32  usw.;  Ruthenium  (-)  4584,7;  i^"]^."]  usw.] 

Für  co^=  2C0  ergibt  sich  das  Quadruplett  der  Linie  D(. 

Für  to'=3o>,  A  -vergleichbar  mit -j,  reduziert  sich  das  0\< 
auf  das  Sextett  der  Linie  Do. 

Mit  den  beiden  (/?)-Komponenten  koinzidieren  zwei  {s)-lL< 
ponenten,  die  aber  wesentlich  schwächer  sind,  und  vielleicht  ( 
halb  nicht  beobachtet.  Im  übrigen  sind  die  quantitativen  Verh 
nisse  die  von  Runge  und  Paschen  beobachteten.  Bei  Do 
man  co  halb  so  gross  zu  wählen  wie  bei  Di,  oder  besser  bei  Dj 
zusetzen 

sinSr  =  A  sin2cu(^ — ^o)         statt         A  sin  co(^ -- ifo). 

Die  beiden  D-Linien  würden  bei  dieser  Auffassung  zu  einer 
derselben   Grundperiode  gehören.    Der  Wert  elmc  =  cüYH, 
sich  für  das  schwingende  Teilchen  ergibt,  beträgt  allerdings  n 
des  KathodenstrahUvertes  i;88,io'.   Allgemein  übersteigt  a 
in  keinem  bisher  beobachteten  Fall  den  KathodenstrakUvi 
bei  den  sehr  weiten  Tripletts  Zn  4680  und  ihren  Homologen 


(^)  Purvis,  Trans.  Camhr.  Phil.  Soc,  t.  XX,   1906,  p.  210. 
CO  Purvis,  Proc.  Cambr.  Phil.  Soc,  t.  xil£,  1906,  p.  35i. 
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Hg  USW.  ist  nach  den  neuesLen  absoluten  Messungen  von  P.  Weiss 
und  A.  Colton  (*),  sowie  nach  A..  Stettenheimer  (^)  to'jE^ 
1^78.  10^;  der  K.athodenstrahlwert  wird  nicht  ganz  erreicht.  Für 
dasselbe  Triplett  ergibt  sich  dagegen  nach  Lorentz'  Theorie 
ß//;ic  =  3,56.  10^  und  es  gilt  der  Satz:  für  kein  Triplett  ist  ^/mc 
grosser  als  dass  Dopj)eite  des  Kathodenstrahlwertes.  Von  kompli- 
zierteren Zerlegungen  muss  ich  dabei  absehen,  da  eine  Theorie 
derselben  nicht  vorliegt,  ausser  in  den  von  Robb  ('*)  behandelten 
Fällen  (Nonett  usw.);  hier  gilt  derselbe  Satz:  für  das  Nonett  ist 
e//ncr=  Doppelter  Kathodenstrahlwert. 

Ich  halte  die  Aussage  ^//nc^  K.athodenstrahlwert,  in  welcher 
die  Annahme  magnetischer  (und  nicht  elastischer!)  Molekular- 
kräfte eine  ivcsenCtiche  Rolle  spielt,  für  bedeutend  einfacher  und 
plausil)ler  als  die  Aussage^  es  kcinne  ejnic  sowohl  kleinere  als 
gr()ssere  Werte  wie  i ,  88 .  i  o'  annehmen^  jedoch  über  das  Doppelte 
dieses  Betrages  nicht  hinausgehen,  und  glaube  hierin  eine  nicht 
unwesentliche  Stütze  der  gemachten  Grundhjpothese  erblicken 
zu  dürfen. 

Es  kann  aber  auch  lö'  -=^  l\^J2  gesetzt  werden;  dann  erscheint  ein 
inverses  Qaadruplett^  in  welchem  die  (^s)-)Lom\)onQXilei\z^vischen 
den  (/?)-lvomponenten  liegen. 

Ist  endlich  tü'=  co/zi  bedeutend  kleiner  als  co,  so  ergibt  sich  das 
iiwerse  Tripletl^  welches,  wie  das  inverse  (^uadruplett,  von  Bec- 
querel  und  Deslandres  (/')  iui  Spektrum  von  Fe  zuerst  beobachtet 
wurde:  die  seitlichen  FLoniponenten  sind  (/j)^  die  zentralen  (5). 

Dem  Ansatz 

sinS"  =  a -+- 6  siii(Jü(^  ~  ^'),         |a|<i,         |6|<i 

entspricht  die  Zerlegung  In  drei  (/>')-Komponenten  Vo;  Voit  cd;  die 
(^^-Komponenten,  deren  Intensitäten  je  nach  den  Werten  von  a 
und  b  sehr  verschieden  sein  können,  sind 

Sind  rt,  h  von  der  Grösse  f  etwa,  und  istco^=  to,  so  erhält  man  ein 

(^)  P.  Weiss  und  A.  Cotton,  Journ.  de  Phys.,  Juni  1907. 

(-)  A.  STiiTTENHKiMKR,  Itiaug .-Dlss.,  Tübingen,  1907. 

(•*)  A.-A.  Robb,  Inaug.-Diss.,  Göttin  gen,  i(.p\. 

C*)  M.  Becquerei.  et  H.  Deslandres,  Comptes  rendus,  t.  GXKVII,  1898,  p.  18. 
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Trlplett^  wie  es  Rnnge  and  Paschen  in  der  ersten  Nebenserie 
von  Mg-,  Ca,  Sr,  Hg- (hierin  2967,3;-;  2534,  89)  beobachleL  haben, 
in^velchem  drei  (/>)-K.omponenten,  und,  mit  den  zwei  äusseren 
koinzidierend;  zwei  (5)-Komponenten  erscheinen. 

Diese  Beispiele,  die  sich  leicht  vermehren  Hessen,  mögen  ge- 
nügen, um  zu  zeig-en,  dass  die  Theorie  in  der  Tat  eine  grosse  An- 
zahl charakteristischer,  anomaler  Zeemaneffekte  quanlitativ  richtig 
darstellt.  Zu  den  bisherigen  Betrachtungen  kommt  aber  noch  ein 
neues  Moment  hinzu.  Verändert  man  bei  gleich  bleibender  Be- 
wegung des  Moleküls  und  somit  gleichem  to  die  Stellung  von  Ho 
im  Molekül,  so  bleibt  das  Schema  der  Linien  v  dz  mco  usw.  un- 
verändert;,  die  Intensitäten  aber  ändern  sich.  Beschreiben  wir  die 
Bewegung-  des  Moleküls  mittels  der  drei  Eulerschen  Winkel  (^  )  cp, 
^j  A,  wobei  die  erste  Lage  von  Ho  als  s-Achse  des  bewegten  Ko- 
ordinatensystems gelte,  so  dass  2r,  i  mit  den  bisher  so  bezeichneten 
Winkeln  zusammenfallen.  Seien  .So,  'f  0  die  in  bezug  auf  dies  be- 
wegte System  unveränderliche  Polarkoordinaten  der  neuen  Rich- 
tung von  Ho  (^),  und  endlich  .2r',  <^'  die  Winkel  von  H«^  mit  dem 
festen  System,  die  den  früheren  .5,  i  entsprechen,  und  die  nun- 
mehr statt  Sr,  J;  in  die  Formeln  (i  i)  einzutragen  sind.    Dann  ist 

cosSr'  =  sinS"  sin  3*0  cos(cp  —  cpo)  -*-  cosä"  cosS"», 

sinv}^'  =  gi^cy/  [—  -^'1^'%  cos4>sin(o— .(po) 

—  sin^To  cos2r  sind;  cos(cp  —  cpo)  -f-  cos 2^0  sinS"  sini};], 

0054^'=  —. — ^  [sinSTo  sin  d/ sin(cp  —  cpß) 

—  sitiS"o  cos 5"  cosy  cos(cp  —  90)  ^--  cosiJo  sinS"  cos<|^J. 

Mithin  ist  2r'  von  to^  unabhänai"-,  und  sin  'V,  cos  ii'  sind  wie  sin  d», 
cos  i{/  lineare  Funktionen  von  cos  co^  Z,  sin  co' ^,  womit  unsere  Be- 
hauptung bewiesen  ist. 

Falls  nun  dem  Atom,  wie  einem  Kristall,  unter  Umständen  ge- 
wisse Symmetrien  zukommen,  so  werden  sich  die  Eiern enLarmag- 
nete  bei  verschiedenen  Molekülen  an  verschiedenen  Stellen  ansetzen 


(1)  Vgl.  z.  B.  F.  Kle[n  und  A.  Sommerfeld,  Theorie  des  Kreisels,  1. 1,  Leipzig, 
1897,  p.  17. 

(^)  So  dass  sin  Sr  sin  9,  sinSrcoscp,  cos^  die  Hichtungskosinusse  von  H'o  in  bezug 
auf  die  bewegten  Achsen  sind. 
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küimeii.  Rotieren  etwa  alle  Moleküle  um  ihre  grösste  Haupt- 
Lräglieltsaclise,  so  dass  dijjdt,  S  konstant  sind,  so  entsprechen 
den  verschiedenen  Ansatzstellen  zwar  dasselbe  w'^  aber  im  all- 
o-emeinen  verschiedene  S,  und  die  magnetische  Zerlegung  einer 
Linie  der  entsprechenden  Serie  erscheint  als  die  Superposition 
dieser  Einzelzerlegungen. 

Wichtig-  ist,  dass,  von  einzelnen  Fällen,  wie  z.  B.  das  Triplett, 
abgesehen^  im  allgemeinen  sich  eine  theoretiscli  unendliche  Anzahl 
von  Komponenten  ergibt,  deren  Intensitäten  aber  mehr  oder  weni- 
ger rapid  abnehmen,  so  dass  eine  verhältnismässig  einfache  Zer- 
legung sich  ergibt.  Die  Beobachtung-  bestätigt  in  der  Tat  in  vielen 
Fällen^  dass  bei  komplexen  Zerlegungen  einzelne  Komponenten, 
hesonders  dieäussersten,  schwach  sind  ('),  so  dass  man  den  Eindruck 
erhält,  dass  die  Linie  sehr  wohl  in  ein  ganzes  Spektrum  zerlegt 
sein  k/innte,  von  welchem  nur  die  eine  gewisse  Minimalintensität 
besitzenden  Linien  wahrgenommen  werden.  Dies  ist  wohl  ins- 
besondere auch  der  Fall  bei  der  von  Lohmann  [loc.  cit.)  gefundenen 
Zerlegung"  in  i5  Komponenten,  vou  denen  je  fünf  äquidistant  sind, 
und  deren  Erklärung  auf  Grund  der  Theorie  der  komplexen  Elek- 
tronen^ wenn  sie  überhaupt  möglich^  ein  sehr  kompliziertes  Bild 
erfordern  uiüsste.  In  der  hier  vorgetragenen  Theorie  entspricht 
sie  einer  etwas  langsameren  Konvergenz  der  Fourier-Reihen; 
wobei  aber  doch  die  Ordnungszahlen  m  =  0,  m  =  i,  m  =  2  allein 
in  Betracht  kommen,  und  to' =  60)  ist  (angenähert).  Längere  Ex- 
position könnte  daher  wohl  in  vielen  Fällen  neue,  scliwache  Linien 
zum  Vorschein  bringen.  Bei  weniger  scharfen  Linien  würde 
—  was  vielfach  beobachtet  wird  —  eine  mehr  oder  weniger  did'use, 
nach  den  Rändern  hin  abschattierle  Erscheinung'  sich  zeigen,  deren 
Auflr)suug-  nicht  mehr  gelingt. 

Die  Beurteilung  der  Litensitäten  ist  sehr  unsicher  und  wird  noch 
dadurch  erschwert,  dass,  wie  Hr.  Zeeman  (-)  neuerdings  g-ezeigt 
hat,  das  ReOexionsvermr)gen  der  Gitter  für  verschieden  polarisier- 
tes Licht  selir  verschieden  sein  kann.    Die  Anwesenheit  von  Tra- 


(^)  Bei  komplizierten  Trennungen  beobachtete  Hr.  Lolimann  [loc.  cit.),  wie  er 
selbst  angibt,  immer  einige  sehr  schwache  Linien.  Vgl.  die  photogr.  Reproduk- 
tionen bei  Lohiriann,  insbesondere  Fig.  3  und  4  (Nunctt  und  Sextett),  und  bei 
HuNGE  und  Paschen,  Abh.  d.  Berliner  Akad.^  1902. 

(■-)  P.  Zeeman,   Versl.  Amsterdam,  Dez,  1907. 


banten  kann  eine  bedeutende  Unsichei'heit  auch  der  Wellenzahlen, 
und  selbst  eine  scheinbare  Disjmmetrie  im  Felde  hervorrufen, 
besonders  wegen  des  Unistandes,  dass  ihre  relative  Intensität  im 
Feld  sich  oft  sehr  verändert  ('),  so  dass  einigwj  Linien  ganz  ver- 
schwinden, während  dafür  Linien  erscheinen  (-),  die  vorher  nicht 
wahrnehmbar  waren. 

Ich  muss  es  daher  dahingestellt  sein  lassen,  oh  die  entwickelte 
Theorie  in  jeder  Hinsicht  zur  Darstellung  der  Beobachtungen  sich 
eignet.  Doch  zeigen  die  vorangehenden  Entwickelungen,  wie  ich 
glaube,  dass  die  Annalime,  es  sei  ein  Mo/ekularfeld  11,)  —  ^^oii 
starren  Bedingungen  —  abgesehen  die  einzige  treibende  Kraft ^ 
welche  auf  die  die  Serienspektren  erzeugenden  scJuvingenden 
Teilchen  wirkt ^  in  wesentlich  höherem  Masse  als  die  Lorentz- 
sehe  Hypothese  der  Ionen  geeignet  ist  die  Erscheinungen  des 
Zee matte Jfektes  in  ihrer  grossen  Mannigfaltigkeit  und  ihren 
charakteristischen  Merkmalen  darzustellen^  wobei  von  Wich- 
tigkeit ist^  dass  sie  sich  auch  bei  der  Erklärung  der  Serien- 
gesetze bewährt  —  ein  Problem,  welches  von  der  Lorentzschen 
Theorie  ganz  unberührt  geblieben  ist. 

Damit  wäre  zunächst  die  Frage  nach  der  Ursache  der  anormalen 
ZeemaiiefTekte  auf  die  einfachere  reduziert,  die  angenommenen 
periodischen  Bewegungen  des  Moleküls  im  Felde  zu  erklären. 
Hierbei  spielen  aber  eine  wesentliche  Rolle  die  ganz  unbekannten 
Faktoren:  Struktur  des  Atoms^  Verteilung  seiner  Ladung,  innere 
Bewegungen  (wie  z.  ß.  die  die  molekularen  Magnetfehler  erzeu- 
genden sehr  grossen  Drehgeschwindigkeiten  elektrischer  La- 
dungen), endlich  elektromagnetische  Trägheitsreaktionen.  Viel- 
leicht hat  man  also  eher  aus  dem  ZeemanelFekt  auf  diese  Faktoren 
zu  schliessen.  Von  der  Lösung  der  Aufgabe,  jeder  einzelnen  Serie 
ihren  bestimmten  ZeemanelFekt  zuzuerleilen,  muss  die  Theorie  Im 
gegenwärtigen  Stand  unserer  Kenntnis  der  Atome  wohl  absehen. 
Doch  ist  es  wichtig  wenigstens  zu  zeigen,  dass  prinzipielle  Schwie- 
rigkeiten den  gemachten  Annahmen  über  die  Molekularbevvegung 
im  magnetischen  Feld  nicht  entgegenstehen. 


(^)  Vj;l.  insbesüiidere  W   llkwnix^^,  Jnaug.-Dlss.,   Halle,  h)07. 
(-)  Hierher  gehört  vermuLlich  die  von  Runge   und   Pascheu  {toc.  cä.)   bei   der 
Linie  Hg  2586,72  erwähiUe  Erscheinung. 
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Es  ist  zunächst  zu  beachten,  dass  die  Molekularstüssc  In  der 
Lichtquelle,  in  Abwesenheit  eines  magnetischen  Feldes,  keine  mit 
den  hier  in  Betracht  kommenden  vergleichbare  Rotationsgeschwin- 
digkeit hervorbringen,  worauf  Lord  Rayleigh  hingewiesen  hat; 
es  würden  sonst  die  Linien  sämtlich  ditlus,  da  innerhalb  gewisser 
Grenzen  alle  Rotationsgeschwindigkeiten  nK'iglich  sein  müssten. 
Hinfällig  wird  der  Schluss  nur,  wenn  man,  wie  dies  in  der  Lo- 
rentzscben  Eleinentartheorie  des  Zeemanefiekles  angenommen 
wird,  für  die  auf  ein  schwingendes  Teilchen  wirkenden  Kräfte 
volhtäiiflige  K.ugelsymmetrie  annimmt,  und  zwar  für  alle  emit- 
tierten Linien;  eine  Annahme,  die  recht  unwahrscheinlich  ist. 
Die  besondere  Schärfe  der  Quecksilherllnien  (zu  denen  jelzt  noch 
Neon-  und  Heliumlinien  zuzufügen  sind)  wird  darauf  zurückge- 
führt^ dass  bei  einatomigen  Gasen  nach  der  kinetischen  Theorie 
keine  Rotationsenergie  bestehen  soll. 

Ferner  erfordert  die  von  Runge  und  Paschen  wenigstens  sehr 
angenähert  konstatierte  Unveränderlichkeit  der  Zerlegung  inner- 
halb einer  Serie,  dass  die  Hlnzufügung  neuer  Elementarmagnete 
ohne  merklichen  Elnfluss  auf  die  Bewegung  des  Moleküls  bleibe. 
Mail  wird  also  wohl  die  magnetische  Polarisation  des  Moleküls  von 
der  Betrachtung  ausschliessen  können. 

Trägt  das  Molekül  elektrische  Ladungen —  wobei  seine  Gesamt- 
ladiing,  und  daher  sein  Doppleretl'ekt  in  den  Kanalstrahlen,  null 
sein  k()nnen  —  so  wird  das  Magnetfeld  die  Bewegung  beeinflussen. 
Allein,  da  die  magnetische  Kraft  bekanntlich  bei  reibungslos  be- 
wegten Ladungen  keine  Arbeit  leistet,  bleibt  die  Energie  der  Ro- 
tation des  Moleküls  um  seinen  Schwerpunkt  im  grossen  ganzen 
dieselbe  wie  vorher,  und  es  kann  keine  Zerlegung  der  Linien  er- 
folgen. 

Diesem  Einwand  kann  man  durch  folgende  Ueberlegung  be- 
gegnen. In  allen  für  Spektraluntersuchungen  dieser  Art  benutzten 
Lichtquellen  bewegte  sich  eine  grosse  Anzahl  freier  Elektronen, 
welche  im  Magnetfeld  wSchraubenlinien  mit  einer  and  derselben 
Drehgescfiivinäigkeit  co  =  etlj nie  durchlaufen.  Dass  diese  Ver- 
änderung ihrer  Bewegung  auf  die  Intensität  der  l^inien  von  Einfluss 
ist,  wurde  ol)en  bemerkt;  es  liegt  die  Annahme  nahe  genug,  dass 
sie  den  Molekülen  nun  wesentlich  grössere  Rotationsgeschwindig- 
keiten beizubringen  vermögen,  als  wenn  sie  sich  in  geradlinigen 
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Bahnen  bewegen.  Da  der  a  Stoss  »  eines  Elektrons  auf  ein  Molekül 
ein  recht  schwieriger  Begriff  ist,  wird  man  wohl  besser  von  eh-Ii- 
tromagnetischen  Impulsen  bei  grosser  Annäherung,  ohne  Be- 
rührung, reden;  dann  ist  für  die  Energieübertragung  von  den 
freien  Elektronen  auf  die  Moleküle  die  Ladung  derselben  und  die 
Verteilung  dieser  Ladung  massgebend.  Bei  Bandenspektren  scheint 
nach  den  l3lsherigen  Untersuchungen  keine  Ladung  vorhanden  zu 
sein;  daraus  erklärt  sich,  dass  kein  Zeemaneilekt  der  betrachteten 
Art  bei  ihnen  eintritt. 

Betrachten  wir  zunächst  das  Molekül  als  einen  starren  K.<)rper, 
mit  welchem  die  Elementarmagnete  starr  verbunden  sind.  Die 
Bewegung  dieses  K(lrpers  im  magnetischen  Felde  gelit  nicht  kräfte- 
frei vor  sich.  Doch  erscheinen  die  Drehmomente,  die  das  l^'eld 
auf  ihn  ausübt  (*),  mit  einem  Faktor  von  der  Form  Eil/AC  niuUi- 
püziert,  woA  einTi^ägheitsmoment  in  bezog  auf  den  Sclu\er|)unkl 
ist,  und  E  eine  ebenso  mit  den  elektrischen  Ladungen  an  vStellc 
träger  Massen  gebildete  Grösse  bedeutet.  Bei  homogener  Ladung 
ergibt  sich  also  die  Grössenordnung  eHjMc  (e  gleich  Ladung  des 

Alterns,  M  seine  Masse).  Daabere/Mc  hr)chslensy™nT^'^'^^^^^^^^^^'^^^"" 
strahlwertes  beträgt^  so  sind  die  dui-ch  diese  Drehmomente  hervor- 
gerufenen Oszillationen  viel  langsamer  als  die  zur  Erklärung  des 
Zeemaneffektes  herangezogenen  (-).  Betrachten  wir  also  zunächst 
die  Bewegung  als  kräftefrei;  es  ist  bekannt,  dass  die  hitegration, 
in  diesem  Falle  wie  auch  beim  schweren  Kreisel,  beim  Pendel  usw., 
auf  eine  Darstellung  der  Eulerschen  Winkel  durch  eilipliscbe 
Funktionen  führt.  Die  Fourierschen  Entwicke hingen  der  Funk- 
tionen sncc,  c/fx,  (lax  sind  von  Jacobi  (-')  gegeben  tirui  konver- 
gieren in  den  meisten  Fällen  so  rasch,  dass  nur  die  beiden  ersten 
Glieder  in  Betracht  kommen.  Die  Bewegung  hat  also  den  voraus- 
gesetzten Charakter;  im  allgemeinen  ist  sie  allerdings  nicht  perio- 
disch, sondern  es  sind  co,  co^  beliebig  und  hängen  von  den  Inte- 
grationskonstanten  ab.     Dies   ist  im  allgemeinen    bei   ähnliciien 


(M  Dieselben  sind,  unter  der  speziellen  VorausscL/.ung  homogener  Ludung,  von 
W.  Voigt  gegeben  {Ana.  cL  Phys.,  t.  IX,  1900,  p.  ii5). 

(-)  Zwingend  ist  der  Schluss  allerdings  nichi,  da  für  das  ZusLandekommen 
einer  Wirkung  genügen  würde,  dass  ein  TrägheiLsrnoment  bedeutend  kleiner  als 
ilie  andecn  sei,  oder  dass  die  Elementarmagnete  im  Atom  beweglich  seien. 

{')  G.-C.-J.  Jacobi,  Fundamenta  nova,  §  39,  Formeln  (19),  (im),  (2')). 


Problemen  der  Fall,  und  es  würde  hierin  ein  wichtiger  Einwand 
Hegen,  wenn  man  diese  Konstanten  w^irkllch  als  willkürlich  be- 
tracliten  könnte.  Dies  ist  jedoch  niclu  der  Fall.  Denn  da  die  Be~. 
wegLing-  durch  die  Rotation  der  Elektronen  um  Achse  FI  hervor- 
gebracht wird,  und  andere  Elektronenbewegungen  keine  merklichen 
Drehgeschwindigkeiten  horvorzubringen  imstande  sind,  wird  die 
bei  freier  Bewegung-  im  Raum  unveränderliche  Richtung  des 
Flächenvektors  parallel  H  liegen  müssen,  und  die  ebenfalls  un- 
veränderliche Komponente  der  Instantanrotalion  in  Richtung-  des 
Flächenvektors  gleich  derElektronenrotationo;=:  eH/ mczii  setzen 
sein.  Es  bleibt  dann  nur  noch  die  Grösse  der  Rotationsenergie  des 
Moleküls  willkürlich.  Unter  Berücksichtigung  der  schon  ange- 
gebenen Bedingungen  dürfte  dieselbe  sehr  wahrscheinlich  einem 
Maximum-  oder  Miniuiumwert  zustreben  —  schon  aus  Stabilitäts- 
gründen —  d.  h.  eine  der  Hauptträgheitsachsen  wird  bestrebt  sein, 
sich  in  die  Richtung-  von  H  zu  legen,  so  dass  schliesslich  eine 
gleichf(>rinige  Rotation  um  diese  Achse  bei  der  grossen  Mehrzahl 
der  Moleküle  resultiert.  Der  Winkel  von  Ho  gegen  diese  Achse, 
und  somit  gegen  H,  hat  dabei  einen  durch  die  Molekularstruktur 
beslimmten,  unveränderlicdien  Wert  .^o  5  besitzt  das  Molekül  Sym- 
metrien, so  sind  mehrere  Werte  von  !E7o  mr)glich.  Auch  d'hjdt  hat 
nach  Voraussetzung  den  unveränderlichen  Wert  u^^  =  eü j mc . 
Wir  haben  diesen  Fall  oben  behandelt;  es  entspricht  ihm  insbeson- 
dere, für  ^  =  (jo^\  das  Triplett  Zn  4Ö80  und  die  Homologen  bei 
Hg,  Cd,  usw. 

Docli  ist  diese  Bewegung  ein  viel  zu  spezieller  Fall  des  allge- 
meinen Ansatzes,  um  zur  Beschreibung  der  Erscheinungen  aus- 
zureichen. Sie  sollte  uns  nur  als  Beispiel  dienen  zur  Festlegung 
scheinbar  willkürlicher  Integr-ationskonstanten,  die  in  o),  co'  ein- 
gehen kr)nnen. 

Wie  nun  die  von  der  Theorie  geforderten  Bewegungen  des 
Moleküls  oder,  besser  gesagt,  der  vielleicht  im  Molekül  beweglichen 
Achse  Ho  zustande  kommen,  und  warum  sie  bei  verschiedenen 
chemisch  verwandten  Molekülen  dieselben  sind,  wie  aus  den  Unter- 
suchungen von  Runge  und  Paschen  über  die  Zerlegung  einander 
entsprechenden  Linien  im  magnetischen  Feld  hervorgeht,  muss 
ich  dahingestellt  lassen.  Dass  periodische  Bewegungen  ausge- 
zeichnet seien,    bzw.    dass   die   ihnen   entsprechenden  Anfangs- 
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bedingungen  besonders  häufig  vorkommen;  wie  wir  angenommen 
haben,  wird  man  wohl  als  plausibel  betrachten  können,  da  hierbei 
jeder  Punkt  eine  geschlossene  Bahn  durchläuft,  im  Gegensatz  zu 
allgemeinen  Bewegungen,  wo  w^,  co  zueinander-  inkommensurabel 
sind. 

In  dieser  Darstellung  bildet  also  der  Zeemaneflekt  für  die  Rota- 
tionsbewegung des  Moleküls,  wie  das  Ohr  für  die  Luftschwingungen, 
gewissermassen  einen  harmonischen  Analysator, 

Tübingen,  Januar  1908. 


YIII. 

ÜBER  DIE  SPEKTREN  DER  ALKALIEN. 

BEMERKUNGEN  ZU  DER  ARBEIT  DES  HERRN  C.  RUNGE  C), 


Physikalische  Zeitschrift^  9.  Jahrgang-,  No.  8,   Seite  'if\\-\>.\5. 


Durch  die  pholo-phospliorographische  Methode  hat  Ilerr  A. 
Bergmaun  kürzlich  (-)  neue,  Im  Rot  und  Ultrarot  verlaufenden 
Serien  von  K,  Rh,  Cs  entdeckt.  Herr  Runge  hal  hieran  die  Be- 
merkung gekulipft,  es  ständen  die  neuen  Serien  zur  ersten  Neben- 
serie in  derselben  Beziehung  wie  die  Hauptserle  zur  zweiten 
Nehenserle,  woraus  sich  der  Nachwels  einer  zur  ersten  Nehenserle 
geh(>rigen  Hauptseri(.' ergähe.  Die  numerischen  Beziehungen,  auf 
die  Herr  Runge  diesen  Schluss  gründet,  sind  zwar  nur  roh  an- 
genähert, doch  konnte  der  Fehler  möglicherweise  an  der  bei  der 
geringen  Genauigkeit  der  Messungen  sehr  l)edeutenden  Unsicher- 
heit der  Extra|)olatIon  liegen.  A.ls  Krlteriuui  für  die  Richtigkeit 
seiner  Annahme  hel)t  Herr  Bunge  uilt  Recht  hervor,  dass  die 
Diil'erenzen  dei-  Schwingungszahlen  der  [*aare  der  neuen  Serien, 
die  nur  bei  Cs  und  auch  da  von  Herrn  Bergmann  nur  quantitativ 
sehr  unsicher  beobachtet  wurden,  nicht  konstant  sein  sollleii  (wie 
es  Herr  Bergmann  angibt),  sondern  mit  wachsender  Ordnungs- 
zahl, wie  bei  der  Hauf)tserle,  enger  zusammenrücken  müssten. 

Nun  sind  al)er  sclion  frühei'  von  Saunders  ('\)  dieselben  Cs- 
Linien  (nebst  weiteren  Ciliedern  der  Serie),  soweit  iiire  Wellen- 
länge kleiner  als  9000  ist,  photographisch   mit  dem  Konkavgitter 


beobachtet  und  gemessen  worden,  wobei  eine  vvesentlicli  hol 
Genauigkeit  erzielt  wurde.  Saunders  bemerkte  auch  il 
Seriencharakter,  bildete  aber  irrtümlicherweise  aus  ihnen  : 
Serien,  die  nun  durch  die  bekannten  Formeln  sich  nicht  darste 
liessen.  Die  Dißerenzen  der  Schvvingungszahlen  (^diese  fünfst< 
geschrieben)  sind  196;  98,5  ;  97,0  ;  98,4  ;  97,7  ;  So  (sehr  unsicli 
wozu  noch  nach  A.  Bergmann  das  erste  Ghed  mit  97,0  koir 
Damit  ist,  in  bester  Übereinstimmung  mit  A.  Bergmann 
Konstanz  der  Differenzen  der  Schvvingungszahlen  erw-iesen ; 
neue  Serie  hat  den  Charakter  einer  Nehenserie^  womit  die 
Herrn  Runge  gemachte  Annahme  hinfällig  wird. 

Durch  die  Auffindung  von  Satelliten  der  ersten  Nebenserie 
Saunders  in  der  Lage  nachzuweisen,  dass  auch  bei  Cs  das  Ge 
der  konstanten  Differenzen  streng  gültig  ist.  Für  die  schon 
kannten  Serien  ist  die  Differenz  554  ;  für  die  neue  97,0.  Man  ) 
daiier  eher  geneigt  sein,  die  neue  Nehenserie  als  eine  Vnal 
zu  den  Nebenserien  engerer  Tripletts  bzw.  Paare  von  O,  S, 
vielleicht  auch  zu  den  einfachen  Linien  von  He  zu  betrach 
Allein  auch  diese  Hypothese  ist  hinfällig.  Berechnet  man  näin 
bei  Cs  das  Linienpaar  n  =  3,  so  ergibt  sich  A  =  2,  i9|j.  und  2, 
nach  Bergmann,  wobei  die  letzte  Stelle  unsicher  ist.  Nun 
W.  J.  H.  IVIoll(')  die  infraroten  Spektren  der  Alkalien  J)is 
untersucht;  bei  Cs  fand  er  die  Linien  1,002817.  und  i,oi27[j- 
Bergmann  (die  er  allerdings  nicht  trennen  konnte)  mit  der 
tensität  90,  ebenso  das  folgende  Paar  bei  0,80p.  (Intensität 
Das  Paar  n  =  3  sollte  also  eine  grössere  Intensität  besitzen. 
Herr  Moll  findet  in  dieser  Spektralgegend  nur  zwei  scliwj 
Linien  2,08  a  (Intensität  5)  und  2,41  [J^  (Intensität  5).  Wenn  i. 
aus  der  numerischen  Abweichung  keine  sicheren  negativen  Schi 
zu  ziehen  sind,  so  ist  das  Fehlen  (-)  intensiver  Linien  von  i,4|- 
4  a  ein  hinreichender  Beweis  dafür,  dass  die  Linien  m  =  3  feh 
oder  wenigstens  sehr  schwach  sind. 

Nun  ist  die  erste  Nebenserie   von  Wasserstoff  die  Balmer; 


(^)  W.  J.  H.  Moll,  Proc.  Anist.  Acad.  Wetensck.,  26  Jan.  1907  (aus 
Inaug.-Dissert.). 

{')  Die  Linien  3,5ijj.  (InLensiiät  3o )  und  0,00  (Intensität  5o)  bilder 
Paar  n  =  3  der  ersten  Nebenserie. 
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Serie 

i  =  109675,0  (^--i:; 


in  welcher  der  Wertm=:2  singulär  wird  (X  =  oo).  Es  hat  sich 
merkwürdigerweise  bei  He('),  Zn,  Cd,  Hg(-),  Tl(^),  wo  Beobach- 
tungen vorliegen,  gezeigt,  dass  die  entsprechende  Linie  m=:2, 
für  welche  man  eine  bedeutende  Intensität  erwarten  sollte,  sicher 
fehlt.  Gleiches  gilt  für  Na  nach  den  Beobachtungen  von  Moll. 
Hier  sollte  1  =  3,24^1^-  sein;  für  m  =  3  (X  =  o,82o)  findet  Moll 
die  Intensität  Äf\o^  während  bei  3,9.4  [^  (7?i='>-)  überhaupt  keine 
Linie  liegt  und  in  der  Nähe  sich  nur  schvvache  Linien  finden. 
Existiert  aber  die  Linie  /i  =  2  nicht,  so  kann  auch  die  zugehörige 
Hauptserie,  deren  erstes  Glied  sie  ist,  nicht  wohl  existieren  (''). 

Man  wird  also  vermuten,  dass  es  sich  bei  den  von  Herrn  Berg- 
mann gefundenen  Serien  um  erste  Nebenserien  handle,  die,  dem 
Rydbergschen  Schema  entsprechend,  der  hypothetischen  Was- 
serstollserie 

analog  wären.  Damit  würde  das  Fehlen  der  Linien  für  m  =  3  sich 
einigermassen  erklären,  und  ferner  der  befremdliche  Umstand, 
dass  die  neuen  Serien  mit  wachsendem  Atomgewicht  statt,  wie 
gewöhnlich,  nach  gr()sserenX,  nach  kleineren  rücken.  Die  Grenzen 

der  Serien  sind   in  der  Tat  nach  Bergmann,    wenn  ^    fünfstellig 

geschrieben   wird, 

bei  K  :  i348'j»,     bei  Rb  :  14  344,     hei  Gs  :  16888  und   1679*2, 
und  nach  den  Rydbergschen  Anschauungen  wären  die  Serien  in 


(')  C.  RuNGK  und  F.  Pasghkn,  AUrophys.  Journ.,  Januar  1896. 
(-)  H.  Hkhmann,  fnaug.-Dlss.,  Tübingen,  1904. 

(■'')  Vgl.  Mfrgnetisc/ie  Atomfelder  und  Serienspektren;  OEiwres^  VIl,  p.  98. 

(^)  Zwar    liaben    Runge   und    Paschen    insbesondere   bei  Cu,    Ag    Linienpaare 

gefunden,  deren  magnetische  Zerlegung  und  Abstand  die  für  diese  neue  HaupLserie 
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der  Form  zu  schreiben  : 


K 


:    109675     7:^ 7-3T^  —  7 ^"TTP 

^    ^    L('^  —  <'''478.)-       (m  —  0,0081)- J 

''    "     [(:J-_o,2li9;2        (/7i  — o,oi4^)M 
Gs  :  109675    77; —  7 — -    j 

wo  <2  =  o,45i6  und  o,4443  ist. 

Man  erkennt,  dass  sowohl  in  den  ersten,  als  in  den  zweiten 
Klammern  die  Zahlen  o,  1478,  0,0081  usw.,  welche  die  Abweichung 
vom  Wasserstoffspektrum  bedingen,  mit  wachsendem  ALtomgewicht 
dem  absoluten  Werte  nach  zunehmen,  wie  es  bei  den  übrigen 
Serien  der  Alkalien  der  Fall  ist. 

Zwischen  den  Konstanten  der  neuen  Serien  und  denen  der  frülier 
bekannten  konnte  ich  keine  Beziehungen  finden.  Die  von  Herrn 
Runge  aufgestellten,  angenäherten  Relationen  sind  bedeutungs- 
los, da  sie,  wie  oben  gezeigt,  mit  den  genauen  numerischen  Werten 
der  SchwingungsdiHerenzen  nicht  vereinbar  sind. 

Zürich,   März    1908. 


IX. 
ÜBER    EIN  NEUES    GESETZ   DER    SERIENSPEKTHEN, 

(VORLÄUFIGE  MITTKILUNC;.) 
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Im  folgenden  soll  gezeigt  werden,  dass  man  aus  bekannten 
Spektralserien  eines  Elements  neue  Serien  ableiten  kann,  durch 
welche  insbesondere  fast  sämtliche  neuqrdings  von  Lenard, 
K.onen  und  Hagenbach,  Saunders,  Moll,  Bergmann  u.  a.  in  (\tTi 
ALlkalien  entdeckten  Serien  und  Linien  genau  dargestellt  werden  — 
ohne  Hinzuziehung  irgend  einer  neuen  Konstanten.  Auch  auf 
andere  Spektren,  insbesondere  He  und  die  Erdalkalien,  findet  das 
neue  Kotnblnatiorispriazip  Anwendung.  Es  ergeben  sich  nähere 
Beziehungen  zum  Atomgewicht,  als  bisher  bekannt  war,  und  die 
Gesamtheit  dieser  neuen  Relationen  erleichtert  die  Auffindung 
der  Serien  bei  Elementen,  wo  sie  noch  nicht  bekannt  sind. 

Die  von  mir  (')  aufgestellte  Serienformel  lautet  in  ihrer  zweck- 
mässigsten  Form  : 
(0  v=A- 


N  =  109675,0 

wo  V  die  auf  Vakuum  bezogene  reziproke  Wellenlänge  ist,  fünf- 
stelliggeschrieben; N  eine  universelle  Ivonstante,  m  die  Ordnun<^s- 
zahl  (-)  der  Linie,  A  die  Grenze  der  Serie,  a,  ß  Konstanten.  Für 
kleine  m  kann  v  negativ  werden;  dies  muss  natürlich  beim  Glied 

(')  W.    Ritz,    Ann,   d.   Physik,    L.   XII,    rgoo,    p.   'AM\,    Jnaug.-Diss.    Auszug; 


ß(A  —  v)  berücksichtigt  werden.  Dies  lässt  sich  auch  schreiben 


(a) 


Die  K^onstanten  a,  [ä  charakterisieren  den  Verlauf  der  Serie  ;  sie 
sind  für  zwei  Serien  von  Paaren  mit  konslanten  Differenzen  A 
identisch  (' ),  da  man  beim  Übergang  von  der  ersten  zur  zweiten  v 
mit  V  -f-  A,  A  mit  A  -j-  A  zu  vertauschen  hat,  so  dass  A  aus  der  For- 
mel herausfällt.    Wir  setzen  abkürzend 

(3)  (m,  a,ß)  = 


Die  Konstanten  a,  ß  mögen  für  die  Paare  der  ersten  Nebenserie 
(dij/'ase  Serie ^  nach  Rydbergs  Bezeichnung)  die  Werte  <r/,  o 
haben.;  für  die  der  zweiten  Nebenserie  {scharfe  Serie)  die 
Werte  ^,  o-;  für  die  der  Hauptserie  [Prinzipalserie)  die  Werte 
/?^,  Tu,,  bez.  /?2  7  '^2^  kpC>P'i)'  Es  ist  [loc.  cit.^  S.  291)  T:,  =  'n:.j  sehr 
angenähert.  Besitzt  die  erste  Nebenserie  einen  Satelliten,  welcher 
mit  der  einen  Hauptlinie  konstante  Differenzen  aufweist,  so  kommt 
der  zweiten  Hauptlinie  (mit  grösserem  X)  ein  anderes  Wertsystem 
d\  '6'  zu,  wobei  wieder  angenähert  0  =  0^  ist. 

Das  System  von  Hauptserie,  erster  und  zweiter  Nebenserie  lässt 
sich  nun (/oc.c/^.;  S.291)  durch  das  Gleichungssystem  (5)  darstellen. 

Hauptserie  : 
j  (1 ,5,  5,  a)  —  (m,/>i,  Tüi)  kleineres  X,     (m  =  'P.,  3,  4)  •  •  .)» 
|(r,5,^,  er)  — (m^pi^TZi)  grösseres  X. 

'2.  Nebenserie  : 

._.    y     ,  (  (ti,jOi,  TTi)  —  {m,s,<j)       grösseres  X,     (m  =i.5,  2,5,  3,5,  . . . ,) 

((2,/?2?'^2)  —  {^,s,(j)       kleineres  X. 

I.  Nebenserie  : 
(•2,/?i,7üi)  —  (m,d,o)      Hauptiinie,  grösseres  X, 
(•2,/)2>'^2)  —  (m,  ö?,  0)      Satellit  (//i  =  3,  4, '>?  •  •  •)> 

(Qi,/?2,  712)  —  ( m,  öf',  0')     Hauptliaie,  kleineres  X. 


(^)   Die  entgegengesetzte  Behauptung  von   H.  Hermann  (Diss.  Tübingen,  1904, 
S.  27)  entbehrt  jeden  Grundes. 


Der  konstante  Abstand  der  Doubletts  ist  (aj/^Mj-nr^)  —  (^i/><,  tc<). 
Auf  Grund   des  vorliegenden  Beobaclitungsmaterlals  lässt  sich 
nun  zeigen  : 

1.  Ersetzt  man  in  der  Gleichung  der  Hauptserien  i,5  durch  die 
grösseren  Zahlen  2,5,  3,5,  . .  .,  ferner  in  denjenigen  derNeben- 
serien  2  durch  die  grösseren  Zahlen  3,  4?  5,  .  .  .,  so  ergeben  sich 
neue  Linien,  die  in  vielen  Fällen  beobachtet  sind,  so  dass  man 
obige  Gleichlingen  mit  zwei  unbestimmten  Ordnungszahlen  m,  n 
schreiben  kann,  wie  schon  Rjdberg  vermutete. 

2.  Für  jedes  Symbol  (m,  a,  ß)  besteht  eine  kleinste  Zahl  m 
(nämlich  3  für  die  erste  Nebenserie,  i,5  für  die  zweite  bei  der  von 
mir  loc,  cit.  benutzten  Numerierung),  welche  der  Grundlinie 
entsp licht;  gibt  man  m  noch  kleinere  Werte,  so  sollte  man  eine 
noch  kräftigere  Linie  erwarten  ;  in  Wirklichkeit  wird  diese  Linie 
nicht  beobachtet.  Für  die  Ordnungszahl  n=^  2  der  ersten  Neben- 
serie habe  ich  schon  a.  a.  0.  nacligevviesen,  dass  sie  in  keinem 
Spektrum  einer  wirklichen  Linie  entspricht,  soweit  die  Beobach- 
tungen reichen  (  ' ). 

3.  Bildet  man  aus  diesen  Symbolen  die  neue  Kombination 

V  =  (1/5,  ^,  (j)  — (3,  d,  0), 

so  erhält  man  eine  (wenig-  intensive)    Linie,    die  bei  He,  K,  Rh 
beobachtet  ist,  bei  Cs  und  den  Erdalkalien  ins  Infrarot  fällt. 

4.  Auch  die  Kombination 

V  =  ("2,  /^liTIi)  —  (m,Jüi,  TXi), 

ist  nachweisbar. 

5.  Bildet  man  ferner 

(3,  d,  0)  —  (/??, /?i  — /^jjixi  —  Tx-i)        ('^^  =  4,  5,  6,  -.  O^ 
so  ergeben  sich  die    von   Bergmann   (-)    gefundenen    ultraroten 

(MW.  Ritz,  OSuvres,  VII,  p.  98;  VIII,  p.  137. 

('■')  A.  Beugmann,  Beiträge  zur  Kenntnis  der  ultraroten  Emissionsspektren 
der  Alkalien  {Inaug.-Diss.,  Jena,  1907).  Die  Differenz  der  Grenzen  dieser  Serie 
gegen  die  der  ersten  Nebenserie  ist  nach  dieser  Formel  gleich  der  Grundlinie  der 
ersten  Nebenserie,  wie  Herr  Runge  (diese  Zeitschr.,  L  IX,  1908,  p.  i)  gefunden 
hat.  Dass  es  sich  nicht  um  eine  zur  ersten  Nebenserie  gehörige  Hauptserie 
handelt,  wie  Herr  Runge  zuerst  vermutete,  habe  ich  schon  hervorgehoben  (diese 
Zeitschr.,  t.  IX,  1908,  p.  245). 


Serien  von  K,  Rb,  Cs  und  die  entsprechenden  von  l.i,  Na,  He, 
die  unbekannt  waren.  Bei  Rb,  Cs  besitzt  die  erste  Nebenserie 
einen  Satelliten,  und  man  hat  dementsprechend  noch  eine  zweite 

Serie 

V  =  (3,  d\  o')—  (/;i,/>i  —  /?2, '^1  —  ^2)1 

die  in  der  Nähe  der  ersten  verläuft  und  gegen  diese  konstante 
Differenzen  aufweist,  was  von  Bergmann  und  Saunders  in  der  Tat 
bei  Cs  beobachtet  ist,  während  bei  Rb  die  Linien  nicht  getrennt 
werden  konnten.  Für  das  Symbol  (/?z,  /;,  — />!>,  tc,  —  tioJ  ist  m  =  4 
die  Fiindamentzahl ;  tu,  —  tto  angenähert  gleich  Null. 

6.  Es  existieren  endlich  die  Kombinationen 

V  =  (2,/>/:  TT/)  — (m,/?i  —p-i,  711—712) 

und 

7.  7=:  (4,/>,  — /?2,  7i<  — -Tio)  —  (w, /?, — />2.  "^1 —'^a)-  Bei  allen 
Kombinationen  kann  man  zweifellos  die  Ordnungszahlen  beider 
Glieder  erhöhen;  die  entsprechenden  I^inicn  sind  al)er  meist 
zu  schwach,  um  wahrgenouimen  zu  werden. 

Bei  den  Erdalkalien  fehlen  ausgedehnte  Unlei'suchungen  über 
das  infrarote  Gebiet,  wie  sie  bei  den  Alkalien  vorliegen,  und  die 
Hauptserien  sind  nicht  beobachtet,  so  dass  eine  Prüfung  des 
Kombinationsprinzips  in  deiu  bisher  besprochenen  Sinn  zunächst 
noch  unterbleiben  muss.  Dass  es  aber  au(*h  hier  gültig  bleibt, 
zeigen  folgende  üuistände: 

Bei  Triplettsrrien  mit  zwei  Satelliten  in  der  i.  Nel)enserie  hat 
man  noch  die  neuen  Symbole  (m,/?:,,  71;^) ,  [rn,  {l\  r/)^  wobei 
p\  >P'2  >/>:}  ist,  einzuführen.  Da  tt,  —  tto,  0  —  0'  bei  den  Alkalien 
angenähert  Null  sind,  erhält  man /;,  — />o,  />2-™-/>3,  angenähert 
aus  den  Grenzen  der  Nebenserien,  wenn  man  diese  in  der  Form 

N 
— ,    ^=  I,  2,  3   schreibt,    und  p^-^  p,^=:  K^  ™- K2,    usw.    setzt 

(wobei  7r<  =7ro  =  7C3  =  o  angenommen  wird).  Es  ist  />,  — p^  etwa 
doppelt  so  gross  wie  /?o— />3,  und  die  beiden  Schwingungs- 
zahldifferenzen, die  Rydberg  mit  v,,  Vo  bezeichnet,  lassen  sich 
schreiben 

v,  =  (2, /?2,7r2)  — (-i,  /?i,  ir,), 

^>2=(2,  /)3,TT3)  — ('2,  />,,  TTa). 


Bek 


annthch  schwankt  der  Quotient  von  v^  durch  das  Quadrat  des 


AtomgewichLs  pi  innerhalb  einer  Gruppe  chemisch  verwandter 
Elemente  nicht  sehr;  dag-egen  schwankt  er  von  Gruppe  zu  Gruppe 
beträchtlich,  von  3i,6  bei  Cs  bis  187,0  bei  Tl.  Da  Vi  einen  kom- 
plizierten Ausdruck  hat,  ist  dies  zu  erwarten;  wir  führen  besser 
die  Grösse  ^^  ~^^  an  Stelle  von  -^  ein ;  ihre  Schwankung  ist  viel 
geringer : 

Na  K  Rb  Gs  Cii  Ag 

^^^-^    (1) 32,3  37,8  3-2,3  3i,6  61,8  79,0 

^^ f~- •••       0,142         0,189         o,i8o         0,1 8()         0,186        0,24-2 

Mg-  Ca  Sr  Zn  Cd  II  g 
^—    (1)..,....     68,8           66,1           5 1,5           91,0           93,2         II 5, 4 

•^^— f-^ ••••  0,146  0,177  0,137  <^5'7'-^  0,186  -0,223 


Al  In  TI  Ile 


Vi  IG 


(1) 102,8  172,1  187,0  63,8 

— 4 •••      0,248       0,292       0,327     0,204 

Dabei  dürfte  die  noch  bestehende  Scliwankung zum  Teil  von  der 
Unvollkommenheit  der  Serienformel,  vor  allem  aber  von  der  Ver- 
nachlässigung von  7:,  —  7Z.2  herrühren,  die  bei  liohen  Atom- 
gewichten sicher  einen  grösseren  Fehler  bewirkt.  Die  Kenntnis 
der  Hauptserlen  würde  erlauben,  dies  zu  entscheiden. 

Ferner  gelang  es,  bei  Ca,  Sr,  ßa  die  Gleichung  der  zweiten 
Nebenserie  für  die  starken,  ultravioletten  l^aare  der  Erdalkalien, 
für  welche  die  Diilerenz  der  Schwingungszahlen  v'^  etwa  doppeh 
so  gross  wie  v,  ist,  aufzustellen,  und  aus  den  (irenzen  dieser 
Serien  die  entsprechende  Diilerenz  der  konstanten  />/ zu  bilden; 
die  Differenz  unterscheidet  sich  von  derjenigen  der  Triplettserien 
nur  um  ca.  i5  Proz.  ;  bei  exakter  Berechnung  (es  war  tcj  — -310  =  0 
gesetzt,  da  die  Hauptserie  ins  Gebiet  der  Schumannschen  Strahlen 
fällt  und  nicht  beobachtet  ist)  würden  wohl  beide  Grössen  einander 
gleich,  was  dem  Kombinationsprinzip  der  Konstanten  entspricht. 

(')  Die  Zusammenstellung  isL  von  I^ydberg,  Rapports  du  Congres^  etc.,  t.  li, 
Paris,  1900. 
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Endlich  sind  bei  Ca,  Sr  neuerdings  Nebenscrien  engerer  Tri- 
pletLs  gefunden  worden,  aus  deren  Grenzen  sich  wieder  Dif- 
ferenzen/>'^ —  /?!>,  p[^  —  /?3  bilden  lassen.  Innerhalb  derselben 
Genauigkeitsgrenze  zeigte  sich,  dass  sie  mit  den  aus  den  Haupt- 
linien der  ersten  Nebenserie  berechneten  Konstanten  d  —  d\ 
d^  —  d^  bzw.  gleich  sind,  so  dass  hier  eine  neue  Kombination 
vorliegt. 

Diese  Umstände  zeigen,  dass  man  in  manchen  Fällen  mit  Vor- 
teil an  Stelle  der  Wellenzahlen  die  Konstanten  der  Formeln  in 
Betracht  zieht.  Bei  einer  definitiven,  exakten  Formel  würde  dies 
in  noch  erhöhtem  Masse  der  Fall  sein. 

In  den  Erdalkalien  sind  Doppellinien  mit  den  Abständen  v^ ,  Tri- 
pletts  mit  den  Abständen  V| ,  Vo  ausserhalb  der  Serien  noch  mehr- 
fach beobachtet.  Solche  Tripletts  sind  nach  dem  Kombinations- 
prinzip in  der  Tat  dann  und  nur  dann  zu  erwarten,  wenn  die 
(2,/>/,  rt/)  mit  irgendeiner  Grösse  (m,  a,  ß)  verbunden  werden;  sie 
müssen  somit  zu  Serien  gehören,  die  an  denselben  Stellen  endigen^ 
wie  die  schon  bekannten  Nebenserien,  enthalten  aber  offenbar 
nur  wenig  Glieder,  die  intensiv  genug  sind,  um  beobachtet  zu 
werden,  und  dürften  sich  sogar  häufig  auf  ihre  Fundamentallinie 
beschränken. 

Es  ist  bekannt,  dass  bei  wachsendem  Ätomgew^icht  oder  Siede- 
punkt die  Serien  immer  rascher  abklingen,  so  dass  nur  die  den 
niedrigsten  Ordnungszahlen  entsprechenden  Linien  beobachtet 
werden.  Anderseits  nimmt  die  Zahl  der  verschiedenen  Serien  zu ; 
neben  den  Triplettserien  zeigt  z.  ß.  Mg  Serien  von  Doppellinien 
und  von  einfachen  Linien,  und  es  wächst  die  Anzahl  der  Kombi- 
nationen. Man  gelangt  so  schliesslich  zu  einem  Spektrum,  in 
welchem  eine  grosse  Anzahl  charakteristischer,  konstanter  Diffe- 
renzen, aber  keine  Serien  wahrnehmbar  sind.  Es  scheint  mir  sehr 
wahrscheinlich,  dass  die  sog.  SpekCr^enziveiter  Art^  welche  diesen 
Charakter  aufweisen,  Serienspektren  mit  zahlreichen  Kombina- 
tionen und  sehr  wenig  entwickelten  Serien  sind. 

Die  Berechnung  einer  Grösse  (m,  a,  ß)  setzt  die  Kenntnis  der 
Grenze  einer  Serie  voraus,  in  deren  Formel  sie  eingeht.  Diese 
Grenze  lässt  sich  mit  grosser  Genauigkeit  bestimmen,  ausser  wenn 
nur  wenige  unscharfe  Linien  beobachtet  sind  ;  sie  ist  auch  ziemlich 
unabhängig  von   der  noch   vorliegenden   Unsicherheit  über   die 


exakte  Form  der  Seriengleichang.  Daher  die  unten  mitgeteilten 
Rechnangsergebalsse  nur  geringe  Unsiciierheit  involvieren;  bei 
den  oben  sub  i.,  3.,  4-  angeführten  Fällen  hat  man  sogar  aus- 
schliesslich Differenzen  oder  Summen  beobachteter  Wellenzahlen 
jZLi  berechnen;  hier  ist  die  Sicherheit  naturgemäss  noch  grösser. 

Dagegen  lassen  sich  die  in  das  Symbol  {ni^p^ — />2?  t^i — '^2) 
eingehenden  Konstanten  um  20  Proz.  variieren,  ohne  dassder  An- 
schluss  an  die  Beobachtung  viel  schlechter  würde.  Wegen  der 
Kleinheit  von  /?,  — /;o,  tc, — tc^  ist  nämlich  der  Einfluss  dieser 
Konstanten  relativ  gering,   diese  Serien  entfernen  sich  alle  nur 

N 
weniff  von  k ;  besonders  bei  Li,  Na  ist  dies  der  Fall,  wäh- 

rend  bei  K,  Rb,  Cs  die  Beobachtungen  zu  ungenau  sind,  um 
einige  Sicherheit  zu  gev^innen. 

In  einer  kürzlich  erschienenen  Arbeit  (^)  habe  ich  gezeigt,  dass 
man  Systeme  einfachster  Art  angeben  kann,  deren  Energie  rein 
elektromagnetisch  ist,  und  die  die  Balmersche  Formel,  die 
Seriengesetze,  anomalen  Zeemaneffekte  usv^.  ergeben.  Die  Schw^in- 
gung 

wird  durch  das  magnetische  Feld  von  m — 2  aneinandergereihten 
Elementarmagneten  hervorgebracht,  die  untereinander  identisch 
sind.  Ahnliches  gilt  bei  andern  Spektren.  Höheren  Ordnungs- 
zahlen entsprechen  so  ge wisser massen  höhere  magnetische  Poly- 
merisationen, die  schliesslich  instabil  werden,  so  dass  die  Linien 
mit  wachsendem  m  sich  verbreitern  und  immer  schwächer  werden. 
Auch  stürmische  Bewegungen,  wie  sie  im  elektrischen  Funken 
stattfmden,  sind  der  Stabihtät  ungünstig,  daher  die  Serien  im 
Funken  bei  kleineren  Ordnungszahlen  aufhören  als  im  Bogen. 

Das  magnetische  Feld  im  Atom  kann  bei  allen  Spektren  be- 
trachtet werden  als  erzeugt  durch  zwei  Pole  entgegengesetzten 
Vorzeichens;  jedes  der  zwei  Glieder  von  (m,  a,  ß)  —  (/z,  a^,  ß') 
stellt  je  den  Einfluss  eines  Poles  dar;  jeder  dieser  Pole  kann  im 
Atom  verschiedene   Lagen  annehmen,   die  z.  B.   bei  Wasserstoff 


(MW.  Rltz,   Magrietiscke  Atomf eider  und  Serienspektren;    OEuvres^  VII, 
p.  98. 


äquidistant  auf  einer  Geraden  liegen.  Vertauschung  dieser  l.ageii 
untereinander  entspricht  dem  Kombinationsprinzip.  Allgemeiner 
kann  man  wohl  die  Vermutung  aussprechen,  dass  sich  die  ein- 
fachen Gesetze  auf  die  Lagen  dieser  Pole  im  Atom  beziehen. 

DassfürdieOrdnungszahlein  gewisses  Minimum  vorgeschrieben 
ist  —  was  bei  keinem  bekannten  Schwingungsvorgang'  slatiiindet^ 
besagt  in  dieser  Vorstellungsweise  nur,  dass  die  Magnetpole  durch 
die  Struktur  des  Atoms  in  einer  gewissen  Minimalentfernuag"  von 
dem  im  Innern  des  Atoms  schwingenden  Elektron  gehaileu  werden^ 
was  recht  plausibel  ist. 

Ich  gehe  zur  Besprechung-  der  einzelnen  Spektren  über. 

W asser  stoß\ 

Nach  einer  brieflichen  Mitteilung-  von  Herrn  '¥ ,  Paschen  hat  II 
eine  infrarote  Linie  ).=  18751  zt  2 ;  sie  ist  das  Uinfassungsglied 
der  Serie 

^'  =  ''[^--1^)     (-  =  4,5,6). 

die  für  m  =  4  den  Wert  A=  18751,7  ergibt,  wo?nlt  die  Annahme, 
es  sei  die  Balmersche  Formel  (6)  mit  zwei  ganzen  Zahlen  zu 
schreiben, 


wohl  als  bewiesen  zu  betrachten  ist. 


Lith 


tum. 


Bei  Li   haben   Hagenbach   (^),    Hagenbach    und    Konen    (^), 

Saunders  (3)  eine  Reihe  neuer  Linien  entdeckt,   die  eine    Serie 

bilden.   Im  Infrarot    hat  A.   Bergmann  {loc.   cic)    zwei  Linien 

gemessen;    endhch   verdanke    ich    Herrn    Paschen     die     gülige 

Mitteilung  einiger  vorläufiger  Messungsergebnisse  infraroter  Linien 
der  Alkalien. 


V)  A.  Hagknbach,  Ann.  d.  Physik,  t.  IX,  1900,  p.  709. 
{')  Physikal  Zeitschr.,  t.  IV,  igoS,  p.  592,  Sor. 
(^)  Astrophys.  Journ.,  t.  XX,  1904,  p.  18S. 


Nach  Analogie  der  übrigen  Alkalien  sollte  man  erwarten,  dass 
die  Li-Linien  aus  engen  Paaren  bestehen.  Herr  Hagenbach 
{loc.  cit.)  findet  aber  die  rote  Li- Linie  (Grundlinie  der  Haupt- 
serie) einfach,  während  er,  wie  auch  Saunders,  die  Linie  4602 
der  ersten  Nebenserie  doppelt  findet,  w^obei  allerdings  der  Abstand 
doppelt  so  gross  ist,  als  zu  erwarten  war.  Die  Linie  6io3,  deren 
Komponenten  noch  weiter  auseinander  liegen  sollten,  findet 
aber  Saunders  einfach,  während  Konen  und  Hagenbach  auch  bei 
ihr  manchmal  eine  doppelte  Umkehrung  wahrnahmen,  die  sie  in 
dem  Sinne  deuten,  dass  die  Linie  doppelt  sei.  13urch  die  folgen- 
den Betrachtungen  wird  man  aber  zu  einer  andern  Auffassung  ge- 
drängt. Nach  der  oben  erwähnten  Beziehung  zu  den  Quadratender 
Atomgewichte  sollte  />i — p^^^o^ooooo  sein.  Über  r:^  —  tto  lässt 
isich,  nach  Analogie  der  übrigen  Alkalien  nur  sagen,  dass  es  von 
ähnlicher  Ordnung  sei,  nicht  aber,  dass  es  verschwinde.  Nun  ist  (^) 
/;  =:  —  o,o48i5,  71=0,0257;  setzt  man  etwa  p^=p^  iz.2-='rz^ 
y:>2  =  />  4- o,oooo5,  712  =  11-1-0,0002,  so  kompensieren  sich  die 
Aenderungen  für  die  Grundlinie  ni=.  2  der  Hauptserie,  die  somit, 
ebenso  wie  die  Nebenserien,  einfach  wird  ;  während  für  grössere  m 
die  Kompensation  zwar  nur  eine  teilweise  ist,  doch  sind  hier  die 
Linien  nur  um  einige  Hundertstel  A.-E.  voneinander  entfernt,  und 
somit  nicht  zu  trennen.  Bei  dieser  Annahme  erklären  sich  sämt- 
liche Beobachtungen  aufs  befriedigendste. 

Denn  bildet  man  zunächst  die   Kombination  5,  also  hier  die 

Serie 

N 

=  12202,6 ■ -7  (m  =  4,  5,  6,  . . .) 

/                      „       0,0002  \- 
m  —  0,00  00)  -\ 7 


(wobei  die  Zusatzglieder,  bei  den  Genauigkeitsgrenzen  der  Be- 
obachtung, belanglos  sind),  so  ergibt  sich  für  m  =  4j  'k=  18698,7 
(18694  nach  einer  ersten,  18698  nach  einer  zweiten  Messung  von 
F.  Paschen);  m  =  o,  \=i'.iyg\p   (Paschen  12784^10).  Wei- 


(1)  In  meiner  Inaug.-Diss.  {loc.  cit.)  sind  irrtümlicherweise  für  die  KonsLantcn 
von  Li  die  allerdings  nur  wenig  abweichenden  Ergebnisse  einer  vorläufigen  Berech- 
nung niitgeteilL.  Die  Grenze  der  HaupLserie  ist  4348^1,7  (statt  43482,8),  die  der 
Nebensevien  28681,6;  5  =  0,09984;  a=  — 0,02210.  Die  Grundlinie  der  ersten 
Nebenserie  ist  v  =16379,0,  somit  (3,  d^  0)  =  28681, 6  —16379,0  =  12202,6., 


l5o  OEUVRES   DE   WALTIIEU    RITZ. 

tere  Glieder  sind  nicht  beobachtet.   Es  entspricht  diese  Serie 
Bergmannschen  Serien  von  K,  Rb,  Cs. 

Die  Formel  {2,p,,-,)~^{m,p,  ^p.^^^^-'r..^  entspricht  ei 
Serie,  die  parallel  der  vorigen  verläuft,  und  deren  Linien,  da  a 
p,~p.^  r.^—T.o  bei  Li  alle  sehr  klein  sind,  in  unmittelbar 
Nähe  der  Linien  der  ersten  Nebenserie  Hegen.  Berechnet  man 

letztere  die  Grösse  a-f- ß  (A  — v)=  ^/;^4r;;^  so  mnss  sie,  ii 
A^nalogie  der  übrigen  AlkaHen,  negativ  sein  und  dem  absoh 
Wert  nach  mit  m  wachsen.  Für  m  =  3  ergibt  sich  -^0,00^ 
Cur  m=4  nach  der  ursprünglichen  Messung  4602,87  von  Ka; 
und  Runge  —0,00147,  während  die  neuen  Messungen 
Hagenbach  46o3,o4  und  Saunders  46o3,2  ergeben  --0,00 
bzw.  —0,00826.  Es  ist  also  die  eine  Linie  4608  des  Paares 
Linie  der  ersten  Nebenserie.    Die  zweite  Linie  entspricht 

772  =  4,        X  =  4601,02  [4602,00  Hag.,  460 i,G  S.J. 

Für  m  =  3  berechnet  man  6097,66,  eine  Linie  die  sicher  fehlt 
sie  viel  zu  weit  von  6108,77  entfernt  ist,  um  bei  der  Erklärung* 
oben  erwähnten  doppelten  Umkehr  in  Frage  zu  kommen.  E 
also  in  (m,/><  —p^^'rz^  —  tto)  die  Ordnungszahl  4  die  Fundamen 
zahl,  wie  sich  noch  vielfach  bestätigen  wird.  Bei  m=5  ist  < 
Trennung  von  der  ersten  Nebenserie  nicht  mehr  möglich. 
Bilden  wir  endlich  die  parallel  der  Hauptserie  verlaufende  S 

deren  Grenze  gleich  der  der  Nebenserien  ist,  und  die  man  einJ 
durch  Bildung  der  Differenzen  der  Schwingungszahlen  der  Hai 
Serie  gegen  deren  Grundlinie  berechnet,  so  erhalten  wir  die 
Konen  und  Hagenbach  gefundene  Serie  von  Linien  :  m  = 
X=:  6240,0  (6240,8  K.  H.;  6240,3  S.),  m=4,  X  =  468( 
(4636,t4  H.  ;  4636,o4  H.  K.  ;  4686,8  S.),  /7z  =  5,  X==:4i^ 
(4i49j^  K.  H.  ;  4148, 2  S.  sehr  diffus),  m=z6,  X  =  3g2: 
(8924  K.H.;  8921,8  S.). 

Damit  sind  alle  bis  jetzt  bekannt  gewordenen  neuen  Li-Li) 
aufgenommen.  Herr  Paschen  findet  noch  ijSöS  und  J'2i 
Linien  die  noch  unsicher  bestimmt  sind  ;  sie  dürften  den  K 


binationen 

(3,/?,  7c)-~-(4,  f/,  S),        X-=i75|9, 

(3,/j,  7t)  —  (5,  <i,  o),         1  =  110.36 

entsprechen,  die  wir,  ebenso  wie  alle  andern  Kombinationen,  bei 
Na  wieder  linden  werden.  Man  beachte,  dass  hierbei  nicht  eine 
einzige  neue  Konstante  gebraucht  ist. 

Natrium. 

Das  Spektrum  von  Na  ist,  ausser  von  den  schon  obengenannten, 
im  siciitbaren  Teil  von  Lenard  ('),  im  Infrarot  bis  4j5[x  von 
Moll  (-)  untersucht  worden. 

Aus  (3,  d,  o)— (/;^,/>^ — /^i,  Tci — TZo)  ergeben  sich  die  Linien 
(m=  4),  A=  i84öo  (Paschen  18409,5);  r?i  =  5,  1=  12679 
(Paschen  126747^'^  Messung  unsicher).  Die.  nächste  Linie  io838 
ist  bis  jetzt  nicht  beobachtet,  weil  zu  schwach.    Aus 

und 

(Serie  von  Doppellinien)  berechnet  man  für  /n  =  4  das  Paar 
A=  5670,74?  5670,00.  Dies  ist  das  schon  von  Kayser  und 
Runge  beobachtete,  nach  Violett  abschattierte  Paar  5675,92, 
5670,40  ;  die  Grenze  der  Nebenserien,  die  in  die  Rechnung  eingeht, 
lässt  sich  hier  nur  bis  auf  2  oder  3  Einheiten  der  5.  Stelle  sicher 
angeben,  die  Abweicliung  von  der  Beobachtung  bleibt  innerhalb 
dieser  Grenzen.  Dass  diese  Auffassung  des  nach  Violett  abschat- 
tierten Paares  die  richtige  sei,  ergibt  sich  auch  durch  die  Analo- 
gie von  Cu,  Tl,  wo  bei  rn  =  /\  der  ersten  Nehenserie  ein  solches 
Paar  beobachtet  ist,   das  durch  eine  entsprechende  Formel  dar- 


(>)  Lknahd.  Ann.  d.  Physik,  l.  XI,  1903,  p.  636. 

('■*)  W.-T.-H.  Moll,  Indug.'Diss.,  s.  Proc.  Amst.  Acad.  Wet.  26.  Jan.  1907.  Die 
Wellenlängen  l»aL  Moll  nach  den  (voneinander  etwas  abweichenden)  Dispersions- 
besLimmungcn  für  Steinsalz  von  Rubens  und  Langley  bestinnnil,.  Nach  F.  Paseben 
{Ann.  d.  Pkysik,  Mai  1908)  ist  die  letztere  die  richtige  und  es  sind  daher  die 
entsprechenden  \  im  Texte  benutzt.  Die  Wellenlüngcn  sind  bei  kräftigen  Linien 
im  allgemeinen  auf  0,01 —- 0,02  p.  genau,  bei  schwachen  Linien  kann  der  Fehler 
grösser  werden. 


gestellt  wird  (s.  unten).  Ferner  erhält  man  für  m  =  5^  497777^ 
und  4973,00  (4976^1,  4973,0  K.  H.  ;  4973jO  S.,  unscharf);  m  =  6^ 
4666,00,  4662,30  (4665, -ä  K.  undR.,  kolnzidlert  mit  einer  Linie 
der  ersten  Nehenserie ;  4660  K.  und  H. ;  4660,2  S.);  m  =  '-?, 
4496,4,  449^?9  (zu  nahe  hei  der  ersten  Nehenserie,  nicht  mehr 
beobachtet).  Für  ni  =  3  ergibt  sich  8i4o;  das  Paar  ist  nicht  beob- 
achtet, ebensowenig  wie  die  entsprechenden  von  Cu,  Tl;  dies  ist  zu 
erwarten,  wenn  /?2  =  4  die  Fundamentalzahl  für  (w,/:>i — /)2j'*^i  —  '^2) 
ist. 

Wie  bei  Li  bilden  wir  ferner 

und  erhalten  die  schon  von  Lenard,  Konen  und  Hagenbach 
bemerkte  Serie  unscharfer  Linienpaare  mit  nahezu  konstanten 
Diflierenzen :  /?i  =  3,  70  17,3,  'j5 10,8  (wohl  wegen  geringer  Intensi- 
tät und  ungünstiger  Lage  bisher  nicht  wahrgenommen);  m  =  4i 
5533, 10,  5527,80  (553i  ,7  K.  u.  IL  ;  553^,7  S.;  5527,1  K.  u,  H. ; 
5528,28.);  m  =  5,  49^9)2?  4913,1  (49i3, 5  K.  u.  H. ;  4918,4  S. ; 
4910,1  K.  u.  H.;  4914,0  S.);  m=:6,  4635,6,  463i,9  (4633, 1  K. 
und  H. ;  4629,5  S. ;  4629,4  K-  u-  H. ;  4625,5  S.);  m  =  7,  4477,95 
4474,4?  (4470  Lenard ;  447^,3  S.,  nicht  getrennt  wegen  zu  grosser 
Unscharfe);  m=:8,  438o,8,  4377,5  (4372  S.).  Die  Linien,  beson- 
ders die  letzten,  sind  so  unscharf,  dass  die  .Abweichungen,  wie 
schon  aus  dem  Vergleich  der  Messungen  verschiedener  Beob- 
achter hervorgeht,  innerhalb  der  möglichen  Beobachtungsfehler 
liegen. 

Auch  die  Kombinationen  (3,/?/,  tc/)  —  (4,<^/,  S),  /=i,2  exis- 
tieren, die  aus  der  Formel  der  ersten  Nebenserie  durch  Erhö- 
hung der  Ordnungszahl  des  ersten  Gliedes  entspringen:  es 
findet  sich  ).  =  23378,  23346  (Paschen  23377,  vielleicht  dop- 
pelt, Fehler  bis  20  A.-E.  möglich).  Das  nächste  Paar  (ni  =  D) 
wäre  1,475  i-t,  i,476|i*,  Moll  hat  eine  schwache,  daher  wenig 
genau  bestimmte  Linie  bei  1,44-  Ob  sie  dem  fraglichen  Paar  ent- 
spricht, bleibt  zweifelhaft. 

Ebenso  kann  man  zur  zweiten  Nebenserie  die  Parallelserie 
(3,^/,Tc/)  —  (m,.9,cr),  /=  1,2  bilden,  deren  erstes  Glied  (w  =  i ,5) 
zur  Hauptserie  gehört,  die  weiteren  ins  Ultrarot  fallen,  wo  sie 
enge   Paare    bilden   (Abstand  ==  5,5    für  fünfstellig  geschriebene 


Wellenzahlen);    es    sind   :    7n=2,5,     22080,     22o53     (Paschen 
2208 1 ,  22o56) ;  m  ■=.  3,5,    8,42 1  [jl,  3,4i 5  jjl  (Moll  3,42). 
Endlich  ergibt 

(4,/?i— /?.2,7ri— 7r2)--(5,/?i— /?o,7Ci— TCo),     \  =  4,0492  j-t  (M.  4,06). 

Diese  Kombination  entspricht  sowohl  bei  Na  wie  bei  K,  lib,  Cs  der 
längsten  von  Moll  gemessenen  Wellenlänge.  Wie  iihmer,  fehlen 
die  den  niederen  Ordnungszahlen  2,  3  entsprechenden  Linien, 
wodurch  m  =  4  ^1^  Grundzahl  von  {ryi^p^  — /?2,tu,  — tco),  wie  oben 
schon  bemerkt,  sich  ergibt. 

Ebenso  wird  durch  die  Beobachtungen  von  Moll  die  Existenz 
einer  Linie  jn=.'i  der  ersten  Nebenserie  und  damit  die  ent- 
sprechende Hauptserie  ausgeschlossen.  Es  ist  also  ;??  =  3  die 
Grundzahl  für  (/??,  r/,  3)  (die  Numerierung  meiner  obenzitierten 
Dissertation  stimmt  für  die  erste  Neljenserle  der  Alkalien  mit  der 
von  Kayser  und  Runge  überein). 

Die  Kombination  (i,5,  .?,  o-,)  —  (3,  rf,  S)  ergibt  X  =  34^6,9  und 
ist  nicht  beobachtet;  dagegen  scheint  (2,5,  s^  t)  —  (3,  d^  0), 
A  =  2,9i3[x  von  Moll  (2,90)  beobachtet;  die  Genauigkeit  ist  zu 
gering,  um  eine  Entscheidung  zu  erlauben. 

Nicht  aufgenommen  werden  durch  diese  Formeln  Lenards  Linien 
5 100,  48'20^  47'^^^  die  weder  Konen  und  Hagenbach,  noch 
Saunders  gefunden  haben;  ferner  zwei  schwache  Paare  7369,4, 
^3^7,^1,  74 '0,0,  7418,3,  deren  A.bstand  etwas  kleiner  ist  als  der 
normale  Abstand  17,2,  und  von  deren  Zugehörigkeit  zu  Na, 
wenigstens  für  das  zweite,  Saunders  nicht  sicher  ist;  Leh- 
mann führt  sie  nicht.  Endlich  hat  Moll  noch  eine  sehr  schwache 
Linie  i,57[J^,  die  sich  den  Formeln  nicht  fügt.  Die  Zugehörigkeit 
dieser  Linien  zu  Na,  resp.  ihr  Zusammenhang  mit  den  übrigen 
muss  zweifelhaft  ])leiben. 

Kalium, 

Bei  K  haben  sich  für  die  im  sichtbaren  Teil  verlaufenden  neuen 
Serien  von  Li,  Na  bisher  keine  entsprechenden  gefunden.  Ramage 
hat  zwar  drei  schwache,  diffuse  Linien  4829,  4 767 7  4638,6,  die  aber 
weder  von  Liveing  und  Dewar,  noch  von  Saunders  gesehen  wur- 
den. Dagegen  findet  sowohl  letzterer,   wie  Ramage,  eine  schär- 


1^4 


fere  Linie  bei  464^,4  (4642,35  R.,  4642,3  S.),  die  sich  in  der 
Form  (i,5,  s,  er)  —(3,  d,o)  darstellen  lässt :  eine  Koaibinadon,  die 
ich  sonst  nur  bei  Rb  und  He  noch  finden  konnte.  Es  muss  zweifel- 
haft bleiben,  ob  es  sich  hier  wirklich  um  diese  Kombination 
handelt,  denn  zur  Berechnung-  von  (3,  d,  S)  ist  die  Kenntnis  der 
Grundhnieder  ersten  Nebenserie  notwendig;  dieselbe  ist  nur  von 
Bergmann  gemessen;  man  findet  (3,  <i,  S)  =  i346ä  zt  8  aus  der 
einen  Linie  des  Paares,  und  13467  ±  8  aus  der  andern  ;  die  beiden 
Zahlen  sollten  identisch  sein.  Dagegen  ist  (i,5,  ^,  a-)z=35oo5,o 
genau  bekannt;  es  findet  sich 

v  =  35oo5— t3465  =  2[  54o±:8.         1  = /\6/\i,'i±:2,o, 

während  beobachtet  ist  4642,4«  Aehnliches  gilt  bei  Rl),  nicht  aber 
bei  Li,  Na.    Um  hier  Sicherheit  zu  gewinnen,  müssten  wesentlich 
genauere  Messungen  vorliegen,   wie  wir  sie  bei  He  finden  v^erden. 
Die  Grenze  der  Bergmannschen  Serie 

V  =  (3,  d,  o)-~(m,  /?,  -~pi,  TUi  —  TTa) 

ist  aus  demselben  Grund  unsicher;  diese  Gleichung  lautet,  expli- 
zite geschrieben : 

V  =  13465  - ^ -—  ±:  8 

(m  —  0,00284)- 

und  ergibt  m=:4,  A=  i5i45±:35;  m  =  5,   1 1019  ; /?z  =  6,  9698 ; 
m  =  7,  8907;  m  =  8,  85o8;  während  beobachtet  ist  i5i68(')^ 
iioi2±:iO;  959o±:io,  890811=10,  85oo±:fo. 
Wie  bei  Na  findet  sich  aus 

(4,/?i  — /?2,7ri  — K.)  — (S,/?!-^,,-!!!-— TTa),     X  =  4,o45[JL         (Moll  4,o4). 

Auch  gibt 

(3,/?/,  TT,-) -(4,^,0),  i  =  i,2,  X  =  3,745  und  3,720  (Moll3,73), 
(3,^/,7r/)  — (3,fi?,  0),        i  =  i,2,         X  =  3,i6ound  3,i44        (Moll3,i4). 

Moll  hat  noch  2,24,  2,76  (^),  schwache  Linien,  deren  Einord- 
nung zweifelhaft  bleibt. 


{')  Nach  vorläufigen  Messungen  von  F.  Paschen.  Bergmann  gibt  i5282,  eine 
Zahl,  die  er  jedoch  durch  Extrapolation  erhält  und  die  um  114  zu  gross  ist. 

n  Dürfte  der  .Doppellinie  Na  2,20jx  entsprechen;  die  Rechnung  ergibt  2,716 
und  2,702;  es  ist  bei  schwachen  Linien  wie  diese  wohl  ein  grösserer  Fehler  in 
MoIIs  Beobachtungen  möglich. 


ÜBER  EIN  NEUES  GESETZ  DER  SERIENSPEKTREN.         l55 


Rubidiiun. 

Bei  Rb  findet  Bergmann  für  das  Paar  /2  =  3  der  ersten  ISeben- 
Serie  i54io,  i483o,  wobei  jedoch,  wie  bei  der  K-Linie  160.82, 
die  Dispersionsformel  des  Apparats  von  ).  =  i3  6oo  an  extrapoliert 
ist.  Korrigieren  wir  nach  der  obigen  Messung  der  K.-Linie  von 
Paschen  durch  lineare  Interpolation  von  i36oo  aus,  so  ergibt 
sich  10265,  147217,  wobei  nun  auch  die  Differenz  der  Schwin- 
gungszahlen aSg  besser  mit  der  konstantea  Differenz  23^,0  über- 
einstimmt, während  sie  nach  B.  264  war.  Dies  ergibt  (3,(^,0)=  14327, 
und  da/?, — /*2  = — 0,01296,  tt, — 712  =  0,  so  gibt  die  Formel 
(3,<:/,  0)  —  (m,  p^ — P'i-, '^\ — '^'i)  die  Linien  der  ßergmannschen 
Serie  : 

m  =  4:  X=  13459  (B.13442);  m  =  5,  X  10082  (B.  10069); 
m  =  6,  8874  (B.8872);  m  =  7,'8276  (B.8271). 

Die  Differenzen  bleiben  innerhalb  B.s  Beobachtungsfehler. 

Ferner  ist  (4,  rf,  0)  —  (5,/»,  — /?o,  t:,  —  tto)  =  3373,  X=:  2,799 
(Moll  2,80).  Weitere  Kombinationen  dieser  Art  fallen  ausserhalb 
des  beobachteten  Bereichs. 

Die  Kombination  (3,(i,  5)  —  (i,5,  ^,  ar)  ergibt  A=:  5164,7,  wäh- 
rend Ramage  eine  nicht  zu  den  Serien  gehörende  und  w^eniger 
diffuse  Linie  bei  5i65,35  hat,  die  vielleicht  mit  Lecoqs  Linie 
5i62±:?  identisch  ist.  Er  führt  ausserdem  Linien  bei  4967?  5o37, 
63o6,8;  Lehmann  hat  85i3,3;  über  die  Beziehung  dieser 
einfachen  Linien  zum  System  der  Doppellinien  habe  ich  keine 
Sicherheit  erhalten  können;  ihre  Zugehörigkeit  zu  Rb  ist  nicht 
ganz  sicher,  ebenso  wie  die  der  Linien  0,93,  1,11  von  Moll, 
deren  erste  mit  einer  starken  Cs-Linie,  die  zweite  mit  einer 
R-Linie  koinzidiert. 

Als  längste  Welle  haben  wir  wieder 

(4,^1— /?2t'7t^i  — '71^2)— (5,Pi--/>2,'7^i  —'^2)5     )^  =  4,oi8        (Moll  4,o3). 


l56  OEUVRES   DE    WALTHER    RITZ. 


Cäsium. 


Die  Grundlinien  der  ersten  Nebenserie  müssen  nach  den  Serien- 
formeln  bei  3  u,  liegen  und  kräftig  sein;  sie  sind  von  Moll  beob- 
achtet: A=:3,oo,  A=3,5i  ;  Differenz  der  Schwingungszahlen  480, 
während  die  normale  Differenz  55/|  ist;  dies  erklärt  sich  aus  dem 
Umstand,  dass  Moll  die  Hanptlinie,  nicht  aber  den  schwächeren 
Satelliten,  welcher  die  konstante  Differenz  gibt,  beobachtet  hat. 
Die  Abstände  des  SateUiten  von  der  Hauptlinie  sind  nach  Ra- 
mage  und  Saunders  Beobachtungen  (/z  = 'y)  ^,3,  (6)  10,9, 
(5)  22,0,  (4)  47,4?  letzteres  nach  Lehmann,  der  die  Hauptlinie 
bei  9171,9,  den  Satelliten  bei  9211,9  gemessen  hat;  für  /i=i:3 
ergibt  sich  also  aus  Molls  Beobachtung  der  Abstand  554 — 480  =  74 1 
der  aber  sehr  unsicher  und  zu  klein  ist;  denn  die  Zunahme  von  (5) 
zu  (4)  sollte  bedeutend  kleiner  sein  als  die  von  (4)  zu  (3) ;  der 
schwächere  Satellit  verschiebt  das  bolometrisch  beobaclitete  In- 
tensitätsmaximum nach  seiner  Seite  hin,  so  dass  3,5i  zu  gross 
gemessen  ist.  Daraus  ergibt  sich  (3,  <:/,  0)  =  16900  ±:  1 5, 
(3,6/^S0<  1(3825. 

Die  Bergmannsche  Serie  wird  aus  Doppellinien  bestehen: 

(3,   öf,  0)      ~-(/7l,y9,~^2,  TTi  —  TT.,), 

(3,  d',  8')  — (/;?.,/?! -/.o,7ri  —  TC2). 

Wir  setzen  (3,^^,  0)=  16906,  (3,<i',3^)=  16809,  ^^'^^  durchaus 
innerhalb  der  Genauigkeitsgrenzen  liegt,  die  bei  obiger  Fest- 
setzung vorgeschrieben  sind.  Dann  ergeben  sich  in  A.-E.  die 
Fehler  :  ^  =  4,  +35,  +3o,  (Bergmann);  m~5,  +2,8,  +2,5 
(Lehmann);  jn~Q,  +1,1,  +1,0;  m  =  ^,  —1,6,  — 1,5;/??  =  8, 
—  1,6,  —1,5;  r)7  =  Q,  —2,3,  —1,7;  /?z  =  io,  +7,0,  +1,6. 

Die  Differenzen  haben  einen  systematischen  Gang,  überschreiten 
jedoch  nur  wenig  die  möglichen  Beobachtungsfehler,  die  bei 
Bergmann  wohl  auf  20  bis  3o,  bei  Lehmann  auf  4  bis  5,  bei 
Saunders,  welcher  die  übrigen  Linien  beobachtet  hat,  auf 
I  A.-E.,  und  bei  der  letzten,  sehr  diffusen  Linie  auf  vielmehr  ge- 
schätzt werden  können.    Ob  unsere  Formel  nur  eine  Annäherung 

darstellt-     dift.     wtp.    fWp.    lihricrpn    SipripnfAriYipln       7r»^^    wapVjQpnHpni 


Bei  Cs  liaben  wir  die  Möglichkeit,  das  Nichtvorhandensein  der 
Linie  A?^  =  3  der  Bergniannschen  Serie  zu  konstatieren.  Moll 
findet  für  die  Linie  /,oi  (jl,  die  der  Ordnungszahl  4  entspricht,  die 
Intensität  90.  Die  Linie  /?i  =  3,  für  die  man  A=:2,2C)  und  2,24 
berechnet,  sollte  intensiver  sein.  Zwischen  ly.  und  4,5!-^  hat  Moll 
ausserhalb  der  sclion  bekannten  Serienlinien  nur  4  ganz  schwache 
Linien  (Int.  5  bis  10):  1,70,  2,08,  2,41,  ^i97-.  wovon  die  zwei 
letzten  anderen  Kombinationen  angehören.  Die  Linie  m  =r  3  fehlt 
also  sicher,  m  =  /[  ist  die  Fundamentallinie,  wie  wir  schon  mehr- 
fach geschlossen  haben. 

Wie  bei  Rh  erhalten  wir  noch  aus  (3,/?/^  tt/)  —  (3,<"/,  0)  resp. 
—  (3,  ^',  0')  die  Wellenlängen  1,3591,  1,3748  (Hauptlinien); 
1,3930  (Satellit).  Die  erste  fällt  zusammen  mit  einer  Linie  der 
ersten  Nebenserie  (ß.  1,3597),  die  zw^eite  hat  B.  bei  1^877  beob- 
achtet, der  Satellit  ist;  wegen  zu  geringer  Intensität,  nicht  beob- 
achtet. Die  Kombination  (3,/?/;7t/)  —  (4;  <:/,  0)  resp.  (4,  <'/^  5') 
entspricht  einer  Linie  von  sehr  grossem  X ;  aber  (3,/;< ,  tu, )  —  (3,  rf,  0) 
ergibt  \=  2,420  (Moll  2,4i,  schwach);  die  zwei  anderen, 
schwächeren  Linien  sind  nicht  beobachtet. 

Es  folgt  aus  (4,/>i  ™/>o,7r,--7i2)---(5,/),  •-~-/j»o,t:i---7c.)a==3,96o 
(Moll  3,97). 

Es  bleiben  zwei  sehr  schwacdie  f.inien,  1,74,  ?^,o8,  und  eine 
Linie  von  Ramage,  0209,  die  Konen  und  Hagenbach  nicht  finden 
konnten  und  daher  als  Verunreinigung  betrachten. 

(1,5,  .9,  er)  —  (3,  d,  0)  gibt  Azziögoo  angenähert,  welches  vielleicht 
wegen  ungünstiger  Lage  nicht  beobachtet  ist. 


Ka/)fer\ 

Die  Grenzen  für  die  Nebenserie  von  Cu  sind  nicht  sehr  genau 
hestimmbar,  weil  nur  wenig  Glieder  beobachtet  sind  ;  man  berech- 
net 3i  023,3  und  31771,8,  p-^—p^  =  0^00740,  wobei  tt,  — -tco  =  0 
gesetzt  ist,  was  angenähert  erlaubt  sein  dürfte.  Die  Kombinationen 
('2,pi,T.f)  —  {/\,pi—p-2:  T^i  — -2)  ergeben  bis  auf  einige  Hundertstel 
A..-E.  das  schwache,  nach  Violett  abschattierte  Paar  4oi  5,8,  4o56,8, 
genau  wie  bei  Na.  Höhere  Glieder  der  Serie  sind  nicht  gefunden. 
Bei  Tl  ist  auch  ein  solches  Paar  beobachtet;  liier  kann  allerdings 


TT,  — 7v2  =  0  nur  eine  sehr  rohe  A.nnäherLnig  sein,  so  dass  man  das 
Paar  mit  einem  Fehler  von  20  his  3o  A.-E.  erhält. 

Die  Hauptserie  von  Cu  ist  ihi^em  Verlauf  i>ach  nicht  bekannt, 
und  Beobachtungen  im  Infrarot  liegen  nicht  vor.  Es  ist  dies  daher 
die  einzige  Kombination^  die  wir  zu  berücksichtigen  haben,  mit 
Ausnahme  von  (1 ,5,  Sj  o-)  —  (3,  öf,  0),  welche  fehlt. 

flelium. 

Im  Spektrum  von  He  fanden  Runge  und  Paschen  (')nut^eine 
einzige  Linie,  die  ausserhalb  der  Serien  blieb,  8809, o/i,  und  die 
sie  infolgedessen  einer  Verunreinigung  durch  ein  unbekanntes 
Gas  zuschrieben.  Sie  gehört  aber  zum  System  der  Doppellinien 
von  He,  und  entspricht  der  Kombination  ( i  ,5,  5,  c)  —  (3,  cif,  S),  die 
sich  schreiben  lässt 

[(1,5,  S,  g)  —  (2,/?,-,  TT,-)]  H-  [(-i.Ph  -^O  —  (3,  d,  0)], 

ihre  Wellenzahl  ist  also  gleich  der  Summe  der  Wellenzahlen  der 
Grundhnien  der  Hauptserie  und  der  ersten  Nebenserie,  wobei  in 
beiden  Serien  die  stärkere,  oder  in  beiden  die  schwächere  Kom- 
ponente zu  nehmen  ist.  Herr  Paschen  hat  mir  das  Ergebnis  einer 
genauen  Messung  der  infraroten  He-Linien  freundlichst  mitgeteilt ; 
die  stärkere  Komponente  der  Grundlinie  der  Hauptserie  ist  da- 
nach X=:  io83o,44=t:o,2;  die  Grundlinie  der  ersten  Nebenserie 
ist  5870,870;  die  Wellenzahlen  im  Vakuum  9280,78  und  I70i4,i3 
ergeben  als  Summe  262447865  während  beobachtet  ist  26244,78; 
der  Fehler^  0,01 5  A.-E.^  bleibt  innerhalb  der  Fehlergrenzen. 
Damit  ist,  wie  ich  glaube,  die  Existenz  dieser  Kombination  bei  He 
über  jeden  Zweifel  erhoben.  Die  entsprechende  Linie  5o42,26 
für  das  System  einfacher  Linien  scheint  dagegen  nicht  zu  exis- 
tieren. 

Berechnet  man  auch  hier  die  Linie  (3,rf;S)  —  {^iPi — P2i'^i — ""^2) 
für  das  System  der  Doppellinien  von  He,  so  ergibt  sich  X=  18680  ; 
dabei  ist  pi — p.2  =  — o, 00008  und  kann  ebensogut  =0  gesetzt 
w^erden.  Bei  den  einfachen  Linien,  als  sehr  enge  Paare  aufgefasst, 


(')  C.  Runge  und  F.  Paschen,  Astrophys,  Journ.,  t.  III,  Jan.  1896,  p.  i5. 
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wäre  ebenfalls/:», — p^y'^i — '^i  gleich  Null  zu  setzen;  es  wird 
X=  18687.  ^^^  18687, 5±:o, 5  fii^det  Herr  Paschen  eine  Linie, 
von  der  sich  bis  jetzt  nicht  entscheiden  Hess,  ob  sie  doppelt  sei; 
dann  müsste  18680  erheblich  schwächer  sein.  Weitere  Linien 
sind  vorläufig  bei  He  nicht  gefunden. 


Die  Fr  da  Ika  llen . 

Bei  den  Erdalkalien  treten  bekanntlich  neben  den  Tripletts 
starke  Paare  auf  mit  konstanten  Differenzen  v^  die  ungefähr  das 
Doppelte  der  grösseren  Differenz  v^  betragen.  Wie  Rydberg  ver- 
mutete, und  Runge  und  Paschen  durch  die  magnetische  Zer- 
legung der  Linien  bestätigt  haben^  gehören  dieselben  zu  Serien; 
welche  den  Serien  von  Paaren  der  Alkalien  durchaus  entsprechen. 
Da  nun  das  erste  Glied  der  Hauptserie  auch  als  erstes  Glied  der 
zweiten  Nebenserie  gelten  muss,  so  kennt  man  von  letzterer  je 
zwei  Glieder;  in  den  ultravioletten  Fnnkenspektren  von  Ca  Sr,  Ba 
findet  sich  das  nächste  Glied,  so  dass  die  Serie  berechnet  und  die 
Grenzen,  w^enn  auch  nicht  sehr  genau,  angegeben  w^erden  können. 
Eine  Kontrolle  dafür,  dass  das  ultraviolette  Paar  (bei  Sr,  ßa  exis- 
tiert nur  ein  einziges)  wirklich  zur  zweiten  Nebenserie  gehört, 
liegt  in  den  so  berechneten  Konstanten  der  Formel,  die  sich 
untereinander  und  den  Konstanten  bekannter  Serien  anschliessen, 
während  dies  bei  wesendich  veränderter  Lage  des  dritten  Paares 
nicht  der  Fall  w^äre.  Eine  direkte  Bestätigung  im  magnetischen 
Feld  oder  durch  Auffindung  der  folgenden  Paare  wäre  allerdings 
erwünscht. 

Die  zur  zweiten  Neben serie  gehörenden  Paare  mit  ihren  Wellen- 
zahlen im  Vakuum  sind  durch  die  Tabelle  gegeben  (seite  160). 

Man  berechnet  bei  Ca,  Sr^  Ba  für  die  Grenzen  A  und  A^  und  die 
Konstanten  6-,  er : 

Ca 


Sr 


Ba 


A  = 

6o4'-i3,i, 

A'=:          60646,0, 

s  =- 

-ü,9o533, 

a   =-h  0,62397; 

A  = 

55o'28j7, 

A'=      5583o,o, 

^  =  - 

»0,85  464, 

(7   =-+-0,66488; 

A  = 

499-^5,8, 

A'=      5i6i6,3, 

s  =- 

-0,76651, 

C7    =  -i-  0,72693. 

Ba. 


Ra. 


i,s 


Mg..  . 
Ca..  . 
Sr.  .. 


(  2795,63 
'  i  2802,80 

I  3933,33 
'  }   3968,83 

(  4077,88 
' \   4215,66 

\   4554,21 
4934,24 

38i4,58 
4682,36 


I 


35759,8 
35668,3 

254 1 3, /| 
25190,6 

245i5,7 
23714,5 

2f95i,7 
20261 ,1 

26207,9 
2i35o,9 


Ordnungszahlen. 


2,5 


2930,61 
2928,74 

3737,08 
3706,18 

43o5,6o 
4161,95 

4900,1 3 
4525,19 

58i3,85 
4533,33 


34043,1 
34134,6 

26751 ,5 
26974,5 

20219,2 

2/|020,5 

2o4o2,0 
22092,4 

17195,6 
22052,8 


3,5 


2208,95  (^) 
2198,03  (1) 

247^,75  r-) 
4^.3,75  P) 

2771,51  (3) 
2647,4^  {') 


9*j5 


45256,6 


45481,5  \ 


v'=  222,9 


40445,2 


41246,2^ 

36071 ,0  ji 
37761,8! 


8or,3 


:  1690,5 


I 


v'  =  4857,1 


1 


Setzt  man  wieder  in  erster  Annäherung  tc, — tto^^-o,  so  ergibt 
sich  daraus  für  po — p^  :  Ca  0,00247;  Sr  0^01017,  Ba  0,02448? 
während  in  den  Triplettserien  für^o  — p\  sich  findet:  Ca  0,00279, 
Sr  0,01 184,  Ba?  Sie  unterscheiden  sich  um  etwa  i5  Proz.  von  den 
ersteren,  während  die  konstanten  Differenzen  etwa  doppelt  so 
gross  sind.  In  der  exakten  Formel,  und  ohne  die  Vernachläs- 
sigung von  TT,  — TUo,  dürfte  also  wohl  dieselbe  Konstante  für  beide 
Differenzen  massgebend  sein. 

Auch  die  zwei  Satelliten  von  Ca,  Sr  bilden  mit  der  Hauptserie 
Tripletts,  für  deren  Abstand  die  Grössen  d — rZ^,  d'  —  d^^  mass- 
fi^ebend  sind.   Man  findet,  indem  man  0  — 


:0,    0   — 0" 


:  o  setzt, 
aus  dem  ersten  Glied  r>i  =  3  der  ersten  Nebenserie: 

1.   dass  d — d^  bei  den  Serien  von  Doppellinien  und  bei  den 


(^)  Nach  Eder  und  Valenta,  Beiträge  zur  Photochemie  and  Spektralana- 
lyse :  Das  Funkenspektrum  von  Ca.  Wien,  1904.  Dieses  Paar  ist  schon  von 
Hydberg  bemerkt  worden. 

(2)  Nach  ExNER  und  Hasgiiek,  Wellenlängentabellen  {Funkenspektren).  Leip- 
zig, 190I. 

(2)  Nach  Kayser  und  Runge;  auch  E.  und  H.  führen  die  Linien  inm  Funken 
Spektrum. 


Tripletts  angenähert  übereinstimmen.  (Null  bei  Mg,  0^0007  ^^'• 
Ga-Tripletts,  0,0006  bei  den  Dubletts,  o,oo335  bei  den  Sr-Tri- 
pletts,  0,00339  bei  den  Dubletts.) 

2.  Bei  Ca,  Sr  haben  Fowler  (^)  und  Saiinders  (-)  Serien 
engerer  Tripletts  gefunden  mit  den  konstanten  Differenzen  21,2, 
i3,6  bei  Ca;  100, 3,  59,8  bei  Sr.  Berechnet  man  aus  deren  Gren- 
zen die  entsprechenden  p^  —p^^  so  erhält  man  wieder  0,0007 
bei  Ca,  o,oo362  bei  Sr,  Null  bei  Mg.  Wieder  wird  man  zum 
Schluss  gedrängt,  dass  eine  und  dieselbe  Konstante,  also  eine  und 
dieselbe  Ursache,  diesen  Differenzen  zugrunde  liegt.  Die  ent- 
sprechenden Differenzen  der  Schwingungszahlen  variieren  da- 
gegen sehr  stark  :  der  Übergang  zu  den  Konstanten  unserer, 
wenn  auch  unvollkommenen  Formel  bringt  also  entschieden 
Gewinn. 

Bei  den  Elementen  der  zweiten  Mendelejeffschen  Kolonne 
fehlt  die  Hauptserie,  und  zwar  sollte  das  als  Grundlinie  der  zweiten 
Nebenserie  extrapolierte  Triplett,  welches  zugleich  Grundlinie  der 
Hauptserie  ist,  nach  meinen  Rechnungen  ('*)  bei  Mg,  Ca,  Sr  nicht 
sehr  weit  ins  Ultraviolett  fallen  ;  es  müsste  grosse  Intensität  be- 
sitzen, und  die  Differenzen  v,,  Vs  in  umgekehrter  Reihenfolge  auf- 
weisen. Bei  keinem  dieser  Elemente  existiert  aber  ein  Triplett  von 
solcher  Beschaffenheit ;  man  kommt  also  zum  Schluss,  dass  bei  den 
von  mir  nach  der  willkürlichen  Festsetzung  [s)  <C  o,5  gewählten 
Ordnungszahlen  die  Grundzahl  für  das  Sjmbol  (772,5,0-)  bei  die- 
sen Elementen  2^5  ist.  Da  jedoch  bei  andern  Elementen  i,5  die 
Grundzahl  ist,  dürfte  es  empfehlenswert  sein,  die  Ordnungszahlen 
in  der  zweiten  Nebenserie  der  Erdalkalien  um  eine  Einheit  zu 
erniedrigen.  Man  erzielt  dadurch  auch  den  Vorteil,  dass — cr/x, 
welches  bei  den  Alkalien  nur  zwischen  0,42  und  0,349  schwankte, 
auch  bei  den  Erdalkalien  angenähert  konstant  bleibt,  nämlich: 

Mg  0,340,  Cao,4:>^i,  Sr  0,455,  Zn  0,326,  Cd  0;362,  Hgo,368 
und  analog  Tl  0,377. 

Demnach  wäre  das  Triplett  2,5  der  zweiten  Nebenserie,  nach 


(^)  Fowler,  Astrophys.  Journ.jt.  XXI,  1906,  p.  81. 
(-)  Saundeus,  ibid.^  p.  19.5. 

(2)  W.  Ritz,  Jnaug.-Dissert.,  Auszugs  Ann.  d,  Phys.,  t.  XII,  1908,  p,  3o2  iX. 
CEuvres,  I,  p.  67  IT. 
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der  Numerierung  meiner  Inaag. -Dissertation,  Grundlinie  der 
Hauptserie  bei  diesen  Elementen,  und  dieselbe  würde  weiter  im 
Ultrarot  und  Rot  verlaufen. 

Göttingen,  Juni   1908. 


Autoreferat  (i). 

Während  die  bisher  bekannten  Gesetze  der  Serienspektren 
die  Linien  einer  Serie  untereinander  verknüpfen  (vom  Gesetze 
der  kons  tauten  Differenzen  der  Wellenzahlen  abgesehen),  wird  hier 
gezeigt,  dass  auch  zwischen  verschiedenen  Serien  eines  Elements 
einfache  Beziehungen  bestehen  :  durch  additive  oder  substraktive 
Ivombination,  sei  es  der  Serienformeln  seihst,  sei  es  der  in  die- 
selben eingehenden  Konstanten,  werden  neue  Formeln  gebildet, 
die  die  in  den  letzten  Jahren  von  Lenard  u.  a.  entdeckten  neuen 
Linien  der  Alkalien  vollständig  aus  den  früher  bekannten  zu  be- 
rechnen gestatten,  und  auch  bei  andern  Elementen,  insbesondere 
He,  weitgehende  Anwendungen  zulassen.  Die  von  Rydberg 
schon  ausgesprochene  H}'pothese,  dass  die  Serienformeln  mxl  zwei 
willkürlichen  ganzen  Zahlen  zu  schreiben  seien,  wird  aus  Mes- 
sungen  von  F.   Paschen  u.  a.   bestätigt  :    so  besitzt  Wasserstoff 

neben  der    bekannten    Serie  ^=N  (— • -A   noch    die    Serie 

r-  =  N(— -A  >  usw.    (wobei  N  ein   numerischer   Faktor   ist). 

Endlich  wird  gezeigt,  dass  für  die  willkürliche  ganze  Zahl  m  zwar 
keine  obere,  wohl  aber  eine  gewisse  untere  Grenze  existiert,  und 
dass  die  Konstanten  der  Formeln  nahe  Beziehungen  zu  den  Atom- 
gewichten zeigen.  Es  ergibt  sich  eine  neue  Ansicht  über  die  Kon- 
stitution der  sog.  Spektren  zweiter  Art. 

(^)  Compte  renda  par  l'auteur  lui-m^me,  trouve  dans  ses  papiers  et  de  desti- 
nation  inconnue. 


ON  A 

NEW  LAW  OF  SERIES  SPECTRA. 


Astrophysical  Journal^  Vol.  XXVIII,  No.  3,   October  1908, 
p.  '237-:243. 


This  communication  is  intended  to  show  liovv  we  may  derive  from 
the  known  spectral  series  of  an  element,  new  serles  which  represent 
accuratelj,  without  die  iiiclusion  of  any  new  constant,  nearly  all  of 
the  series  and  lines  recently  discovered  by  Lenard,  Konen,  Hagen- 
bach, Saunders,  Moll,  Ramage,  and  Bergmann.  The  new  prlnciple 
of  combination  also  finds  appllcation  to  other  spectra,  particuhirly 
to  helium  and  the  earth  alkalies.  Closer  relationships  to  the  atomic 
weight  than  have  been  known  hitherto  are  also  furnished. 

In  its  most  convenient  form,  the  series  formula  proposed  by 
me  reads  (' j: 

N 


(I)  v  =  A- 


[m-i-aH-  ß(A  —v)J- 


where  v  is  the  wave-nnmber  referred  to  vacuum,  N  is  a  universal 
constant,  tn  the  niuneral,  and  A  the  limit  of  the  series;  a  and  ß 
are  constants.  For  small  values  of  m,  v  may  become  negative,  which 
must  be  taken  into  account  in  the  term  ß(A  —  v).  The  constants  a 
and  ß  characterlze  the  course  of  the  series  :  they  are  identical 
Tor  two  series  with  constant  differences. 


We  also  have  approximatelj 

(2)  v  =  A- 


ßN 
ni' 


w 


We  use  for  abbreviation 

(3)  m,a,  ß  = 


N 


^m-{-a-i-  ii(A-~v)Y 


Let  the  constants  a  and  ß  have  the  values  d  and  o  for  tlie  pairj 
of  the  first  subordinate  series  for  instance  (''difliise  seiies"  acxor- 
ding  to  Rjdberg's  notation);  for  the  second  subordinate  serief 
(Rydberg's  ''sharp  series")  let  the  values  be  5,  cj;  for  the  principa 
series,  let  the  values  be  /?i ,  tc,  ,  and  p^j  '^2  5  for  the  aikalies  tc,  =  tc. 
verj  approximately  ( ^ ). 

If  the  first  subordinate  series  has  a  satellite,  a  diOercnt  sei  o 
valueSj  d',  o',  applies  to  the  second  principal  line,  vvhere  agaii 
S  =  S',  approximately. 

The  Statement  of  three  series  may  uiow  be  written  (loc.  cit. 
p.  291)  :  Principal  series  : 

±:v  =  (1,5,5,  er)  —  (m,pi^r.i)         (1  =  1,  1;  in  =  2,  3,  4,  •  •  •  ,/?i  > /"-»a)- 

Second  sxibordinate  series: 

^^^i'^Pi^-^O  —  im.s.a)         (t=:i,2; /n  =  r,5;  2,5;   3,5;...)- 

First  subordinate  series: 

-f-v  =  1^'^'^^''^^")""^^^'^'^^      (/n  =  3,4,5...)(rirstprincipallinean(lsatellite) 
(  {'^^P?.,'r^i)—(rJi,d',o')    (/?z  =  3,4,5...)  (second  principal  linc). 

The  eonstant  Separation  of  the  doublet  is  v^  =  ('s, /;,,  it,) — 
(2,/}2,  TC.).  On  the  basis  of  the  observed  data  now  available,  iht 
following  points  may  be  shown  (-)  : 

1.  In  the  equation  of  a  principal  series,  if  we  replace  i,5  by  the 
larger  numbers  2,  5 ;  3,5,  .  .  . ;  and  in  the  equation  of  a  subor- 
dinate series,  if  we  replace  2  by  the  larger  numbers  3,4,5,..,. 


(')  Loc.  cit,,  p.  291;  QEuvres,  I,  p.  5-2. 

(')  The  reader  will  find  furLher  particulars  in  a  paper  lo  appear  prcsenüy  in  ih, 
Physikalische  Zeitschrift,  OEuvres^  IX,  p.  14 1. 


nevv  Hnes  will  resalt  wliich  have  been  observed  in  manj  cases. 
This  was  alreadj  suspected  by  Rydberg. 

2.  For  every  symbol  (m,  a,  j3)  there  exists  a  mlnimum  number 
m  (namely,  3  for  tlie  first  subordinate  series;  i,5  for  the  second 
subordinate  series,  according  to  the  iiotation  of  my  dissertation 
already  cited),  which  is  a  fundamental  number;  if  we  assign  still 
smaller  values  to  m,  we  should  expect  a  stronger  line,  but  in  prac- 
tice  this  line  has  not  been  observed.  I  have  already  shown  (* )  that 
in  no  spectriim  does  an  actiial  line  correspond  to  the  numeral  /i  =  2 
of  the  first  subordinate  series,  in  so  far  as  the  observations  are 
adequate  on  this  point. 

3.  If  we  form  from  these  symbols  the  new  combination 
(1,5,  5,  er)  —  (3,  d,  S)  we  obtaln  new  lines  which  have  been  ob- 
served in  case  of  He,  K,  Rh,  but  which  are  lacking  in  Na  and  Li 
thus  far;  for  the  earth  alkahes  they  fall  in  the  infra-red.  The  cal- 
culated  value  for  He  is  v  =  26244^86,  the  observed  value  is 
9-6244,^8. 

4.  In  case  of  Li  and  Na,  there  has  been  also  observed  the 
combination  (2,  p^,  T^^)^{m^  p^,  tt,);  (2,/?2,  ^^2)  —  {f^'^^p-x,  ^2); 
/??  =  3,4,  .... 

3.  If  we  form  (3,  öf,  3)  — {m,  pj^  — P2^'^\  —  ''^2);  />i  =  4?  5,  .  . . . 
then  we  get  the  infra-red  series  found  by  Bergmann  (-)  for  K,  Rb, 
Cs,  and  the  corresponding  lines  for  Li,  Na,  He,  which  were  un- 
known. 

For  Rb  and  Cs,  the  first  subordinate  series  has  a  satellite,  so 
that  we  have  further  a  second  series  (3,  d' ^  o')  —  {m^p^ — />o, 
TT,  — TCo),  which  runs  along  in  the  neighborhood  of  the  first,  and 
has  a  constant  difference  with  respect  to  this,  as  was  observed  by 
Bergmann,  and  even  earlier  by  Saunders  in  case  of  Cs,  while  for 
Rb  the  lines  could  not  be  separated.  The  fundamental  number 
for  this  newly  formed  symbol  (m,  /?,  — /?2,  tc,  — tuo)  is  m  ==  4- 

6.    The  foUowing  combinations  also  exist: 

(2,/?/,  TC/)  — (m,pi— /?2,TCi  — 112)         (i  =  i,a;  A?i  =  4,  5,  ...). 
The  pair  shading  toward  the  violet  of  Na,  the  corresponding  pair 


{')  OEuvres,  VII,  p.  98,  et  VIU,  p.  187. 

(2)  Inaug.-DLss,,  Jena,  1907;  also  G.  Rcjnge,  Physik.  Zeitschr.,  t.  IX,  1908,  p.  i. 


of  Cu,  and  the  series  of  lines  which  Iiave  been  found  in  Li  an 
Na,  by  Lenard,  Konen  and  Hagenbach,  belong  liere. 

7.  Extended  investigations,  such  as  exist  for  the  alkalies,  ai 
lacking  for  the  earth-alkalies  in  the  infra-red  region;  and  the  prii 
cipal  series  have  not  been  observed,  showing  that  the  test  of  tli 
principle  of  combination,  in  the  sense  hitherto  used,  cannot  1: 
made  at  present.  The  following  circumstances,  however,  indicai 
that  it  is  also  valid  here:  in  the  first  subordinate  series  of  the  seri( 
of  triplets,  with  two  satellites,  we  have  to  introduce  the  new  syn: 
bols  (/72,  jt?3,  71:3),  (m,  d"^  t")  with/?,  ^p^^ p-i-  Ii^  the  first  apprc 
xiniation  we  may  neglect  7:^  —  tto,  tco —  -n:.),  and  compiite  p^  — p. 
/?2 — pzi  from  the  limits  of  the  subordinate  series,  in  spite  of  th 
fact  that  the  principal  series  have  not  heew  observed  ;  p^  — p^  wi 
be  about  twice  as  large  as  p^ — />3,  and  the  two  difierences  of  tb 
Vibration  number  (designated  by  Rydberg  as  v^  and  Vo)  are 

There  frequently  occur  double  lines,  with  the  distance  Vi,  an 
tripletswith  the  distance  v^,  vo,  outside  of  the  series.  This  is  to  t 
expected  on  the  principle  of  combination  only,  and  only  whe 
(2,  jD/,  TT/)  are  associated  with  any  quantity  (m,  a,  ß).  These  don 
blets  and  triplets  mnst  therefore  belong  to  series  which  end  at  th 
same  point  (2,  pt,  tc/)  as  the  subordinate  series  already  knowi 
but  of  which  only  a  few  terms  of  sufficient  intensity  are  to  t 
perceived- 

It  was  further  possible  to  find  the  equation  of  the  second  sul: 
Ordinate  series  for  the  strong  ultra-violet  pairs  for  Ca,  Sr,  Ba,  fc 
w^hich  the  difierence  of  the  vibration-numbers  v'  is  to  be  twice  j 
large  as  v^,  and  from  the  elements  of  these  double  lines  to  form  th 
corresponding  difFerences  of  the  constants  /?,  on  the  assumptio 
that  Tc^  —  Tüorzr  o.  Thc  distancc  differs  from  that  of  the  series  c 
triplets  by  only  about  1 5  per  cent. ;  in  the  same  exact  computatior 
the  two  quantities  would  probably  become  equal  to  each  othei 
which  would  correspond  to  the  principle  of  combination. 

Finally,  subordinate  series  of  close  triplets  have  recently  bee 
found  for  Ca  and  Sr,  by  Fowler  and  by  Saunders,  from  the  limii 


ofwhlch  again  the  difFerences /^^j — p'.^')  p^  —  7^37  caii  be  fornied. 
Witliin  the  limils  of  accuracy  of  these,  it  appears  tliat  they  are  tlie 
same  as  those  computed  from  llie  satellites  and  principal  liries  of 
the  first  sabordinate  series  d  —  d' ^  d —  d^ ^  so  that  a  new  comblna- 
tion  exists  here. 

It  further  appears  of  advantage,  in  i^espect  to  the  relatlons  with 
the  atomic  vveight,  to  inti^oduce  the  constants  of  the  formula  in 
place  of  the  wave-numbers,  in  spite  of  the  fact  that  this  can  only 
be  regarded  as  an  approximation.  It  is  well  knovvn,  for  instance, 
that  the  quotient  of  v,  and  the  Square  of  tlie  atomic  weight  [x  does 
not  Vary  miich  vvithin  a  group  of  chemically  related  elements;  but 
on  the  contrary  it  varies  greatly  from   group  to  group,  from  3  1^6 

for  Cs,  to    187,0  for  Tl.  We  introduce^^ — —^  in  place  of -4  and 

the  Variation  becomcs  mach  less. 

The  discrepancies  which  still  remain  are  probably  due  in  part 
to  the  incompleteness  of  the  series  formulae,  but  particularly  to  the 
neglect  of  tc,  —  tto,  which  certainly  is  not  admissible  in  the  case  of 
AI,  In,  and  Tl.  A  knowledge  of  the  principal  series  of  these  ele- 
ments would  enable  us  to  declde  about  this. 


ELEMENT  (^). 

Na. 

K. 

Rb. 

Gs. 

Cu. 

Ag. 

Mg. 

Ca. 

Sr. 

Zn. 

Gd. 

Hg. 

AI. 

In. 

Tl. 

He. 

63,8 
20,4 

3p.,  3 
14,2 

37,8 
18,9 

32,3 
18,0 

3r,G 

18,  {) 

61,8 
18,6 

79  :f^ 
24 ,  ?. 

68,8 

66,1 

i7w 

5i,5 

91,0 

17,?. 

93,2 
18,6 

ii5,4 
22,3 

t52,8 
2/5,8 

172,1 
29,2 

187,0 
32,7 

H-' 

(')  According:  li)  llie  summary  by  Kytlberij;,  [Rapports  du  Congrks  de  Physiqiw.,  L  11,  Paris,  1900). 

Jt  is  known  that  with  increasing  atomic  weight  the  series  fall  off 
with  increasing  rapidity,  so  that  only  those  lines  are  observed 
which  correspond  to  the  lowestnumbers  of  theorder.  At  the  same 
time  the  number  of  the  difTerent  series  increases  (even  Mg  shows 
series  of  douhle  lines  and  of  simple  lines  in  addition  to  the  series 
of  triplets)  and  the  number  of  combinations  increases.  Thus  we 
flnally  reach  a  spectrum  in  which  we  may  perceive  a  large  number 
of  characteristic  constant  dillerences,  but  no  series.    It  seems  to 


me  verj  probable  that  ihe  so-called  spectra  of  die  seconcl  class 
which  exhibit  this  Ijehavior  are  spectra  with  verj  many  combina- 
tions  and  with  very  slighlly  developed  series. 

The  computation  of  a  quantity  (m,  a,  ß)  assumes  a  knowledge 
of  the  elements  of  a  series  in  the  formula  of  which  it  enters.  This 
elements  may  be  deterinined-with  great  accuracy,  except  when  only 
a  few  diffuse  lines  are  observed;  it  is  also  somewhat  independent 
of  the  outstanding-  uncertainty  as  to  the  exact  form  of  the  equation 
of  the  series.  In  the  cases  cited  under(i),  (3),  (4),  we  have  indeed 
to  compute  exclusively  differences  and  sums  of  observed  vvave- 
numbers;  the  accuracy  is  na turally  still  greater  here.  Bat  on  the 
other  haud  the  constants  entering  into  the  symbol(m,/>, — /?2, 
'^i  —  '^2)  niay  be  varied  by  20  per  cent.  without  making  the  diiler- 
ence  between  computation  and  Observation  much  worse.  On 
account  of  their  smallness  the  influence  of  the  constants  pi  — /?27 
TZi  —  7:0,  is  relatively  slight  compared  to  that  of  /??,  and  the  series 
run  along  nearly  parallel  with  Balmer's  series,  particularly  for  Li, 
Na,  and  He ;  for  greater  atomic  weight  the  observations  are  hitherto 
too  inaccurate  to  give  us  any  certainty  on  this  point. 

In  a  paper  which  recently  appeared  (^)  I  have  shown  that  we  may 
cite  Systems  of  the  simplest  sort  of  which  the  energy  is  purely 
electro-magnetic  and  which  observe  Balmer's  formula,  the  hiws  of 
series  and  the  analogoas  Zeeman  effect,  etc.  The  vibration 


'-"G-i) 


is  produced  by  the  magnetic  field  of /n  —  2  elementary  magnets 
turned  toward  each  other,  which  are  identical  among  themselves  : 
in  addition  to  this  magnetic  series  the  electron  is  subject  to  only 
rigid  combinations.  Similar  facts  hold  good  for  other  spectra. 
Higher  numbers  of  the  order  thus  correspond  in  a  certain  degree 
with  higher  magnetic  polymerizations,  which  constantly  become  less 
Stahle,  so  that  the  lines  become  broaderwith  an  increasingnumber 
of  the  Order,  and  also  Ijecome  constantly  weaker.  Violent  motions, 
such  as  occur  in  a  electric  spark,  are  also  unfavorable  to  stabiiity, 


(^)  Magnetische  Atomfelder  und  Serienspektren  {OEuvres,  VII,  p.  98). 
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whence  ihe  series  In  ihe  spark  cease  at  lower  numbers  of  the  order 
than  in  the  arc. 

The  magnetlc  fielcl  in  an  alom  may  be  regarded  in  all  spectra  as 
produced  bj  tvvo  poles  of  opposite  sign,  which  separately  may 
occupy  diiferent  positions  in  tlie  atom.  In  case  of  hydrogen,  these 
poInts  lie  at  equal  distances  on  a  straight  line.  It  would  appear 
that  vvemaymore  generally  staLe  the  principle  that  the  simple  lines 
refer  Lo  or  depend  upon  the  positions  of  these  poles  in  the  atom. 
In  (/?2,  a,  ß)  —  (/2,  a',  ß')  each  of  the  terms  represents  the  influence 
of  one  pole;  and,  as  vve  have  shovvn  before,  the  possible  positions 
of  the  separate  poles  permit  the  most  varied  combinations  of  the 
poles  in  pairs. 

As  to  a  certain  mlnimum  prescribed  in  the  number  of  the  Order 
m — whlch  occLirs  in  the  case  of  no  known  processes  of  Vibration — 
this  mode  of  representation  only  affirms  that  the  magnet  poles  are 
held  by  the  structure  of  the  atom  at  a  certain  minimum  distance- 
from  the  electron  vibraüng  within  an  atom,  an  idea  which  is  quite 
plausible. 

GüLlin gen,  June  1908. 
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Re{>ue  generale  des  Sciences^  20*^  annee,   1909,  p.   171-175. 


I.  —  Generalites.  Nouvelles  lois  empiriques. 

La  natare  des  atomes  et  des  forces  moleculaires  nous  est,  on  le 
sait,  bien  peu  connue,  malgre  les  elForts  toujours  renouvel^s  des 
chercheurs;  la  grande  difficulte  da  probleme  vieni,  en  efTet,  de  ce 
que  ce  ne  sont  pas,  en  regle  generale,  les  proprieles  des  atomes, 
mais  des  moyennes  compliquees,  dependant  de  ragitatioa  molecu- 
laire  et  des  conditions  exterleures,  qui  fönt  Fobjet  de  nos  percep- 
tions.  Pourtant  il  est,  ä  cette  regle,  une  exception  importante :  les 
spectres  des  corps  simples  nous  renseignent  d'une  facon  imm^diate 
sur  les  modes  de  Vibration  des  atomes,  car  la  position  des  raies 
dans  le  spectre  est  ä  peu  pres  completement  ind^pendante  soit  de 
la  temp^rature,  soit  des  conditions  exterieures,  et  meme  des  actions 
des  molecules  les  unes  sur  les  autres.  EvidemmenL,  s'il  (^tait  pos- 
sible  de  conclure  des  vibrations  des  charges  electriques  de  l'atome 
aux  forces  qui  les  produisent  et  ä  la  disposltion  ou  au  mouvement 
des  charges  elles-m^mes,  le  probleme  serait  r^solu ;  la  precision 
extreme  des  mesures  snecLrales  nous  foiirnit  donc.  snrcftsuiet.  des 


resultats  ont  ete  obtenus  dans  cette  voie,  gräce  ä  la  remarquable 

simplicite  de  quelques-imes  des  lois  enipiriques  reliant  entre  elles 

les  longueurs  d'onde  d'un  spectre.   On  va  voir  que  le  probleme 

comporle,  en  effet,  poiir  l'hjdrogene  du  moins,    une  Solution  trcs 

simple,   qui  s'accoi^de  parfaitemenL  a^ec  les  vues  generales  sur  la 

Constitution  des  atomes  auxquelles  ont  men6  les  dernieres  decou- 

vertes. 

Rappeions  la  formule  remarquable,  decouverte  par  Balmer,  qui 

relie  entre  elles  les  longiieurs  d'onde  A  des  raies  du  spectre  de 

l'hydrogene.   Elle  peut  s'ecrire,   en  designant  par  N  une  certaine 

constante : 

I 

m2y 


\    o2 


En  donnant  successivement  ä  ?7i  les  valeurs  3,  4:  5,  ...,  32,  on 
obtient  exactement  les  longueurs  d'onde  de  toutes  les  raies  de  l'hy- 
drogene. L'erreur,  si  eile  existe,  semble  etre  inferieure  au  cent- 
millieme. 

Pickering  a  decouvert,  dans  certaines  etoiles  od  l'hydrogene 
predomine,  une  seconde  serie  de  lignes,  que  nous  ne  savons  pas 
encore  produire  au  laboratolre,  et  qui  sont  donne^es  par  la  for- 
mule : 


s  =  » 


'2- 


[m^Ly_ 


(m  =  I,  2,  3,  ...), 


oü  N  designe  la  m^me  constante  que  plus  haut. 

On  est  porte,  avec  ßalmer  etRydberg,  ä  penser  qu'en  realite  ces 
formules  devraient  s'ecrire  chacune  avec  deux  nombi^es  entiers 
arbitraires  /??  et  /?.,  en  sorte  que  le  spectre  de  Thydrogene  serait 
donne  par  les  formules  : 

/    \  III  I 


JN   A         /l2         /  I 


{""■^-J 


les  valeurs  n  =  3,  4,  --m  correspondant  ä  des  lignes  infrarouges. 
Cette  hypothese  arecu  tout  recemment  uneconfirmation  ^clatante. 
Surmes  indications,  M.  Paschen  aeffectivement  trouve  deux  lignes 


UJCjUYnHO      UCi       WALiAnKiCV      1\1X//. 


I    r          I 

NX""  P' 

r 

I    I  _    I          I 

N  X  "~  32  ~~  52 

X=i875r 

,6 

et 

X  =  12818,7; 

infrarouges  de  l'hydrogene,  qu'il  a  pu  mesurer  avec  iine  grande 
precision  (^ ) ;  il  a  obtenu  : 

X  =18751,3  d=i  U.A.        et        X  =12  8 17, 6  ±1,5  U.A. 

Or,  les  formules  : 


donnent 


Faccord  iie  laisse  rien  ä  desirer. 

II  semble  que  la  reclierche  de  systemes  mecaniques  ou  electro- 
magneüques  dont  les  vibrations  soient  representees  par  des  for- 
mules d'une  teile  siinplicite  ne  soit  pas  une  entreprise  deraison- 
nable.  D'aüleurs,  des  lois  analogues  ont  ete  decoiivertes  dans 
d'autres  spectres,  comme  on  sait,  par  Rjdberg,  Kajser  et  Runge. 
Ici  encore,  la  demonstration  est  falte  (-)  que  les  formules  eontiennent 
deux  entiers  arbitraires.  En  premiere  approximation,  on  peut  les 
ecrire,  avec  Rydberg  : 


NX        (/n-a)2        (m-ha'y 
et,  plus  exaetement,  comme  l'a  montre  Tauteur  de  cet  article 


(3) 


NX         /  /;\'^         /  ,        b'Y- 

N  a  la  meme  valeur  que  pour  l'hydrogene,  tandis  que  les  cons- 
tantes  a,  b,  a' ^  b' ^  varient  d'un^lt^ment  ä  l'autre.  En  les  clioisissant 
convenablement,  et  posant  m  =  i  {,  n  =  2,  3,  ...,  la  formule  (3) 
donne  la  «  serie  principale  »  de  Kayser  et  Runge;  pour  n  =  2, 
m=:ä^,  3^,  ...,  eile  donne  la  deiixieme  serie  secondaire ;  aux 
syslemes  de  valeurs  /^  =  3,  m  =  2^,  ...,  etc.,  con^espondent  ^gale- 
ment  des  raies  observ^es.  Remplagant  a' ^  b\  par  certaines  nou- 
velles  constantes  d^  b" ^  on  aura  pour  /2=r:  2,   in  =  3,  4,  5,  ...,  la 


(MF.  Paschen,  Ann.  der  Physik,  t.  XXVII,  1908,  p.  587. 
(^)  Pour  plus  de  d(§tails   sur  ce  qui  suit,  consulier  mes  differents  Memoires 
{(Muvres,  VI,  p.  gö ;  VII,  p.  98;  IX,  p.  i4i,  et  X,  p.  i63). 


premiere  serie  secondaire^  qiü  a  meme  limite,  pour  m  =  co,  que 
ladeuxieme.  Iciencore,  les  lignesinfraroug-es /?  =  3, 7?2=i:3,  4:  etc., 
ont  pu  etre  observees.  Mais,  resultatqui  precise  neUement  la  signi- 
fication  de  ces  formules,  si,  au  lieu  de  combiner,  comine  nous 
venons  de  le  faire,  im  premier  terme  eii  «,  b  avec  un  deuxieme  en 
a',  b'  ou  en  a'',  6'^,  nous  combinons  ceux-ci  entre  eux,  de  maniere 
a  former  l'expression  : 

(4) 


I 

l 

X  - 

[n-^a'+.^y 

nous  obtenons  encore  des  lignes  obser^ees^  au  moins  dans  certains 
spectres.  Enfm,  pour  Li,  Na,  on  peut,  dans  un  sens  analogue, 
combiner  la  serie  principale  avec  elle-meme  : 

...II  I 


JNX        /  6  \2        /  6  \2 

Ceb  lois  enoncent  que,  par  l'addition  ou  la  soustraclion  des  fre- 
quences  de  deux  lignes  ou  series  observees,  on  obtient  la  frequence 
d'une  nouvelle  ligne  ou  serie  de  lignes.  Les  erreurs  sont  de  Tordre 
des  incertitudes  experimentales  ;  pour  Thulium,  on  calcule  pour 
ia  ligne  la  plus  intense  du  Systeme  (4)  •"  k  =  26244?  86  ;  Texpe- 
rience  a  donnd  26244578. 

Je  n'insiste  pas  davantage;  on  voit  que  : 

1'*  Les  lois  simples  se  rapportent  toujours  a  ^^  c'est-ä-dire  a  la 
frequence; 

2"  Qu'en  faisant  augmenter  indefiniment  Fun  ou  i'autre  des 
nombres  entiers,  les  frequences  obtenues  ont  une  limite; 

3''  Que  chacun  des  deux  termes  de  la  formule  a,  en  quelque 
Sorte,  une  exislence  s^paree^  et  qu'on  obtient  lesraies  d'un  spectre 
en  combinantde  diverses  manieres  entre  eux  de  tels  termes. 

II.  —  Hypothese  des  champs  atomiques. 

Ces  resultals  generaux  fönt  nettement  ressortir  la  grande  diße- 
rence  qui  existe  entre  tous  les  modes  de  vibrations  elastiques, 
electrlques  et  autres  que  nous  connaissons,  et  les  vibrations  spec- 


/4 


trales.  En  premier  lieu,  —  et  lord  Raylei gh  a  beaucoup  insiste  sur 
ce  point,  —  les  lois  simples  des  phenoaienes  vibratoires  se  rap- 
portent,  äpeu  d'exceptions  pres,  aux  carres  des  frequences,  etnoii 
aux  frequences  elles-memes.  Cela  lient  a  ce  que,  a  cote  des  coor- 
donnees  qiii  defmissent  Tetat  des  systemes^  les  equaüons  du  mou- 
vement  en  contiennent  les  derivees  secondes  ou  acceleratlons.  Or, 
lorsqu'il  s'aglt  de  vibrations,  le  temps  n'entre  que  sous  la  forme 
sinv^t  —  ^o);  expression  dont  la  derivee  seconde  conti ent  le  fac- 
teurv-;  pour  determiner  la  frequence  v_,  on  a  donc  finalement, 
puisque  sinv  (c  —  ^o)  disparait  du  resultat,  une  equaüon  en  v-,  et 
ce  n'est  que  dans  des  cas  tres  particuliers  qu'on  pourra  extraire 
algebriquement  la  racine  carree.  11  en  seralt  aatrement^  a  remarque 
lord  Rayleigli,  si  les  equations  etaient  du  premier  ordre.  MaUieu- 
reusement^  Tintroduction  des  acceleratlons  s'impose  a  lous  les 
points  de  vue  d'une  maniere  absolue,  et  il  semble  que,  des  l'abord, 
nous  nous  trouvions  dans  une  impasse. 

Pourtant,  une  hypothese  simple  va  nous  tirer  d'embarras.  Si  les 
forces  qai  produisent  les  vibratioos,  au  lieu  d'etre  determinees  par 
la  Position  ou  la  deformation  du  Systeme,  comme  c'est  generale- 
ment  le  cas  pour  les  systemes  elastiques  et  autres,  dependent  des 
vilesses,  les  equations  du  mouvement  ne  contiendront,  a  cole  de 
celles-ci,  que  leurs  derivees  premieres,  les  acceleratlons;  elles 
seront  du  premier  ordre  par  rapport  aux  vitesses. 

Or,  hforce  magneCique  sdLiis(diil  precisement  ä  cette  condition^ 
et,  de  plus,  nous  ne  saurions  douter  de  l'existence  de  champs  mag- 
n^tiques  puissants  ä  l'interieur  des  atomes.  D'apres  la  th^orie  du 
ferromagnetisme  de  P.  Weiss  (*),  ces  cliamps  sont  au  moins  de 
Fordrede  lo^  gauss,  ordre  de  grandeur  du  cliamp  moleculaire,  et 
Ton  sait  que  l'explication  quantitative  des  anomalies  des  chaleurs 
specifiques  du  fer,  dunickel  et  du  cobalt  est  venue  confirmer  cette 
theorie  d'une  fagon  remarquable.  D'autre  part,  M.  Humphreys, 
pour  expliquer  les  lois  du  deplacement  des  raies  sous  Tinfluence 
de  la  pression,  phenomene  decouvert  par  lui  il  y  a  quelques  annees, 
a  ete  amene  ä  les  attribuer  ä  l'action  reciproque  de  champs  mole- 
culaires  de  Tordre  de  grandeur  de  lo»  gauss. 

Avec  un  tel  cliamp,  on  montre  sans  difficulte  qu'il  est  possible, 


(M  Voir  La  Hevue  generale  des  Sciences  du  i5  fevrier  1908. 
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d'une  infinite  de  manieres,  d'obtenir  des  vibrations  de  corpuscules 
de  frequence  proporüonnelle  ä  ce  champ  et  d'un  ordre  de  grandeur 
correspondant  aux  vibrations  lumineuses.  II  suffit,  par  exemple, 
d'assiijettir  le  corpiiscule  ä  rester  sur  un  element  de  surface  ou  dans 
un  plan  donne  :  ce  corpuscule,  mis  en  mouvement,  executera  un 
mouvement  circulaire  de  frequence  v  proportionnelle  a  la  compo- 
sante  H,^  du  champ  H  normale  au  plan.  Si  au  champ  H^  vient  s'en 
ajouter  un  nouveau  H'^^,  qui  produirait  a  lui  seul  uiie  Vibration  de 
frequence  v',  la  superposition  des  deux  champs  donnera  la  fre- 
quence V  -f-v'.  On  obtient  donc  bien  la  forme  lineaire  exigee  par 
la  loi  des  diflerences  constantes  et  par  les  lois  enoncees  ci-dessus. 

III.  —  Les  spectres  de  rhydrogeue,  Les  series. 

Admettons  donc  que  les  forces  qui  produisent  les  vibrations  des 
spectres  de  lignes,  ou,  plus  exactement,  des  spectres  en  series, 
soient  purement  magnetiques.  Cette  hypothese  va  nous  permettre 
d'expliquer  l'existence  d'une  limite  des  frequences,  et  surtout  de 
donner  une  interpretation  simple  des  formules  (i)  et  (2)  de  Thydro- 
g^ne ;  de  plus,  eile  nous  fera  comprendre  l'origine  des  effets  Zeeman 
anormaux  et  compliques.  Sa  probabilite  s'en  trouveraaccrue  d'au- 
tant  plus  que,  malgre  les  efforts  de  nombreux  chercheurs,  aucune 
Solution  admissible  ni  de  l'unnl  de  l'autre  de  ces  problemes  n'avait 
pu  etre  trouv^e  jusqu'ici. 

Admettons  (ce  sera  l'hjpothese  la  plus  simple)  que  le  champ 
soit  produit  par  un  aimant,  et  supposons,  par  raison  de  symetrie, 
le  corpuscule  plac^  sur  le  prolongement  de  la  ligne  des  pöles  a 
une  distance  /^  du  premier,  7^2  du  second,  et  executant  de  petites 
vibrations  dans  un  plan  perpendiculaire  ä  cette  ligne.  Soit  (i.  la 
Charge  magnetique  d'un  des  poles;  la  frequence  sera  proportion- 
nelle au  champ,  pris  au  point  ou  se  trouve  le  corpuscule,  c'est-ä- 

dire  a 

I 


soit  A  un  facteur  qui  ne  dopend  que  de  la  charge  et  de  la  masse 
du  corpuscule;  on  aura  : 

frequence  =  v  =  A  iii—^ ^ 


On  reconnait  dejä  la  forme  si  curieuse  des  formales  (i)  ä  (4). 

Pour  obtenir  exactement  les  formales  de  l'hydrogene,  il  suffira 
des  lors  de  supposer  l'aimant  compose  d'un  nombre  arbitraire  tn' 
d'aimants  identiques  entre  eux,  de  longueur  a  chacun,  poses  beut 
ä  bout.  De  plus,  Faimant  sera  rattache  de  facon  rigide  ä  relement 
de  surface  dans  lequel  le  corpuscule  est  assujetti  a  vibrer,  au  mojen 
d'un  certain  nombre  de  particules  de  memes  dimensions  que  les 
aimants,  egalement  posees  bout  ä  bout,  mais  non  magnetiques. 
Les  distances  r^ ,  ro,  seront  alors  des  multiples  de  a,  soit  j\  =  na^ 
/\2  =  ma^  et  les  frequences  seront  : 

__    A  fJL   /    I  I 

II  suffit  de  choisir  convenablement  les  constantes  A,  [ji,  a-,  pour 
obtenir  la  formale  (i)  de  l'hydrogene. 

En  sorame,  il  faut  admettre  que,  dans  les  conditions  oü  il  6mel 
la  Serie  de  Balmer,  Phydrogene  est  susceptible  d'etats  divers,  cons- 
tituant  en  un  certain  sens  des  polymerisations,  et  resultant  de  ce 
qu'un  nombre  plus  ou  moins  grand  d'elements  magnetiques  et  non 
magnetiques,  dont  il  n'est  pas  n^cessaire  de  pr^ciser  la  nature, 
peuvent  s'agglomerer  entre  eux  en  forme  de  cliapelet  rectiligne  et 
s'attacher  ä  l'atome  d'hydrogene.  Ou,  si  Ton  veut  une  image  con- 
crete  :  prenons  une  barre  aimant^e  et  deux  barres  de  cuivre  de 
meme  longueur;  pla^ons-les  bout  ä  bout.  A  Fextr^mite  cuivre  du 
Systeme,  plagons  une  charge  electrique  convenable,  et  donnons-lul 
une  legere  impulsion;  eile  vibrera  en  donnant  la  raie  Ha.  Ajou- 
tons  au  bout  de  la  premiere  une  seconde  barre  aimantee  identique  : 
nous  obtiendrons  H[3;  une  troisieme  donnera  Hy,  etc. 

Cette  explication  est-elle  invraisemblable  au  point  de  vue  des 
idees  modernes  sur  la  Constitution  de  la  matiere?  On  ne  saurait  le 
pretendre.  II  est,  en  effel,  facile,  de  bien  des  manieres,  de  distri- 
buer  r^lectricite  dans  un  corps  de  revolution  en  rotation  aulour  de 
son  axe,  de  maniere  ä  le  rendre  equivalent  ä  un  aimant  elementaire. 
Des  mouvements  rotatoires  ou  circulatoires  des  charges  electriques 
ä  rint(^rieur  des  atomes  sont,  d'ailleurs,  indispensables  pour  expli- 
quer  le  magnetisme ;  les  premiers  sont  les  plus  stables.  D'autre 
part,  les  systemes  qui  emettent  les  spectres  de  lignes  —  et  c'est 
encore  lord  Rayleigh  qui  a  particulierement  insiste  sur  ce  point  -*- 


doivent  etre  extraordinairement  Stahles,  sinon  les  lignes  devien- 
draient  diffuses.  Si  donc  on  admet  que  l'alome  chimique  est  un 
assemblage  de  divers  elements,  l'hypothese  de  connexions  rigides 
entre  ces  elements  sera  particulierement  probable.  Enfin,  parmi 
les  diverses  manieres  d'assembler  un  nombre  variable  d'elements, 
iine  des  plus  simples  et  sans  contredit  de  les  poser  bout  a  b(^ut. 

II  est  bien  evident  que  toute  hjpothese  particuliere  siir  la  struc- 
lure  des  atomes,  capable  d'expliquer  le  grand  nombre  de  lignes  des 
spectres,  paraitra  plus  ou  raoins  im  probable  a  premiere  vue.  On 
s'en  rend  compte  pour  peu  qu'on  y  rellechisse.  L'hydrogene  lui- 
meme,  qu'on  sera  tente  de  consid^rer  comme  le  plus  simple  des 
elements,  possede  plusieurs  spectres  et  ^metdes  centaines  de  lignes 
de  caracteres  tres  differents.  On  devra  bien  admettre  que  cette 
siuiplicite  est  tres  relative,  et  s'estimer  heureux  d'y  decouvrir  au 
moins  des  rapports  geomelriques  simples  et  des  forces  connues, 
agissant  suivant  des  lois  simples,  comme  c'est  le  cas  dans  Thypo- 
tliese  qui  nous  occupe. 

D'ailleurs,  on  peut  modifier  notre  Systeme  de  diverses  manieres, 
eviter  Fintroduction  des  elements  non  magnetiques,  etc.  Le  point 
essentlel  est  que  les  vibrations  soient  prodiiUes  par  un  champ 
magnetique  pro^enant  de  deux  pöies  siiscepübles  de  prendre 
chacun^  dans  Vaionie^  un  certain  nombre  de  positions  dijfe- 
rentes^  equidistantes  sur  des  lignes  d/'oltes. 

En  generaüsant  ces  hypotlieses,  on  arrive  a  d'autres  formules 
telles  que  (2),  (3);  il  existera  toujours  une  limite  des  vibrations. 
L'observatlon  a  donne  ceresultat  remarquable  que  le  facteurNest 
le  meme  pour  tous  les  corps.  Cela  exige,  dans  notre  tlieorie,  que 
non  seulement  le  corpuscule  vibrant,  mais  aussi  les  <(  aimants  ele- 
mentaires  »,  soient  identiques  pour  tous  les  corps.  On  voit  ainsi 
apparaitre,  ä  c6t6  des  corpuscules,  un  deuxieme  element  consti- 
tuant  universel  de  la  matiere. 

IV.  —  Les  effets  Zeeman  anormaux. 

On  sait  que  ce  sont  precisc^ment  les  lignes  appartenant  aux  series 
qui  se  decomposent^  dans  un  champ  magn^tique,  de  la  facon  en 
general  la  plus  compliqu^e.  On  a  compte  quinze  etm^me  dix-neuf 
composantes,  et  les  distances  de  ces  composantes  sont  tres  souvent 
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eatre  elles  comme  des  nombres  entiers.  M.  Lorenlz  a  tente  d'ex- 
pliquer  ces  decompositions  en  rempiacaiit  relectron  simple  de  la 
tlieorie  elementaire  par  des  systemes  ä /?- degres  de  liberte;  et  il 
faul  autant  de  sysLemes  qu'il  existe  de  ilgiies  spectrales.  C'est  donc 
lä  une  liypotbese  tres  compliquee;  encore  les  decompositions  ob- 
servees  n'ont-elles  pu  etre  interprelees,  je  ne  dis  pas  physique- 
ment,  mais  mathematiquement,  que  dans  uii  tres.petit  nombre  de 
cas',  et  la  lol  des  rapports  rationnels  reste  iniiitelligible.  II  en  est 
autrement  dans  notre  hypothese.  Ün  Systeme  magnetiqiie  executera 
dans  la  plupart  des  cas,  soas  l'inlluence  combinee  du  champ  exte- 
rieiii'  er  da  champ  interieiir,  beaucoup  plus  intense,  des  moiive- 
ments  oscillatoires  periodiques,  developpal)les  en  serie  de  Fourier. 
II  en  resulte,  pour  Felectron  vibrant,  des  mouvements  plus  compti- 
qu^s,  et  le  calcul  montre  que,  w  etant  la  periode  du  mouvement  de 
l'atöme,  la  Vibration  sera  decomposable  en  une  somme  de  termes 
sinusoidaux,  correspondant  ä  des  lignes  de  frequence  (^o—^^w, 
(^0  ^tant  la  frequence  primitive,  et  in  un  entier.  On  voit  que  les 
distances  des  composantes  sont  bien  dans  un  rapj)ort  rationnel; 
leurs  polarisations  sont  celles  qu'exige  l'experience.  Un  electron 
nous  donnera,  en  general,  ä  lul  seul,  un  nombre  indni  de  compo- 
santes, dont  quelques-unes  seulement  sontassez  intenses  pour  ^tre 
pergues ;  leur  nombre  depend  de  la  rapidite  de  la  convergence  de 
ia  Serie.  Le  phenomene  de  Zeeman  joue  donc,  dans  cette  ma- 
niere  de  voir,  P^^^  ^^^  moui>enients  rotatoires  de  l^atonie,  le 
röle  d^un  analyseur  harmonique. 

V.  —  Autres  modes  d'explication.  Conclusions. 

Peut-on  conclure  de  lä  que  les  vibrations  des  spectres  en  s<^ries 
sont  bien  dues  ä  des  champs  magnetiqucs  intenses?  II  est  dans  la 
nature  des  choses  qu'une  teile  conclusion  ne  s'impose  pas  imme^ 
diatement.  I^es  vibrations  d'un  Systeme  ne  suffiscnt  pas  ä  nous 
renseigner  sur  sa  Constitution.  Pour  s'imposer,  !a  th(^orie  devra 
embrasser  de  fagon  simple  l'ensemble  des  ol)servations  et  les  rat- 
tacher  ä  d'autres  domaines ;  les  autres  modes  d'explication  devront 
apparaitre  comme  infiniment  moins  economiques  pour  notre  pen- 
see.  Pour  cela,  il  importe  de  les  cultiver  tous;  aussi  voudrais~je, 
en  terminant  cet  exposö,  parier  de  Tun  de  ces  modes,  le  seul  qui, 


a  l'lieure  qa'il  est,  merite  serieusemenL  d'etre  pris  en  consideratioii. 
On  sait  que  les  vibratioiis  des  corps  elastiques,  comine  Celles  des 
series  spectrales,  sont  en  nombre  iiifini,  et  que  leiirs  freqaences 
depeiident  de  certains  nombres  entiers  qui  sont  les  noinbres  de 
lignes  nodales  (figures  de  Qiladni)  oii  de  surfaces  nodales  caracte- 
risant  chaque  Vibration.   Pour  une  membrane  rectangulaire,  on  a 

a  et  b  etant  des  constantes,  m  et/i  des  entiers.  Mais,  ä  l'oppose  des 
series  spectrales,  lorsque  m,  ii  augmentent  indefiniment,  il  en  est 
de  meme  de  r.  Cela  resulte,  en  derniere  analyse,  de  ce  que  les 
forces  produisant  les  vibrations  elastiques  s'annulent  a  petite  dis- 
tance.  On  pouvait  se  demander  si  d'autres  forces,  agissant  suivant 
la  lol  de  Newton  oa  d'autres  lois,  ne  donneraient  pas  des  formules 
du  type  (i),  (2)  et  (3).  Gette  hjpothese  a  et(^  envlsagee  par  l'au- 
teiir  de  cet  article,  et,  a  sa  suite,  par  MM.  Fredholm  et  Hadamard. 
Elle  trouve  son  expresslon  mathematique,  non  dans  des  equations 
aux  d^rivees,  mais  dans  des  equations  integrales,  et  il  resulte  de 
ces  recherches  que  la  loi  du  carre  des  distances,  et  une  infinite 
d'autres,  conduisent  bien  ä  unelimile  des  vibrations.  Malbeureuse- 
ment,  l'analogie  semble  s'arreter  la.  Gar,  pour  obtenir  elTectivement 
les  formules  de  Fliydrogene  (i)  et  (2),  il  faut  admettre  des  lois 
d'une  complication  invraisemblable.  Les  equations  integrales  sim- 
ples de  M.  Fredholm  n'y  sauraient  conduire.  II  ne  sufßt  d'aiüeurs 
pas  qu'ä  une  serle  spectrale  on  puisse  faire  correspondre  une  lol 
d'attraction;  il  faut  que  celle-cine  soit  pas  troj  nvraisemblable,  et 
ne  depasse  pas  de  beaucoup  en  complication  la  formale  qu'il  s'agis- 
sait  d'expliquer.  Le  falt  que  les  equations,  dans  cette  hjpothese, 
contiennent  le  carre  des  frequences,  n'est  pas  de  nature  a  simplifier 
le  probleme,  et  montre  plutot  la  grande  portee  de  la  remarque  de 
lord  Rayleigh  dont  il  a  6te  question  plus  haut.  Pour  avoir  des  ex- 
ceptions,  il  faut  des  constructions  compliquees.  Enfm  si,  aban- 
donnant  tout  prejug(^*  physique,  on  cherche  simplement  a  satisfaire 
aux  conditions  math^matiqnes  du  probleme,  on  est  conduit  ä  des 
Systeme  5  dont  la  Vibration  tondamentale  seule  rayonne  de  facon 
sensible;  le  rayonnement  des  harmoniques  superieurs  est  sensible- 
ment  nul  par  l'effet  des  lignes  nodales;  ils  ne  seraient  pas  percep- 
tibles. 


l8o  OEUVRKS    DE  WALTHER   RITZ. 

Pourtant,  toutes  ces  hypotheses  merltent  d'etre  etiidiees  avec 
soin,  car,  si  elles  ne  s'appliqaent  pas  aux  lignes  seriees^  elles 
peuvent  s'appliquer  aux  aiUres  lignes,  siir  rarrangement  desquelles 
nous  ne  savons  rien,  ou  aux  spectres  de  bandes,  dont  les  lois  fon- 
damentales,  donnees,  on  le  sait,  par  M.  Deslandres,  presentent 
avec  les  lois  des  systemes  vibratoires  connus  plusieurs  analogies 
importantes. 

En  somme,  V explication  de  beaucoup  la  plus  simple  des  series 
spectiales  de  Vhydi'ogene  et  d^ autres corps  consiste  äattribuer 
ces  vibrations  ä  LHnjluence  de  champs  magnetir/ae^  inlensesy 
provenant  de  pöles  magnetiques  disiribues  dans  l^atonie  sui- 
vant  des  lois  geometriques  simples.  Uenergie  de  ces  systemes, 
il  est  important  de  le  remarquer^  est  purement  electromagne- 
tique. 
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SPEKTRUM  VON  THORIUM. 

(BEMERKUNGEN  ZU  DER  ARBEIT  DES  HERRN 
B.  E.  MOORE.) 


Physikalische  Zeitschrift^   ro.  Jahrgang,   No.  9,  Seite  3o7-3o8. 


J3ie  von  Hrn.  Moore  (')  bei  Thorium  beobachteten  komplizierten 
Zerlegungen  zeichnen  sich  durch  einige  bisher  nicht  bekannte 
Eigentümlichkeiten  aus,  die  ich  im  folgenden  hervorheben  möchte. 

Wie  Verf.  g-ezeigt  hat(-),  entsprechen  die  bisher  bekannten  Zer- 
legungen, in  der  Skala  der  Schwingungszahlen  v  gemessen,  den 
Formeln 

<  1)  V  =  vodr  mto 

für  die  Schwingungen  parallel  zum  Feld  (/?), 
{2)  V  =  vo=h  w'dz  nco 

für  die  Schwingungen  senkrecht  zum  Feld  (5). 

Es  sind  0),  03^  zwei  geeignete  Konstanten,  m,  n  ganze  Zahlen, 
für  die  meist  nur  die  Werte  o,   i,  2  in  Betracht  kommen.    Mit 


andern  Worten,  die  Leiden  (^)-Gruppen  entstehen  aus  der  (/>)- 
Gruppe  durch  eine  geeignete  Verschiebung  derselben  nach  rechts 
und  nach  links.  Wieviel  Linien  dieses  (unendlichen)  Schemas 
wirklich  beobachtbar  sind,  und  ob  Lücken  vorhanden,  bleibt  theo- 
retisch unbestimmt. 

Im  einfachsten  Falle  bestehen  die  Gruppe  der  (p)  und  die  zwei 
Gruppen  der  («?)  je  aus  äquidistanten  Linien,  und  der  Abstand  ist 
(0  für  alle  drei  Gruppen.  Auch  bei  Thorium  ist  dem  so  in  der  Mehr- 
zahl der  Fälle,  insbesondere  bei  den  Linien  4448?  oo;  4094,99; 
4086,71;  4019,30;  8704,16;  3549, 83(*).  Bei  3929,74  dagegen 
ist  der  Abstand  der  (s)  (beob.:  0,28)  genau  halb  so  gross  wie  der 
dery^-Komp.  (beob.:  0,57;  o,55;  o,55);  es  ist  jede  zweite  Linie 
des  Schemas  (1)  zu  schwach,  um  wahrgenommen  zu  werden,  falls 
sie  existiert.  Oder  auch:  es  kommen  in  (1)  nur  gerade  /??,  in  (2) 
aber  gerade  und  ungerade  n  vor. 

Bei  4^77,49  hat  n  die  Werte  o,  2,  m  den  Wert  3 ;  längere  Ex- 
position würde  wahrscheinlich  die  dem  Wert  m  =  i  enlsprechen- 

den  /^-Komponenten  ^  =  d=  0,26  hervorbringen.    Die  Abstände 

sind  wie  i  zu  3.  Bei  8792,52  ist  /n  =  o,3,  n  =  i  zu  setzen;  die 
Abs  lande  verhalten  sich  wie  2  zu  3. 

Endlich  bei  414^587  verhalten  sich  die  Abstände  wie  3  zu  4? 
und  zwar  genau,  wie  die  Koinzidenz  der /?  und  ^  bei  i,34  zeigt 
(beob.:  i,34,  1,82,  i,35,  ijSo);  es  ist  m==2,6,  10;  n  =  o,3. 
]m  Gegensalz  zu  den  meisten  andern  Zerlegungen  sind  hier  für  die 
Darstellung  nach  der  Rungeschen  Regel  und  nach  obigen  Formeln 
dieselben  ganzen  Znblen  erforderlich,  so  dass  diese  Linie  zwischen 
den  beiden  Gesetzen  keine  Entscheidung  bri.igt.  Dem  ist  stets  so^ 
wenn,  wie  eben  bei  4  14^,87,  eine  der  5-Komponenten  die  frühere 
Lage  der  Linie  einnimmt:  dann  fordern  die  Formeln  (i),  (2)  ein 
rationales  Verhähnis  aller  Abstände,  womit  der  eine  Teil  dei" 
Rungeschen  Regel  erfüllt  ist.  Ob  die  Abstände  mit  der  «  Normal- 
zerlegung »  rational  zusammenhangen,  lässt  sich  zurzeit  nicht  prü- 
fen,   weil  die  Unsicherheit  des  Wertes  —  der  Kathodenstrahlen,. 


(^)  Bei  4282,20;  4202,03;  4i^o, i5 ;  4' 16,9';  40^9,40;  3434,09:  3338, 00  sind  die 
/>-KompoiicnLcn  aber  äcjui(li>itinl,  von  den  s  ist  nur  je  eine  j^emessen  worden,, 
so  dass  eine  PrüCuiig  aer  b'oiniclu  tiiclil  niö-licli  isL. 
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und  somit  der  Normalzerlegung,  noch  zu  gross  ist.  —  Der  ent- 
gegengesetzte Fall  tritt  bei  4086,71  ein:  es  sind  die  Abstände  der 
s~  bzw.  /»-Komponenten  untereinander  :  0,88;  0,90*;  0,89;  o,83; 
0,83;  0,85;  sie  sind  äquidistant  innerhalb  der  Fehlergrenzen,  mit 
CO  =  o,  863,  /n  =  1 ,  3  ;  /i  =  i ,  3.  Die  innerste  ^-Komponente  liegt 
aber  nur  um  0,16  von  der  Nullage  entfernt,  so  dass  ein  rationales 
Verhältnis  0^/03  sehr  unvvahrsclieinlich  ist,  und  man  bei  Anwen- 
dung der  Rungeschen  Regel  hier,  wie  in  vielen  andern  Fällen, 
auf  sehr  grosse  ganze  Zahlen  geführt  wird.  Es  ist  möglich,  dass 
diese  Regel  nur  unter  besonderen  Umständen,  etwa  bei  speziellen 
Sjmmetrieverhältnissen  des  schwingenden  Systems,  Geltung  hat. 
Die  Zerlegung  von  0649,90  lässt  einen  sicheren  Schluss  nicht 
zu;  weitere  für  die  Prüfung  der  Formeln  in  Betracht  kommende 
Linien  hat  Herr  Moore  nicht  beobachtet. 

GöLtingen,  Februar  iQOc). 


XIII. 
SERIES  IN  THE  BARIUM  SPECTRUM. 


{Astrophysical  Journal,  Vol.  XXIX,    rgoo,  p.  '2t3.) 


The  previously  unknown  triplet  series  of  barium  has  recently  (') 
been  discovered  and  published  by  F.  A.  Saunders.  Very  fevv  terms 
of  the  series  were  observed,  and  since  these  were  not  represented 
by  formulae  known  to  be  applicable  to  Mg,  Ca,  and  Sr,  the  choice 
of  Hnes  may  seem  at  first  lo  be  somevvhat  doubtful.  The  follovving 
remarks  will,  I  think,  serve  partly  to  verify  bis  results. 

The  lines  of  the  first  subordinate  series  may  be  acciirately  repre- 
sented by  either  of  the  two  following  formulae  : 

/        ,  4  100675,0 


(^) 


109675,0 


[ m  -+-  a  -p  ß  1 0-5  ( A.  —v)\'^ 


which,  as  I  have  shown  (-),  serve  to  represent  with  great  accuracy 
the  series  of  other  elements.  In  these  formulae  A,  a,  6,  a,  and  jj 
are  constants;  m  a  whole  number,  and  v  the  wave-number 
(per  cm)  in  vacuum. 

For   the  strongest  (and   most   completely  observed)  lines  we 
obtain,  for  instance  : 
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iSo 


m  = 

3 

4 

5 

6 

7 

\  obs *   ... 

5  777,84 
17302,8 
0,00 

.    4489,50 
22268,1 
0,00 

4oS4,94 
2.1473,4 

■H-0,02 

3895,2 

25  6b5,4 
-f-0,6 

3787 
26399 

—  0,-0 

V  obs         

Error  (in  A.) 

The  differences  are  ihroughout  smaller  than  the  errors  of  Obser- 
vation. In  this  case  A  =28472  ;  a  = +  0,29581;  b= —  i  ,4600.  In 
the  corresponding  cases  for  Mg,  Ca,  Sr,  the  constant  a-\-i  has 
the  values  0,842,  1,090,  and  i,  222 ;  the  value  for  Ba,  1,296,  fits 
in  well  with  these.  The  alkalies  furnish  a  progression  which  is  very 
similar. 

The  wave-number  difFerence  =  878,  o,  divided  by  the  Square  of 
the  atomic  vveight  (|jl)  gives47,o.  lO""-"*,  while   the  values  for  Mg, 


Ca  and  Sr  are  68,8. 


',66,1 


10" 


id  0  1,5.  io~^.  As  I  ha 


ve 


pointedout('),  thequotient 


P\—P2 


,  calculatedfrom  the  limits  of  the 


series,  varies  still  less  from  element  to  element, 

L£iIlZi}l^  =o,i^'G(Mg);     o,i77(Ca);     o,i57(Sr);     o,i48(Ba). 

Finallj,  the  separations  of  the  satellltes  of  the  slrongest  lines  of 
the  first  members  (/?  =  3)  vaiy  approximatelj  as  the  Square  of  the 
atomic  weights.  This  requirement  is  also  fulfilled  in  this  case. 
From  these  facts  it  is  evident  that  the  first  subordinate  series  of  Ba 
is  correctly  given  by  Sa  anders. 

The  same  conclusions  hold  for  the  first  two  triplets  of  the  second 


ß 


varies    but  little 


subordinate  series.  Since  the  quotient  - 
among  the  meml)ers  of  a  group  of  chemically  related  elements, 
I  have  already  (-)  glven  a  probable  value  of  0.825  for  this  number 
in  the  case  of  Ba.  Granting  that  the  limits  of  the  two  series  are 
the  same,  we  have  ieft  in  tlie  equation  of  the  second  subordinate 
series  only  a  single  constant,  a,  to  be  calculated.  In  the  red  and 
ultra-red,   vvhere  the  first  term  of  the  series  must  lie,   only  one 
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triplet  was  foLind  with  the  proper  separations.  If  we  use  this  to 
calculate  a,  the  formula  so  derived  leads  to  the  second  triplet  given  . 
by  Saunders  to  within  5  A.,  and  this  is  a  very  small  error  vvhen  we 
consider  ihat  both  the  nuinber  0.825  and  the  linrit  of  the  first 
subordinate  series  (')  are  very  ancertain.  Thiis  both  these  triplets 
doubtless  belong  to  the  second  subordinate  series.  If  we  now  deter- 
mine  A  and  a  froin  these  two  triplets,  we  find  \=:/\2/iS./i  for  the 
strongest  line  of  the  third  triplet,  while  Saunders  gives  4'^^39.9i. 
The  use  of  the  formula  therefore  leads  us  to  doubt  the  propriety 
of  classifying  this  triplet  (and  those  foUowJng)  in  the  series.  It  is 
possible,  as  Saunders  remarks,  that  the  foriniila  does  not  fit  this 
series,  notwithstanding  the  fact  that  it  successfully  represents  the 
second  subordinate  series  of  all  the  elenients;  but  further  investi- 
gation  of  the  missing  lines  of  the  triplets  of  this  series  niust  be 
made  before  the  question  can  be  definitely  settled . 

Götlingerij  January  1909. 


(^)  The  formulae  (i)  and  (2)  represent,  in  general,  the  first  subordinate  series 
(especially  of  Ca)  less  exactly  tlian  the  second;  if  only  a  few  lerms  are  known, 
and  these  only  inaccurately,  considerable  errors  in  A  may  resiiiL 


XIV. 
PLAQUES 

poua  LA 

PHOTOGRAPHIE  DU  SPECTRE  INFRA-ROUGE 

(d'apres  Je  cahier  de  laboratoire  de  Ritz, 
par  A.  Gotton  et  Pierre  Weiss). 


La  Note  des  Comptes  rendus\:tuh\\ee  par  Ritz  le  i6  juillet  1906 
et  reproduite  plus  haut  (tV,  p.  88),  ne  renferme  que  des  indica- 
tions  generales  sur  les  essais  qu'il  avait  falts  sur  ce  sujet  a  diverses 
reprises.  II  les  avalt  entrepris  dans  le  but  de  recherclier  lui-meme 
les  raies  d'dmissionde  certains  m^taax  que  ses  formules  spectrales 
lui  faisaient  pr^voir,  et  qui  ont,  depuis,  ete  effeclivement  observees 
par  d'autres  procedes. 

La  Note  des  Comptes  rendiis  renferme  Fessentiel  des  r^sultals 
concernant  les  premieres  experiences  qui  ont  porte  sur  le  procede 
d'Abney.  Ce  physicien,  en  soumettant  a  la  chaleur,  dans  des 
conditions  convenables,  un  collodion  au  bronmre  d'argent,  avait 
obtenu  une  emulsion,  caracterisee  par  une  coloration  bleue, 
par  transparence,  avec  laqiielle  il  a  pu  photographier  le  spectre 
solaire  yxs^xx'k  it^-,  4  euvlron.  Les  experiences  n'avaienL  jamais  pu 
etre  reproduites.  Ritz  qui  y  avait  reussi,  non  sans  peine,  indique 
dans  la  Note  pour  quellcs  raisons  surtout  (*)  ceux  qui  avaient 
essaye  avant  lui  avaient  echoue.  Mais  il  ne  semble  pas  utile  de 
chercher  ä  completer  les  indications  donnees  sur  le  procede 
d'Abney  dans  cette  Note.  Ritz,  en  eflet,  a  reussi  ä  pi^6parer,  non 
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plus  avec  du  collodion,  mais  avec  dela  gelatine,  des  plaques  be 
coup  plus  sensibles  et  d'un  emploi  plus  commode. 

Ses  experiences  sur  ce  sujet  ont  ete  interrompues  au  mom 
oü  elles  lui  avaient  donne  les  resultats  les  plus  encourageants.  V( 
un  procede  operatoire,  extrait  de  son  cahier  de  laboratoire.  (I 
etjuin  1905.) 

On  prepare  d'abord  une  Solution  de  gelatine  ä  10  pour  loo 
faisant  dissoudre  (temperature  65°  environ)  i4^  de  gelatine 
Winterthur  dans  i4o^  d'eau. 

On  fait  ensuite  le  precipite  de  bromure  d'argent  en  pulverisa 
au  moyen  de  l'appareil  represente  figure  i ,  une  Solution  de  b 
miire  dans  une  Solution  de  nitrate  d'argent.  La  pression  ^ 
obtenue  commodement  au  moyen  d' une  bombe  d'acide  carboni( 
munie  d'un  detendeur. 

i"  Bromure  de  zinc i°t90- 

Eau 3o^"''. 

i"  Nitrate  d'argent 3^. 

Eau 3o"^^'. 

(Dans  ceLte  exp^rience  il  j  a  donc  un  leger  exces  de  niti 
d'argent.) 

La  pulverisation  faite,  on  maintient  pendant  10  minutes  ä  1 
temperature  de  40''  ä  5o'\  on  lave,  puis  on  (^mulsionne  le  preci] 
ä  la  temperature  de  4o"  en  l'ajoutant  ä  35'"^'  de  la  Solution  de  g 
tine,  de  sorte  que  le  volume  total  soit  d'environ  40*^™'.  On  ajo 
0,2  (<)  de  bromure  d'ammonium.  On  porte  pendant  i5  minut< 
une  temperature  comprise  entre  90°  et  100".  On  laisse  refro 
pendant  5  henres,  on  coule  sur  la  plaque  et  on  laisse  sicher  p 
dant  12  heures. 

Dans  le  cahier  de  laboratoire  dont  est  extrait  ce  procede,  il 
a  pas  de  renseignement  sur  la  teinte  de  l'emulsion  apres  le  mu 
sage,  c'est~ä-dire  dans  les  conditlons  oüPutzremployait;  d'apre 
Note  ans.  Comp tes  rendus  il  semble  que  le  bromure  precipite  afi 
par  ce  procede  etait  bleu  par  transmission.  D'apres  le  cah 
Temulsion  aussitöt  apres  sa  preparation  a  40",  n'etait  pas  bl 
mais  grise,  tirant  plus  ou  moins  sur  le  rose. 


(M  Gramtnes  ou  centimetres  cubes  d'une  Solution  titr^e? 


Apres  0  minutes  d'expusition  ä  un  spectre  donne  par  iine  iampe 
Nernst  et  un  prisme  ä  vision  directe,  il  oblenait  une  impression 
qui  allait  jusqu'ä  la  llmite  d'actionde  l'infra-rouge  siir  an  ecran  de 
sulfure  de  zinc  phosphorescent.  La  pliosphorescence  est  detruite 
par  les  rayons  infra-rouges  de  longueur  d'onde  inferieure  ä  it^,4  o^i 
iH-,5,  nombres  donnes  par  Becquerel  et  adoptes  par  Ritz.  C'est 
cette  limite  qui  est  indiquee  en  M  dans  la  figure  2,  dans  laquelle 


^  A^UrcUe  darc^enJü 


■*^  prcsswrv 


/ 

/ 

les  deux  doubles  tralts  verticaux  R  representent  deux  reperes  en 
fil  metallique  qai  se  marquaient  parleur  onibre  sur  la  plaque.  /  est 
la  limite  de  sensibilite  des  plaques  panchromatiques  Lumiere. 

Comme  Ritz  Tindique  dans  sa  Note  aux  Comptes  rendas^  il  a 
aussi  prepare  le  bromure  d'argent,  par  le  meine  procede  de  pulve- 
risation,  avec  des  Solutions  alcooliques  : 

i'*  Bromure  de  zinc i*"',  90. 

Alcool 3o'-"i\ 

'}J'  Nitrate  d'argeiU 3,0^. 

Eaii 3"'^^ 

Alcool 3o<-™'. 

].e  reste  de  la  preparation  a  etefaitexactement  comme  ci-dessus. 
La  sensibilite  semblait  s'etendre  un  peu  moins  loin  que  dans  la 
preparation  a  l'eau  (2"'"'  dans  la  figure  2). 

Au  moment  oü  il  interrompit  les  experiences,  Ritz  consid^rait 
que  les  deux  recetres  ci-dessus  contenaient  une  Solution  du  pro- 
bleme.  II  pensait  qu'elle  devait  encore  etre  perfectionnee  en 
remediant  au  defaut  du  voilC;  par  les  proced(^s  habituellement  em- 
ployes  a  cet  effet. 

II   se   proposait   aussi  de  varier  d'une  facon  sysl^matique  les 


condilions  de  cette  preparation.  Oii  a  vu  (|iril  iaisail  la  pulvc- 
risalioii  de  la  Solution  de  nilrale  dans  celle  de  bromiire.  II  se  l>r()- 
posait  d'essayer  i'inverse.  Les  liquenrs  cin|)[oyecs  corrcspondaieiU 
a  un  exces  de  nitrate,  il  fallait  essayer  uii  cxces  de  bromiirc^.  11 
restait  aiissi  a  voir  si  l'exces  d'un  des  reaetlfs  est  uüle  peiidaut  1«' 
chaunage,  s'il  ne  serait  pas  avantagcux  de  laver  Ic  pi'ecipile  avaul 


<uffe 


Fig.    'A. 

SpeetPe-  Di'sihle^ „.-.».-.».->- 


k-5*^- 


Z  jmu^-  de.  l  adwiv  .v  «/•  le. 
siäfitre-  de'  'Auui  phayphoreirceniy 
■  et  l£>y  pluijiim  lUiKUK.', 

de  le  cliauller  pour  la  premlere  fois,  de  lalsser  refroidir*  avant 
l'emulsificaüon,  etc. 

Quelques  semaines  plus  lard,  apres  la  l(MUurc  de  d(Mix  MeiuoJr^'s 
de  Sias  (Annales  de.  Cldni.  et  de  Pliys..  ,Y  <,()v\i%  i.  \XV,  iH^*,a, 
p.  22  et  5"  Serie,  t.  Ill,  187/i,  p.  \/\\)  et  t>.8t)),  il  s(unl)le  avoir  vvxi  a 
la  possibilite  d'en  deduire  uue  preparation  plus  ralionnclh^  eX  siiu- 
plifiee  des  meuies  plaques  et,  peut-elre,  d'auj;nuuit(^r  leur  scmisJ- 
bilite. 

Stas  avalt  etabli  que  le  eldorur(»  (Tar^cuil  sous  ses  d<Mix  <'*rals, 
floconneux  etgrenu  (erislallln),  possede  des  soIubilit('"s  (liir<h*enN*s 
et  des  sensibilites  a  la  lumiere  diilV'rcinles  [voir  nolanuneut  If 
premier  Memoire  de  Stas,  p.44)j  le  broauire  d'arji^cint,  (jiH»i<|ue 
moins  soluble  dansl'eau  pure,  peut  (M.re  obtenu  aussi  sousees  (lt»ux 
etats.  Ritz  estimait  que  c\Uail  la  varietc  grenue  (ou  crLslallinei 
qu'il  fallait  obtenir.  C'est  pourquoi  il  son^eail  notanun(;nt  a  prra- 
dre  du  bromure  prepare  avee  des  solulious  eoneentrees,  1(^  lavrr, 
le  mettre  en  presenee  d'une  grande  qnantiti^  d^enu  enagitanl 
energiquement,  puis  a  le  souniettre  a  une  cuisson  prolou^cc  dans 
un   bain    d'eau  bouillante,  ou  nn^me  a  rauLoclave   et  au  bc^sohu 
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XV. 

ÜBER  EINE  NEUE  METHODE 

ZUR  LÖSUNG  GEWISSER  VARIATIONSPROBLEME 
DER  MATHEMATISCHEN  PHYSIK. 


{Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik^ 
Bd.  GXXXV,  p.  1-61.) 


EINLEITUNG. 


Die  Randwertaufgaben  der  mathematischen  Physik  erfordern 
durchweg  die  Darstellung  endlicher,  stetiger  Funktionen  in  vor- 
geschriebenen endlichen  Bereichen.  Nur  ausnahmsweise  gelingt 
hier  eine  Entwickelung  nach  Potenzreihen,  und  noch  seltenerist 
dieselbe  im  ^dXiZQTi  Bereich  numerisch  brauchbar.  Endhcli  schei- 
tert, selbst  in  Fällen,  wo  die  Entwickelung  prinzipiell  mr)gllcli  wäre, 
ihre  Berechnung  häufig  an  dem  Umstand,  dass  sie  die  lÄisung 
unendlich  vieler  linearen  Gleichungen  mit  unendlich  vielen  Un- 
bekannten erfordert.  Sehr  viel  besser  eignen  sich  Entvvickelungen 
nach  Polynomen,  Fouriersche  Reihen  usw.  für  die  Darstellung 
einer  reellen  Funktion  (P  (x,  J', . .  • )  in  einem  gegebenen  Bereich, 
da  hier  für  die  Konvergenz  im  ganzen  Bereich  nur  Eigenschaften 
der  Stetigkeit  usw.  gefordert  werden,  die  bei  den  Fiandwertauf- 
gaben  meist  erfüllt  sind.  Bei  numerisch  gegebeiHim  (vH)ietet  die 
ßestimmungder  Koeffizienten  eines  Polynoms  cr,^  =  c/^,  +  a^  x  ■+-... 
von  gegebenem  Grade  n,  derart,  dass  Wn  als  Approximalion  von  (v 
treken  kcinne.  keinerlei  Schwierie^keit.    und  es   kann  (Vve.  Gf»n;iiiifr- 


n  Nebenbedingungen^  definiert^  so  gelingt  die  Berechnimg- 
ir  Koeffizienten  ai  zunächst  nur  in  dem  sehr  speziellen  Fall,  wo 
ae  Integration  durch  rasch  konvergente  Potenzreihen  möglich 
L.  Es  erhebt  sich  die  Forderung,  die  angenäherte  Darstellung 
?6'  Integrals  im  ganzen  vorgeschriebenen.  Bereich  durcli  ein 
olynoni  von  gegebenem  Grade  n  auch  in  diesem,  Falle  allge- 
ein  durchzuführen,  in  der  Art^  dass  bei  wachsendem  n  die 
enauigkeit  unbegrenzt  wachse^  so  dass  schliesslich  eine 
nUvickelung  des  Integrals  nac/i  Polynomen  resultiert. 

Dabei  wird  man  n  klein  wählen  krinnen,  falls  die  Erfahrung 
IS  z.  B.  zeigt,  dass  die  gesuchte  kurve  nur  schwacli  gekrümmt  ist. 

Auch  Fourier-Reihen  usw.  kcinnen  brauchbar  sein;  allgemeiner 
inn  man  meist  derartige  Funktionen  ^L|  ,  ^^^  ?  •  •  ^  'l*//  5  •  •  •  angeben^ 
ISS  die  etwa  durch  Beobachtung  bekannte  Funktion  w  von  x^y,,.. 
L  der  Form 

ich  wenn  n  klein  bleibt,  durch  geeignete  Wahl  der  unbe- 
immten  Koeffizienten  «/  mit  genügender  Genauigkeit  dargestellt 
erden  kann.  Wieder  stellt  sich  die  eben  für  Polynome  aufge- 
orfene  Frage  ein. 

Gegenstand  dieser  Abhandlung  ist  die  Angabe  einer  Methode 
ir  Bestimmung  der  ai  unter  der  Voraussetzung^  dass  es  sich 
r?i  ein  Variationsproblem  handle,  eine  Forderung,  die  ja  bei 
ner  grossen  Anzahl  physikalischer  und  mechanischer  Probleme 
[•füllt  ist.  Kann,  bei  geeigneter  Wahl  der  J^i,  die  Genauigkeit  mit 
achsendem  n  unbegrenzt  gesteigert  werden,  so  ist  damit  die 
itegration  des  Problems,  und  zwar  in  einer  für  die  Anwendung 
esonders  brauchbaren  Gestalt,  geleistet. 

Beschränken  wir  uns  zunächst  auf  eine  unabhängige  Variable 
nd  ist 

i)  J  =   j     /(.r,  «^,  w',  w'\  .    .,  w^^^    dx 

*J  a 

as    zu    variierende   Integral,     so    lässt    sich    das   Verfahren  zur 
erechnung  der  at  in  folgender  allgemeiner,  wenn  auch  zunäclist 
och  etwas  unbestimmter  Form  aussprechen  : 
Man  setze  den  Ausdruck  (i)  von  Wn  ifi  f  ciri  Stelle  von  w; 
ann  wird  das  Integral  eine  bekannte  Funktion  ia  {f^K ,  ^^2  ?  •  •  -  ?  <^/0 

K.  i3 
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der  ai^  die  x  nicht  enthält.  Man  bestimme  die  ai  so,  dass  J 
Extremam  werde,  also  aus  dem  Gleichungssystem 

(3)  ^=0,         Jl^  =  o,  ...  ^  =  0. 

Es  ist  dabei  vorausgesetzt,  dass  die  A/  so  gewählt  sind,  da 
die  vorgeschriebenen  Nebenbedingimgen,  soweit  dieselben 
nicht  aus  der  Variation  selbst  ergeben  (*),  für  jeden  Wert  d 
erfüllt.    Lässt    das    System     (3)    eine    und     nur    eine    L( 

ai  =  a^/'\  «2  =  a!;",  .  . . ,  «,i  =  a^f  zu,  so  ist 

die  bestmögliche  Darstellung  von  w^  falls  uian  als  Mas: 
Genauigkeit  das  Integral  J  selbst  betrachtet.  Dieses  wird  ir 
Tat  bei  der  angegebenen  Bestimmung  der  cii  nniglichst  weni^ 
seinem  exakten  Minimal-  oder  Maximalwert  ,n'^^  abweichen 
bei  physikalischen  und  mechanischen  Problemen  J  In  einfa< 
Zusammenhang  mit  wichtigen  Grössen,  nämlich  der  potenti 
und  kinetischen  Energie  steht,  z.  B.  im  Falle  des  Gleichgew 
gleich  der  ersteren  ist,  so  ist  es  wohl  berechtigt,  diese  für 
Vorgang  wesentliche  Grösse  als  Mass  des  Gesamtfehlen 
betrachten. 

Die  vorausgesetzte  Beschränkung  auf  eine  Variable  x  un( 
eine  unbekannte  Funktion  w  ist  natürlich  ganz  unwesentlich, 
es  erweist  sich,  wie  man  im  folgenden  sehen  wird,  diese  Met 
der  Bestimmung  der  ai  sowohl  theoretisch  wie  auch  praktisc 
eine  durchaus  zweckmässige. 

Bei  den  Randwertaufgaben  der  mathematischen  Physik  ha 
es  sich  meist  um  lineare  Differentialgleichungen.  Es  ist  dar 
eine  Funktion  zweiten  Grades  der  ai  und  die  Gleichungei 
werden  linear.  In  allen  Fällen,  wo  unter  dem  Integralzeicli 
eine  definite  Form  steht,  —  wie  dies  insbesondere  bei  Gleic 
wichtsproblemea,  beim  Dirichletschen  Problem  usw.  der 
ist  —  existiert  eine  und  nur  eine  Lösung  des  Systems  (3) 


(^)  Zu  dieser  letzteren  Art  von  Bedingungen  gehören  z.  IJ.  die  an  den  ^ 
Rändern  einer  elastischen  Platte  zu  erfüllenden  Gleichungen,  wie  ai 
KirchhoITschen  Theorie  hervorgeht. 


XV.   —  NEUE   METHODE   ZUR   LÖSUNG  GEWISSER   VARI.VTIOXSPROBLEME.        I9> 

Werte  eines  solchen  Integrals  besitzen  für  alle  den  Bedingungen 
genügende  Funktionen  eine  obere  oder  untere  Grenze,  ob  sie 
wirklich  erreicht  wird,  bleibt  zunächst  unbekannt.  Bildet  man 
nun  die  sukzessiven  Approximationen  (^,  =  4*0  ■+-  o'-V^  '1^'  ' 
i^2  =  J^o -1- ^?^  4^  +a^^-^]>2  usw.,  und  die  entsprechenden  Mini- 
malwerte  3\^\  Jo^',  J^? j    so  bilden  die  letzteren  eine  immer 

ab-  oder  immer  zunehmende  Reihe  von  Zahlen,  die  gegen  eine 
bestimmte  Grenze  konvergieren.  Es  zeigt  sich,  dass  die  Existenz 
dieser  Grenze  hinreicht  zum  Beweis,  dass  die  fV/o  oder  gc^visse 
über  diese  Funktionen  erstreckte  anhestininite  Integrale,  im 
ganzen  gegebenen  Bereich  gleichmässlg  konvergieren.  Dies(; 
Konvergenz  findet  selbst  dann  statt,  wenn  die  ^i  z.  B.  gerade 
Funktionen  sind,  während  die  gesuchte  Lösung  ^v  eine  ungerade. 
ist  :  in  diesem  und  ähnlichen  Fällen  konvergieren  die  iVn  gegen 
eine  andere  Grenzfunktion.  Besitzen  aber  die  ^z  die  oben 
erwähnte  Eigenschaft,  dass  sich  jede  beliebige  Fmiktion  rv, 
die  den  gestellten  Rand-  und  Stetigkeitsbedingungen  genügt, 
durch  einen  Ausdruck  der  Form  (i)  beliebig  angenähert 
darstellen  lässt^  nebst  einer  bestim^mten  Anzahl  ihrer  Ablei- 
tungen^ so  konvergieren  die  Wn  gegen  die  gesachte  Lösung.  Der 
Beweis  dieses  letzteren  Satzes  stützt  sich  im  wesentliclien  auf  die 
von  Herrn  Hubert  (')  gegebene  neue  Variatlonsmetliode. 

Die  angegebene  Methode  sukzessiver  /VpproximaLiorien  lehnl 
sicli  also  aufs  engste  an  das  sog.  Dirichletsche  Prinzip  an;  in 
allen  Fällen,  wo  sie  anwendbar  ist,  gibt  sie  einen  Beweis  dieses 
Prinzips^  da  die  hier  getroffene  besondere  Auswahl  der  l^'unk- 
tionen,  durch  welche  das  zu  variierende  Integral  J  immer  kleiner 
gemacht  wird;  wie  oben  bemerkt,  einen  Konvergenzbeweis 
ermöglicht. 

Die  numerische  Durchführbarkeit  und  der  praktische  Wert  ^le 
Methode  hängen  wesentlich  von  einer  geeigneten  Wald  der  ^i  ab, 
die  natürlich  durch  die  Resultate  des  Experiments  oft  sehr 
erleichtert  werden  kann.  In  den  von  mir  berechaeten  Beispielen 
(s.  unten)  sind  sie  durchaus  befriedigend. 

Die  Erläuterung  dieser  notwendigerweise  etwas  unbestimmten 


(1)  D.  HiLBERT,  Ueber das  Dirichleische Prinzip.  {Festschrift  der  K gl.  Geselisch. 
der  Wissensch.  zu  GÖttingen,  math.'physik.  Ktasse),  Berlin,  1901,  p.  17  iL 


r 


allgemeinen  Betrachtungen  geschieht  am  besten  an  Hand  eir 
spezieller  Probleme;  dabei  wird  sich  gleichzeitig  zeigen,  wie  d 
zu  wählen  sind,  damit  den  Rand-  und  Stetigkeitsbedingui 
genügt  wird. 

i".  Als  erstes  Beispiel  geben  die  §§  J  bis  13  die  eiligem 
Lösung  der  bisher  nur  in  sehr  speziellen  Fällen  behande 
Aufgabe,  die  Deforniation  einer  ringsum  eingespann 
ursprünglich  ebenen  elastischen  Platte  von  gegebener  Get 
unter  der  Eimvirkung  gegebener  Druckkräfte  zu  berechi 

Es  ist  dies  Problem  äquivalent  mit  der  Integration  der  Diffe 
tialgieichung 

WO  /  gegeben  und  am  Rande  i^  =  o,  —  =o  vorgeschrieben 
(/z  =  Normale  zum  Rande). 

2^  §  13  und  §  14  enthalten  die  Lösung  des  Diricliletsc 
Problems    in  seiner  klassischen   Form.     Es    soll   die   Gleich 

Aw=o   unter    der    Voraussetzung    der    Stetigkeit   von  ^v^ 

—  und  bei  s^esebenen  Randwerten  w  erfüllt  sein. 

Die  Beschränkungen,  die  hierbei  der  Gestalt  der  Randki 
und  den  gegebenen  Funktionen/,  tv  auferlegt  werden  niüs; 
sind  sehr  allgemeiner  Natur  und  für  die  Anwendungen  durcl 
unwesentlich. 

3*'  §  13  enthält  die  Anwendung  der  Methode  auf  geivö/inli 
lineare  Differentialgleichun gen  mit  variablen  Koeßizien 
die  aus  einem  Variationsproblem  entspringen,  wobei  die  W 
des  Integrals  und  eventuell  einiger  Ableitungen  an  denEndpunl 
des  Intervalls  «...  b  vorgeschrieben  sind. 

4'*.  Endlich  zeigt  die  Anwendung  auf  die  schwingende  Sc 
§  16,  dass  auch  in  Fällen,  wo  der  oben  angedeutete  Konverg( 
beweis  versagt,  die  Methode  numerisch  sehr  brauchbar  bleibt 
sich  zur  Berechnung  z.  B.  Chlad nischer  Klangfiguren  usw.  v 
eignet. 

In  der  Mechanik  werden  bei  Anwendung  des  Hamiltonsc 
Prinzips  auf  ein  endliches  Zeitintervall  die  Gleichungen  (3) 
allgemeinen  nicht  linear,  und  die  Berechnung  höherer  Appr 


mationen  ist  dadurch  sehr  erschwert.  Kennt  man  aber  eine  genü- 
gend angenäherte  Losung,  so  wird  man  in  diesem,  wde  auch  in 
andern  Fällen,  die  Methode  nur  auf  die  Berechnung  der 
Korrektionen  anwenden  und  sich  dabei  auf  die  quadratischen 
Glieder  in  der  Entwickelung  von  J/^  («4,  <rxo  7  •  •  -j  <^/i)  in  der  Um- 
gebung der  Nullwerte  der  Variablen  beschränken  können. 

Sind  geeignete  Bedingungen  im  Unendlichen  vorgeschrieben, 
die  von  den  A/  erfüllt  w^erden,  so  dass  das  über  ein  unendlich 
ausgedehntes  Gebiet  erstreckte  Integral  J  und  die  in  endlich  blei- 
ben, so  kann  die  Methode  ebenfalls  angewendet  werden. 

Es  ist  wesentlich  zn  bemerken,  dass  die  A/  in  verschiedenen 
Gebieten  verschiedene  analytische  Funktionen  sein,  bza\  durch 
verschiedene  Ausdrücke  gegeben  sein  können^  falls  nur  auf  der 
Grenze  zweier  solcher  Gebiete  gewisse  Stetigkeilsbedingungen 
(siehe  z.  B.  §  2)  erfüllt  sind.  Hierin  liegt  für  die  Anwendung  auf 
experimentelle  Ergebnisse  unter  Umständen  eine  grosse  Erleich- 


Deformation  einer  am  Rande  eingespannten  elastischen  Platte 
unter  dem  Einflus?  eines  gegebenen  Normaldrucks. 

§  1. 

Wir   behandeln   zunächst   das    Problem    der    Integration    der 
Gleichung 

( D  )  A  A  w  —  ---7-  -+-  2  .    ^   ■     -  H-  -7-7-  =  /(^,  V  , 

wobei  auf  dem  Rand  L  des  gegebenen  Gebiets  R  die  Bedingungen 
zu  erfüllen  sind 

—  ^^ 

<6)  «.  =  0,  ^=0 

und  die  Endlichkeit  und  Stetigkeit  von  iv  und  seinen  Ableitungen 
bis  zur  4.  Ordnung  in  R  und  auf  L  gefo lodert  wird. 

Das  Problem  reduziert  sich,  wie  man  ohne  weiteres  einsieht, 
darauf,  das  Integral 

(7)  J=//[j(Ac.p)^-/(^,r)^]^S, 


welches   über  die   ganze    Platte,    d.   h.    das   ganze    Gebiet 
erstrecken  ist,  unter  den  erwähnten  Bedingungen  zu  einem 
mum   zu    machen.  Es  ist  bis  auf  einen  konstanten  Faktor 
potentielle  Energie  der  Deformation  (')  und  /  der  auf  die  ] 
pro  Flächeneinheit  ausgeübte  Druck.  Von  /  setzen   wir  vc 

dass  es  endlich  und  stetio-  ist,  und  dass  -r^,  -—-  endlich  sind. 

^        '  0x    uy 

Die  Ausdehnung  der  Greenschen  Sätze  auf  die  Glelchun 
hat  Mathieu  (-)  gegeben. 

Sind  U,  V  zwei  im  Gebiete  R  nebst  ihren  Ableitungen  bi 
dritten  Ordnung  inkJ.  stetige  Funktionen,  so  gilt 

r   Au  AAV  — VAAU)^S 
R 

=   /      AU- V AV +-  U  -- —     ds, 

Jj^  \        da  da  da  da  j 

wo  n  die  äussere  Normale  der  Berandung  L  bedeutet. 
Es  sei  (a,  b)  ein  Punkt  im  Innern  von  R  und 


wir  setzen  N  =.r-  logr.  Diese  Funktion  spielt  hier  dieselbe  1 
wie  log/'  in  der  Potentialtheorie.  Dann  ist 


■87rU(a,^)=   r   fr^\osrA^VdS 


l  V^-  '''' 


Ist  a] 


()AU        dfr-loirr)     ,^ 
da  da. 

■Ooü;r—  ~-^™.  -— ü-U 
da  da 


ds. 


SO 


AAU=/(^,j.),  U=o,  ^r..o  auf  .V, 


(*)  Der  Kirchhoffsche  Ausdruck  für  die  potentielle  Kner^'ie  i\e.v  Platte  cn 
allerdings  noch  ein  weiteres  Glied,  welches  aber,   wie  zwei  sukzessive  par 

Integrationen  zeigen,  im  Falle  t?  =  o,  --^  =  o  identisch  verscliwindel. 

(2)  Mathieu,  Journal  de  Liouvüle,  t.  XIV,  p.  37K,  1869;  Theorie  du  poler 
Kap.  III,  p.  70;  Paris,  1890;  vgl.  auch  W.  Voigt,  Koinpendium  der  ü 
Physik^  t.  I,  p.  206,  Leipzijj,  1896. 


K 

>t  (r/'^  ^)  ein  innerer  Punkt,  so  kann  man  das  Linienintegral 
ebigoft  unler  dem  Integralzeichen  dilFerenliieren;  dasFlächen- 
gral  kann  dreimal  ebenso  dillerentiiert  Averden,  ohne  dass 
le  Konvergenz  im  Punkte  (a,  b)  aufhcirt.  Um  Deri vierte 
erer  Ordnung  zu  erhalten,  kann  man  eine  Methode  von  Rie- 
111  (^)  verallgemeinern  : 
\s  ist 

fjr-^  \ogrJlx,y)d^  =     J  ^  f  ^r^-  \ogrJdS 

—  —  j  r- lo^rf  cos<  nw  ds-]-   /     /  r^\ogr~dS, 


)ei  ~-  endlich  und  /'  stetig*  sein  muss.    Durch  WiedcrhoUina 
der  '  ^  ^ 

;er  Transformation  erhall  man  den  Satz  : 

^^"^"^  ölpd'r^  (/^^^^  I,  2,...,p.;  ^  =  o,  i,  2,...,v)  endlich 
stetig-  sind  —   — „    '•   braucht  nur  endlich  zu  sein  —  so  erhält 

i  auf  diese  Weise  die  entsprechenden  Ableitungen  von 
ach  a  und  b]  ferner  kann  man  von  jeder  so  berechneten  Ablei- 
j  noch  die  Ableitungen  erster,  zweiter  und  dritter  Ordnung 
::h  Differentiation  unter  dem  Integralzeichen^  ohne  Transfor- 
ion,   erhalten.    Alle  Ableitunoren . —  sind    stetis*'  und 

^  oxf  Oy^i  ^- 

Uch,  wenn  p<\k~\-'i\  g^v-4-3;/>-f-^^pL4-v-f-3  sind. 
[an  hat  ebenfalls 

C  TaUaV^S^   f  ^VAAU^Sh-   r^^AU^  —  AV^]  ds. 


)  RiEMANN,  Schwere,  Elektrizität  u.  Magnetismus.,  herausgeg.  von.  Hattendorf. 


Wendet  man  dies  auf  die  Variation  von  J  an 

iV 
wobei  U  =  w^  V  =  oiv  zu  setzen  ist,    so  ist  auf  L  weisen 

—  =  o  aucli  oiv  =  0,  "T —  =  o,  und  es  eriiibtsidi 

öu  ^     du  ^ 


(P 


3j  =  r  f(\^iv~-f)oivds, 


also  die  Gleichuni;-  (5.).  Jede  Lösimg  dieser  Cileicluing-  ents|: 
oflenbar  einem  wirklichen  Müuinum  von  J. 

Ferner  besitzen  die  Werte,  die  .1  für  beb'el)ii^e,  den  Sletigl 
und  Randbedingünij;'en  genügende  Funktionen  (r  annehmen  1 
eine  untere  Grenze  (die  mciglicherweise  allerdings  nicht  wir 
erreicht  wird).  Denn  setzt  man 

'•=//[j<^-''-^"']"^*.((-^^-Sr-.)''' 

so  ergibt  sich 

A  A(r'2  =  <> 

und  auf  I^  : 

^  ""  '"'  ö/l    ~         <hf 

Somit  wird  der  Aiisdruck 

r  rr(Au',)2       (\w.>y^ 


<:/S 


f^//    / 


gleich 


J  =  J(,^H  '^    y     M'Acv.>)2  r/S. 


Somit  ist  J  >  Jo,  womit  die  Existenz  einer  unteren  Grenze  nach- 
gewiesen ist. 

Die  Lösung  von  (5)  unter  den  gegebenen  Bedingungen  ist 
eindeutig  bestimmt^  da  die  Ditlerenz  zweier  Lösungen  (p,  iv^  er- 
geben würde  . 

^  i\(w  —  iv  )  =  o,  iv  —  w  =0,  -^ ^ —  =  o  aui  L, 

.  dri         dn 

woraus  durch  Multiplikation  mit  ^v  —  iv'  und  Integration 

[  A  (  w-'  —  «f '  )J  <rZS  =:  o . 


//> 


Es  ist  somit  A  ((P  —  (p')  =  o  in  R,  und  da  iv  —  w'  =  o  auf  L, 
ist  überall  cv  —  tx'^  =  o. 

Icli  beschliesse  diese  vorbereitenden  Sätze  durch  die  Bemer- 
kung, dass  aus  (^  =  o  auf  L  folgt  —  =  o ;  und  da  auch  -r—  =  o,  so 
wird 

dw        dw        ,         ,        öiv        ,        ,  div  -  -. 

=  —  cosf/i,  X)  H cos(s,  x)  =  o,  -— -  =  o  auf  L. 

dx        iUi         ^    '     /         ^)^         \   j     /  ^y 

§  2. 

Sei 

eine  unbegrenzte  Reihe  von  Funktionen,   die  folgenden   Bedin- 
gungen genügen  : 

i^\  Sie  sind  in  der  ganzen  Ausdehnung  der  Platte  R  und  auf 
deren  Rand  L  eindeutige  endliche  und  stetige  Funktionen  von  ^ 
undy.  Gleiches  gib.  von  ihren  Ableitungen  der  Form 

(m  =  o,  t,  2,  3;  72  =  o,  I,  '2,  3), 


0Qßm   Jy.l 


die  im  folgenden  eine  wichtige  Rolle  spielen  und  die  wir  abkür- 
zend als  liaup LabLeitungen  bezeichnen. 

2".  Auf  L  ist  für  jedes  i.  hi  =  o,  --^'  =  o. 

3^.  Sei  ^  eine  beliebige  nebst  ihren  Hauptableitungen  endliche 
und  stetige  Funktion,  welche  überall  gleich  o  ist  ausser  in  einem 
Rechteck  p,  welches  ganz  innerhalb  B  liegt,  und  dessen  Lage  und 


Grösse    willkürlich    bleiben.    Wir   setzen   voraus,    dass  man 
Koeffizienten  at  und  den  Index  m  im  Ausdruck 

SO  wählen  kann,  dass  t^ — Cm  iii^d  seine  Haiiptableilungen  in 
und  auf  L  dem  absoluten  Werte  nach  kleiner  bleiben  als  ej 
willkürlich  gegebene  Grösse  £.  Man  kann  also  eine  Rei 
Sf?  ^2:  •  •  -5  ^?«5  •  •  •  von  Funktionen  angeben,  die  gleichmässig  in 
gegen  i^  konvergieren,  ebenso  w^e  ihre  Hauptableilungen.  (Dii 
Annahme  fordert  also,  dass  die  i/  die  Eigenscliaft  der  Poljnon 
Fourier-Reihen  usw.  besitzen,  eine  willkürliche  Funktion  d; 
zustellen.) 

4".  Eine  Summe  der  Form  t^m  kann  nur  dann  in  R  über 
identisch  verschwinden,  wenn  a^  =  a^  =  . . .  =  a^^e  =  o. 

Es  wird  unten  gezeigt  werden,  wie  bei  gegebener  Berandu 
die  bekannten  Eigenschaften  der  Polynome,  Fourier-Reiiienus 
es  gestatten,  solche  Funktionen  '}/ zu  bilden.  . 

Um  nun    die  gesachten  sukzesswen    Approximationen 
erhalten^  haben  wir  nur  den  Ausdruck 

{V„j^  =  ai  4^1  4-  ^2  4^2  -H  -  •  •  -H  a,n  '^m 

an  Stelle  von  w  in  das  Integral  J  zu  setzen;  sei 

dann  ist  im  eine   Funktion   zweiten   Grades    der  a/,  die  von 
y  unabhängig  isL, 


J„,==2^  ^ ay,y <:?.;; «y— 2 a,/«,/, 


WO 


=  /  /^AA.]>^.^,,r/S, 
(10)  ^p==fffCr,r)^,dS. 


Wir  wählen  die  ai  in  der  Weise ^  dass  J;7^(a^,  ao,  ...  a„i)  ein 
'inimum  wird^  so  dass  also 

m 

Die  quadratische  Form 


m       in 


1         1 

:  stets  positiK^  and  nur  dann  gleich  Null,  wenn  Lwm.  =  o  in  R, 
30,  wegen  ^'^  =  0  auf  L,  wenn  (Vm  identisch  gleich  Null  ist. 
araus  folgt  nach  4",  dass  ai,  ao,  . . . ,  am  sämtlich  verschwinden 
üssen,  falls  Q  =  o  sein  soll. 

Danun  J/,i,  wie  wir  gezeigt  haben,  eine  untere  Schranke  Jo 
isitzt,  so  folgt,  dass  ^m  <^iti  Müüniiun  für  ein.  eindeutig  be- 
immtes  Wertesystem  der  at  erreicht^  die  Gleichungen  (ii) 
>o  stets  und  nur  in  einer  Weise  lr)sbar  sind,  d.  h.,  dass  ihre 
eterminante  von  Null  verschieden  ist. 

Es  sei  nebenbei  bemerkt,  dass  auch  in  Fällen,  wo  Sni  {ct\ ,  «2,  • . . ,  an^ 
ae  allgemeinere  analytische  Form  hat,  das  Minimum,  falls  es 
istiert,  nach  einem  bekannten  Satz  auch  wirklich  erreicht  wird, 
dass  sich  bei  einer  endlichen  Anzahl  von  Pax^ametern  nie  die 
;hwierigkeit  einstellt,  die  dem  Dirichletschen  Prinzip,  w^o  die 
izahl  der  Parameter  als  unendlich  betrachtet  werden  kann, 
haftet. 
Sei  d'  {V  das  totale  DiUeix^ntial  von  iv  in  bezug  auf  die  ai^  und 

in 

1 

)  die  kp  willkürlich  sind;  dann  kann  man  dap  =  e.  A^  setzen 
=  unendlich  kleine  Grösse),  so  dass 

d'  W;n  =  ^^m 

1  Ausdruck  von  derselben  Form  wie  «v  ist.  Es  ist 


0 


/n 

^''^  =^5^'^^/>=  <^  =    /      /   {^^m  ^d'  W,n—fd'  W;n)  dS, 


woraus,  wegen  der  von  den  ^^  erfüllten  Grenzbedingungen,  und 
unter  Weglassung  des  Faktors  s  folgt 

(t3)  0=    /     j  {^Wrni^'C,m—flm)dS 

oder  auch 

Setzt  man  insbesondere  Cm=  Wm^  so  gibt  ( i3) 

11 

SO  dass,  nach  (7) 

(i5)  Umhn=^\V=^—  l  f  f(^^v,„ydS, 

ir 

Ebenso  wird  man  eine  neue,  dem  Index  m  ^-  /?  >  m.  ent- 
sprechende Approximation  finden,  mit  einem  neuen  Wertsystem 
a^'  der  a/.  Ist 

a'p  =  £/j         für        /?  =  /n  -H  I  -f- . .  .  H-  //i  -4-  /i, 


1=  ^mn^  2^  2/^4^/M  ?///+•«=   ^  ^'p^p 


so  gilt  ebenso  für  das  neue  Minimum  J/Jf^.,^ 
und 

0=11  [(A»'/,,H-  Acp,;,„ )  A;?/;,H_,i-~/j;,;,„H«J  '^^s. 

Setzt  man  in  letzterer  Girleichung  insbesondere  A/„  =  s^,, 
d.  h.  'Qrn^ji  =  ^mri:  SO  folgt  eine  neue  Gleichung,  welclie,  in  (16) 
eingesetzt,  ergibt 

( ^7)  JS,?U=  JiÄ^-  :^  f  fi^^otn?  ds. 


Die  Grossen  J,^°',  J^"^,...  bilden  also  eine  /?/ß  zunehmende, 
unbegrenzte  Zahlenreihe,  wie  a  priori  zu  erwarten  war.  Da  sie 
aber  grösser  als  J^  bleiben,  besitzen  sie  eine  Grenze  J^°^^  Jo,  und 
man  kann  eine  Zahl  M  so  bestimmen,  dass,  wenn  tn  >>  M  und*/] 
eine  noch  so  kleine,  vorgegebene  Zahl  ist,    für  jedes  n 

(l8)  ^|JiÄU-J^/ÄM=    f  J{^^rnnYdS<'fl. 

Aus  dieser  Ungleichung  lässL  sich  nun  die  Konvergenz  unserer 
sukzessiven  Approximationen  ableiten. 


Ist 

§3. 

so  ist 

nach  ( ] 

uS) 

? 

('9) 

K 

;A<p)2rfs<T. 

Es] 

ist  aber 

identiscl 

1 

(•20) 

?(«: 

b)  =  -- 

^.  f  f"-. 

r  Acp  dS 
K 

für  jeden  inneren  Punkt,  weil  das  Zusatzglied 

welches  im  allgemeinen  hinzukommt,  hier  gleich  Null  ist  wegen 

cp  =  o,  -^  =  0  aufL.  Sei  D  das  Gebiet,  in  w^elchem|log /'l^l Acp|, 

und  D^  dasjenige,   in  welchem  |Acp|<  logr  (letzteres   enthält  den 
Punkt  a6),  dann  ist 

'^^  I  ?  I<  f  f\  1^8- '^  I  1  ^?  I  dS<ff{L^y  dS  -H  r  fOo^ry-  dS 

11  I)  IV 

<  r  f(^^y-dS'^\-  f  fiog^rdS. 
Das  letzte  Integral  ist  konvergent,  wie  man  durch  Einführung 


von  Polarkoordinaten  sieht,  wobei   r  log-  r  für  /•  =  o  gegen 
konvergiert;  es  hängt  von  (a,  h)  ab ;  ist  K  sein  grösster  Wert  i 

so  wird  endlich 

,     ,       I  -^  \\ 
?    < 


und  somit 


,  I  -4-  K     /- 


1  -4-  K       ;— 

Die  Zahl \J'r\  ist  sowohl  von  x^    wie  von  y  und  von  n 

abhängig;  sie  kann  kleiner  als  jede  vorgegebene  Zahl  e  gern 
werden,  da  man  wegen  der  Konvergenz  von  J^^,|  immer  \ 
wählen  kann,  dass 

-       ^-^     -s^ 


(i-hK)-^ 


Dann  ist  für  jedes  rn  >►  M  und  jedes  /?,  x  und  r  :  |  Wnu^n  —  ^Vm  \  < 
Hieraus  folgt  der  Satz  : 

Die  Funktionsreihe  iVx^  (^Po,  tvg,...  konvergiert  gteichniä 
im  ganzen  Gebiet  R  gegen  eine  Funktion  iv  [x^  y)^  we 
somit  in  R  stetig  ist^  und  auf  dessen  Rand.  S  verscfavindei 

Damit  ist  zwar  die  Konvergenz  unserer  sukzessiven  Approx 
tionen  bewiesen;  da  wir  aber  von  der  Voraussetzung  (3)  bi 
keinen  Gebrauch  gemacht  haben,  wird  die  Funktion  w  von 
gesuchten  Lösung,  bei  besonders  unzweckmüssiger  Wahl  dei 
möglicherweise  sehr  verschieden  sein.  Hat  man  für  die  i^r^ 
gerade  Funktionen  gewählt,  während  die  L()sung  eine  unge 
Funktion  ist,  so  kann  {V  natürlich  nicht  die  Ij()sung  sein.  E 
aber  bemerkenswert,  dass  der  blosse  Umstand,  dass  wir 
unendliche  Anzahl  Konstanten,  über  die  wir  verfügen,  nach 
angegebenen  Schema  bestimmen,  für  sich  allein  schon  unter  s 
Umständen  die  Konvergenz  erzwingt.  Dass,  wie  wir  zeigen  wer 
die  richtige  Grenzfan ktion  (v  herauskommt,  falls  die  {V,u  i 
Analogie  der  Poljnome,  der  Fourier-Reihcn  usw.  nahezu  b 
bige  Funktionen  darzustellen  vermögen,  ist  von  vornherei: 
erw^arten.  Diese  Bedingung  ist  aber  keine  notwendige,  beson 
wenn  es  sich  nur  um  die  Erreichung  eines  l)estimmten  Masses 
Genauigkeit  handelt:  es  kann,  wie  bei  semi-konvergenienRei] 
für  ein  bestimmtes  ni  ein  Optimum  der  Annäherung  stattlini 


Bei  numerischen  Anwendungen  hat  man  meist  nicht  dafür  zu  sor- 
gen, dass  der  gemachte  Ansatz 

(21)  ai^i-i-  a2<li^-h. .  .-h  an'^fi 

jede  Funktion  beliebig  genau  interpoliere,  sondern  dass  er  eine 
Funktion  von  der  Art  der  gesuchten  Lösung,  und  mit  der  vorge- 
schriebenen Genauigkeit,  darzustellen  imstande  sei. 

Aus  dem  Umstände,  dass  das  Integral  (18)  mit  wachsendem  m 
unendlich  klein  wird,  kann  man  natürlich  keineswegs  darauf 
schliessen,  dass  auch  der  Integrand  (A  cp,^,,^)-  1=  (A  Wnu^n  —  Acv/,^)- 
diese  Eigenschaft  besitze,  und  somit  dass  die  Ableitungen  erster 
und  zweiter  Ordnung  ebenfalls  konvergieren.  Allerdings  wird 
man  aber,  bei  Polynomen  usw.,  in  den  in  der  Anwendung  vorkom- 
menden Fällen  kaum  auf  Funktionen  geführt  werden,  die  in  ein- 
zelnen Punkten  endlich  bleiben;  im  grössten  Teil  des  Gebiets  R 
aber  unendlich  klein  werden,  wie  dies  nötig  ist,  damit  das  Integral 
ebenfalls  unendlich  klein  sei.  Es  wird  vielmehr  der  Integrand 
selbst  klein  bleiben,  und  somit  werden  auch  die  ersten  und  zwei- 
ten Ableitungen  durch -^-^^  ...,  beliebig  angenähert  dargestellt 
sein.  Kannaber  jede  den  Rand-und  Stetigkeitsbedingungen  genü- 
gende Funktion  nebst  ihren  ersten  und  zweiten  Ableitungen  in- 
nerhalb R  durch  einen  Ausdruck  der  Form  (21)  und  seine 
Ableitungen  beliebig  genau  dargestellt  werden,  so  kann  die  untere 
Grenze  der  J/,"^  nicht  verschieden  sein  von  der  unteren  Grenze 
von  J  für  beliebige,  den  Bedingungen  genügende  Funktionen,  und 
die  Grenzfunktion  (v  ist  in  diesem  Falle  die  gesuchte  L()sung. 

Im  folgenden  werden  wir  durch  Hinzuziehen  der  noch  nicht 
benutzten  Bedingung  3^  Seite  201  den  strengen  Beweis  erbringen, 
dass  lim  Wm  die  gesuchte  L()sung  ist.  Diese  Bedingung  3"  fordert 
allerdings  etwas  mehr  als  für  die  numerischen  Anwendungen  im 
allgemeinen  nötig  ist. 

Es  lässt  sich  zunächst  noch  allgemein  zeigen,  dass,  unter  a,  ß  ein 
innerer  Punkt  von  R  verstanden,  auch  die  Grenzwerte  existieren 


lim   —    /      W/,i  dx  =z  —-    \      w  dx , 

lim   -—■    /      w,„dx=--~    /      iv  dy. 
n  =  o,dxJß  -"        dxjo 


Der  Beweis  beruht  wieder  darauf,  dass 

in  welchen  die  InLegrationswege  a  . . .  ^r,  ß. .  .jMnnerhalb  R  liegen, 
infolge  von  ( 19)  kleiner  als  bestimmLe,  von  der  Gestalt  der  Platte 
allein  abhängige  Zahlen  bleiben.  Denn  man  kann  (20)  unter  dem 
Integralzeichen  zuerst  nach  a  integrieren,  dann  nach  b  difTeren- 
tiieren;  nun  ist 


r    1            ,                           a  —  X                        OL  --  X 
^      log/' ör<2  =  arc  lang  7 arcLanc^-; , 


und  zwar  auch  wenn  der  Integrationsweg  durch  den  Punkt  x  =.  a 
j  =  />  führt,  falls  nur  a  und  a  verschieden  sind.   Da  die   rechte 
Seite  stets  <;  2  tc  bleibt,  so  folgt 


\db 


I      o(a,  h)da    <  /     /  |  Acp  |  ^AS. 


j     f\A^\dS<  y"  l^äS  <  Oberfläche  von  R, 


somit 


■  o(a,  b)da\<:i'i-  Oberfläche  von  H, 

'  J  Oi  I 

womit,  wie  oben,  der  Kouvergenzsatz  für 


^£  '"'"^"'    iX'"'""''' 


bewiesen  ist.  Dass  die  entsprechenden  Grenzfunktionen  von 


iX  "''"'     iX'''"'^ 


(2'2) 


Man  zerlege  wieder  R  in  ein  Gebiet  D,  in  welchem  |  A  co  |  <  i ,  und       ^. 
ein  solches  D^,  in  welchem  j  A  o  |  >  i  ist;  dann  folgt  I 


i>(rjuiii    MCii.iiKjui:j    /iUi\    L.uoui'NOr    urj»iöörjn     >Ani.\ii 


cht  verschieden  sind,  und  somit,  wenn  auch  vielleicht  nicht  (V',  so 
)ch  über  w  erstreckte  Integrale  erste  Ableitungen  besitzen,  ist 
imittelbar  einleuchtend,  da  wegen  der  Gleich föi^migheit  der 
onvergenz  für  jedes  Rechteck  innerhalb  R 

Jß  ,u  =  00  J^        Oy  m  =  00  Jq^ 

—   /      [w(^, /)  —  w{x^^)\dx. 

•   a 

a  der  DiHerentiahjuotienL  nach  j'  der  linken  Seite 

Ihu      /       — - — dx 


1)1  ■= 


dy 


dstiert,  folgt,  dass  auch    /      w  [x^y)  dx  nach  j'  differentiierbar 

a 

nd  gleich  dem  gesucliten  Grenzwert  ist.  Doch  darf  möglicher- 
eise  die  Reihenfolge  der  Dill'erentiation  und  Integration  in  (22) 
icht  vertauscht  werden. 
Ebenso  folgt  allgemeiner  aus 

\    I    -^ds    =\  ^odS    'S.         /  I  Acp  I  «fS^  hcstinuute  Zahl 

I   I-  r  u  K 

urch  Anwendung  auf  ein  innerhalb  R  liegendes  Gebiet,  welches 
urch  ein  Ivurvenstück  /  und  zwei  Parallelen  zu  den  Achsen 
e grenzt  wird,  dass 


/ 


—^ds  <  bestimmte  Zahl 


it,  da  gleiches  für  die  Parallelen  zu  den  Achsen  schon  gezeigt 
worden  ist.  Dabei  kann  auch  /  ein  Teil  von  L  sein.  Es  existiert 
Iso  auch  die  Grenze 


nm      /    — - — ds 


nd  sie  ist  gleich  Null  auf  L,  da  hier  -^  =  o  ist  für  jedes  m. 


i^'r 


(MEÜVHES    Di:    WALTHEU    UlTZ. 


Es  ist  nun  ZU  zeigen,  dass,  wenn  man  über  die  '}/  die  in  §  2 
unter  3"  gemachte  Voraussetzung  heranzieht,  die  Grenzfunktion 
iv  ivlrklich  die  gesuchte  Lösung  ist.  Zu  diesem  Zweck  bediene 
ich  mich  der  von  Herrn  Hubert  (*)  angegel)enen  Variationsmethode, 
in  etwas  veränderter  Gestalt. 

Seien  (a/ß),  [x^y)  innere  Punkte,  und  sei 

U,.(.r,j.)=:    r      f      f      if'     f'  ^v,„{x.x)c(x-^dy^; 
Ja.     ^a     -^a     J[i     -^ß      '^ß 

/       /        /       /       /         f{x,y)dx^dy\ 

a     -A      -U     J^     J{i     J{i 


woraus 


d^>\}„i  <^'^     ^.^ 


Das  rechteckige  Integrationsgebiet  kann  zum  Teil  ül)er  R  hinaus- 
ragen; wir  haben  bisher  {Vm  und  /nur  innerhalb  R  definiert,  und 
setzen  nun  fest,  dass  bei  dieser  Integration  ausserhalb  R  ül)era[l 

sei:  die  Funktion  (V^,^  und  ihre  Ableituni^en  ---^  ,  —— ^  sind  somit 

in  der  ganzen  Ebene  stetig",  da  sie  auf  dem  Rande  L  verschwinden. 

Nach  den  Sätzen  von  §  3  konvergieren  für  rn  ~-cc  sowohl  U^ 

wie  seine  Ableitungen  bis  zur  /[,  Ordnung   einschl.  gleichmässig 

fireeen  stetige  Funktionen  U,  ~~-  i  •  •  •  ~— r  •  Gleiches  gilt  noch  von 

,    ,   ,    ,,  ,    ,  /'   >  ,    ,    ,     ?  -7-^-1 —  •''^1^  Ableitungen  .    .  /' .^  =  -7^» 
c^ir'»-  (^j/-i    dy''  ax^    dx*  öy    Oy*  Ox  ^       öx'*-  a y^         öx 

.    ,   .   ,  =  n —  '   ,   ,  ,    ,  =  tp„,  Sind  auf  L  gleich  iNull. 

dy^  öx^         ay       üx^  <)  y^  ^ 

Die  Gleichung  (i3)  lässt  sich  nun  schreiben 

{26)     0-J    J    |^^-^^^^r^3  +  ;j^j^ 


über    die    Konvergenz    der  Ableitungen,    die  in   diese    Formel 
eintreten,  wissen  wir  nichts. 

Durch  partielle  Integrationen,  die  den  in  der  Variationsrechnung 
gebräuchlichen  gewissermassen  entgegengesetzt  sind,  transfor- 
mieren wir  daher  diesen  Ausdruck  in  die  Summe  eines  Linien- 
integrals und  eines  Flächenintegrals  der  Form 


('^4) 


//(^^^— ^)^^^- 


\  o      I"  T  *^9    V* 

Hierbei  fiibt  das  Glied  ,    ,    '" .,     .    "  von  (26)  das  Linieninteeral 

^  ox^  ö  y^    öx^  ^       ^  ^ 


J^  {dx'^dy^    öx-  \ 


<)'U,,     öKm    ,     ^-'U,,,      d^^ln 


dx*  dy-    öx'^         r)x-*^  öy  öx^  öy 


in  welcliem  das  erste  Glied  gleich  Null   ist,  [während   die  andern 

in  dies« 

gieren. 


in  diesem  Ausdruck  vorkommenden  Ableitungen  von  lJ,w  konver- 


D; 

as  Glied 

dx'""  öy 

0'^  Im 

3    3y^ 

gibt 

\ dx'*  öy'-'' 

öy^ 

ÖX'^  öy''^ 

ÜX  öy- 

_1_ 

i  Oy-'i 

^4 

<fx- 

^)'=-('^' 

^) 

- 

■öy^ 

•cos( 

>.. 

ds, 


und  es  gilt  dieselbe  Bemerkung  für  dieses  und  ebenso  für  die 
anderen  Glieder.  Im  übrigen  treten  nur  die  Hauptableitungen  von 
t,n  ouf.  Im  Flächeninlegral  (r>4)?  welches  sich  durch  diese  Umfor- 
mungen ergibt,  konvergieren  ebenfalls  alle  Ableitungen  von  Um- 
Von  'Qm  und  seinen  Hauptableitungen  endlich  dürfen  wir  nach 
Voraussetzung  (3**)  in  §  2  annehmen,  dass  sie  gegen  die  dort  defi- 
nierte Funktion  ^  und  ihre  Hauptableitungen  gleichmässig  konver- 
gieren, wobei  die  Wahl  von  !^  nocli  willkürlich  bleibt.  Unter 
diesen  Umständen  können  wir  zur  Grenze  m  =  cc  übergehen. 
Nach  der  Definition  von  s  verschwindet  das  Randintegral,  und  es 
bleibt 


Auf  dieses  Integral  lässt  sich  unmittelbar  der  Hilbertsche 
Hülfssatz  (a.  a.  O.  §  4)  anwenden.  Dieser  Satz  besagt  folgendes. 
Wenn  '>p  eine  Funktion  von  a;  undy  ist,  die  innerhalb  eines  Recht- 
ecks p  den  Bedingungen  genügt  : 

lO.  Sie  ist,  nebst  ihren  Haaptableitungen  innerhalb  p  und  auf 
dessen  Seiten  endlich  und  stetig. 

2^.  Auf  den  Seiten,  die  parallel  der  :r-Achse  sind,  ist  cp  =  o, 

-5  =  0,   Y^>  =  ^  ?  ^^^  denjenigen,  die  parallel  y  sind,  ist  o  =  o^ 

— i-  =  0,  T-r=  o  und,  wenn  ferner  F  (x.  y)  eine  Funktion  bezeich- 

net,    die    in    p    einschliesslich   der    Seiten    stetig    verläuft,    und 
endlich  das  über  p  erstreckte  Integral 


// 


dcr'^  dy''^ 


für  alle  diesen  Bedingungen  genügenden  Funktionen  o  verschwin- 
det, so  hat  F  notwendig  die  Form 

F  =  X  -+-  X>  -H-  Xy^-h  Y  H-  Y'x  -+-  Y'^^S 

in  welcher  X,  X',  X'^  stetige  Funktionen  von  x  allein,  Y,   Y',  Y^ 
stetige  Funktionen  von  y  allein  bezeichnen. 

Diese  Bedingungen  decken  sich  aber  mit  den  für  i^  in  §  2  ange- 
nommenen, da  ^  und  somit  seine  Ableitungen  ausserhalb  p  iden- 
tisch verschwinden,  das  Integral  (aS)  also  nur  auf  das  Rechteck  p 
ausgedehnt  zu  werden  braucht.  Ausserdem  erfordert  die  dort 
vorausgesetzte  Stetigkeit  von  E^  und  seinen  Hauptableitungen,  dass 
diese  auf  dem  Rand  von  p  verschwinden.  Aus  der  obigen  Forde- 
rung 2"  ergibt  sich  aber  z.B.  für  die  Seiten  parallel  der  ^- Achse 

,    ()  CD  d"^  o  d'^o  ,  d  o 

aus  o  =  0  auch  —-^  =  o,  -r-^  =  o,  —^  =  0  usw.,  und  aus  --i  =  o  : 
'  ax  ■  ox-  dx^  '  oy 

~ — s-.  =z  0,  ,    ,  '     ==  o,  ■     .,  \     =  o,  woraus  das  Verschwinden  aller 
aar  0  y  '  dx-  öy  ^  da-^  dy  ' 

Hauptableituneen  mit  Ausnahme  von   ,    ,;    ,  auf   dem  Rande  des 

Rechtecks  sich  ergibt.  Zum  Beweise  des  Satzes  benutzt  aber  Herr 
Hllbert    nur    eine    spezielle    Form    von    o,    für    welche    auch 

.   3  ■'    3  =  o  ist  am  Rande,  und  ferner  die  weiteren  Ableitungen 

endlich,  wenn  auch  unstetig  sind.  Diese  beschränkenden  Voraus- 


;tzungen  über  o  dürfen  also  hinzugefügt  werden,  wodurch  die 
3er  cp  und  über  'C  gemachten  Annahmen  identisch  werden,  und 
;  folgt  für  das  Rechteck  p,  dessen  Seiten  x  =:  a,  x  =z  a! ^  y  =  b^ 
=  b'  seien 

,6)  AAU  —  F  =:\{x)  -+-yX'{x)  -^  y'^^l'ix) -^  Y{y)  -{-  xY' y  -h  x''  Y'\y). 

Sei  endlich 

V=ü—  r     f      f      r  dxHX^-yX'-^y^X") 

^f     f      f      r^  dy'^{Y  ^xY'-hx^Y") 

^b      *^b      *A       ^h 

H-  2  f    X"  ^.r«  -h  1  f    Y"  dy\ 

{a-^x<a' ,  b^yib') 
)  ergibt  sich 

7)  AAV=F(:r,7) 

merhalb  p^  wobei  V  und  seine  Ableitungen  der  ersten,  zweiten, 
ritten  und  vierten  Ordnung  innerhalb  p  und  auf  dessen  Rande 
etig-  und  endlich  sind.  Man  hat  also 

.8)  V(^,Y))=-  g^    f   Crno^r^{x,y)dxdy^i:, 

9 

0  T  ein  Linienintegral  ist,  welches  als  Funktion  des  Innei^balh  p 
elegenen  Punktes  (?,  y])  betrachtet  eine  analytische  Funktion  ist, 
ie  der  Gleichung  A  A  T  =  o  genügt. 


Wir  kcinnen  nun  leicht  beweisen,  dass  iv  wirklich  die  gesuchte 
lüsung  ist,  indem  wir  uns  auf  die  Stetigkeitseigenschaften  der 
ategrale  partieller  DiftVrentialgleichungen  stützen,  die  im  vorlie- 
enden  Falle  aus  den  in  §  1  angeführten  Greenschen  Sätzen  sich 
rgeben.  Denn  da  F  nebst  seinen  Hauptableitungen,   nach  Defi- 

ition,  stetig  und  endlich  ist,  so  lässt  sich  die  Grösse  ,  ^.^ ,   .,  durch 

ie  in  §    1    angegebene    Riemannsche    Methode  bilden,    und  es 


O^Y  d^V 


-  =c^(^,  -n}--™^^    f  Jrnogrf{x,y)dxdy^i:, 


WO  T,  wieder  ein  LinienintegTal  mit  denselben  Eigenschaften  w 
T  bedeutet.  Daraus  folgt  durch  direkte  Differentiation  unter  de 
Integralzeichen,  dass  die  Ableitungen  erster,  zweiter  und  dritt 
Ordnung   von    vp   existieren    und  stetig    sind,    und,    wegen    d 

vorausgesetzten  Endlichkeit   von-/^-p-,   nach    einer    Transfc 

^  QX     oy 

mation  der  in  §  1  besprochenen  Art,  dass  gleiches  auch  von  d 
Ableitungen  vierter  Ordnung  gilt.  Endlich  genügt  <v(^,y)  d 
Gleichung 

Da    diese   Sätze  für  jedes    Rechteck  p  innerhalb  R   gelten, 
gelten  sie  innerhalb   der   ganzen  Platte  R.   Endlich  ist,  wie  v 
sahen,  w  =  lim  av;^  =  o  am  Rande.  Da  ausserdem  die  Existenz  v 

an  ~  00 

-—5  -7—  innerhalb  R  bewiesen  ist,  so  fol^t  aus  den  in  S  3  bewiesen« 

dx    dy  7  »  0 

Sätzen,  dass  für  jedes  Kurvenstück  /innerhalb  R  der  Limes 

*  dwn 


lim   T: 


,      ds, 
dri 


dessen  Existenz  wir  bewiesen  haben,  mit  /    -r^  <f^zusammenfäi 

Nähert  /sich  L  und  fällt  mit  einem  Stück  von  L  zusammen, 

wird  der  Limes  =  o,  weil  ~--^  =  o  für  jedes  /n;  es  ist  also  weg 

der  durch  die  Gleichmässi^keit  der  Konvergenz  bedingten  Stet 
keit 


/ 


- —  t/<f  =  o 
an 


für  jedes  noch  so  kleine  Stück  des  Randes  L;  woraus  folgt,  d; 


(9(^ 

-—  z=  0   ist, 
dri 


Die  sukzesswen  Approximationen  w,n  konvergieren  a 
gleichmässig  gegen  eine  Grenzfunktion  iv,  welche  den  geste 
ten    Grenz-,  und    Stetigkeitsbedingungen    genügt    und   < 


irtielle  Differentialgleichung  erfüllt 

)  AA(^  =/(57,jk), 

\so  die  gesuchte  Lösung  ist. 

i  II        T  •  •  -1.1  11-  (^^m  ^^ 

A.llerdiii£'S   wissen  wir    mclit,  ob    aucli    um  — - —  =  — ,    usw., 

in  =  00 

h.  ob  auch  die  Ableitungea  von  cp  konvergieren.  Dassdie  Ronver- 
!nz  auch  der  zweiten  Ableitungen  bei  der  grösseren  Anzahl  der 
nwendungen  erwartet  werden  darf,  ist  schon  bemerkt  worden, 
agegenist  im  allgemeinen  kein  Grund  vorhanden,  dass  auch  die 
erten  Ableitungen  noch  konvergieren  sollten;  wird  somit  im 
Igemeinen  die  Approximation  w^  in  (5)  eingesetzt,  so  wird 
ese  Gleichuug  bei  wachsendem  m  nicht  mit  wachsender 
enauigkeit  erfüllt  sein. 

Damit  ist  also  das  Problem  Uvv  alle  diejenigen  Fälle  gelöst,  in 
eichen  man  Funktionen  '];/  mit  den  geforderten  interpolato- 
schen  Eigenschaften  angeben  kann.  Wir  haben  nun  zu  zeigen, 
ie  dies  unter  sehr  allgemeinen  V^oraussetzungen  über  die  Gestalt 
^r  Platte  uniglich  ist,  womit  der  allgemeine  Existenzbeweis 
'bracht  sein  wird. 

§6. 

Sei 

F(.r,  jK)  =  () 

ie  Gleichung  der  Rand  kurve  L.  Diese  Gleichung  kann  unter 
mständen  nudirere  Ivurven  /  deünieren,  von  welchen  ein  Teil 
3m  Rand  nicht  angehr)rt.  Dies  wird  der  Fall  sein,  wenn  der  Rand 
,wa  ein  Polygon  ist  und   F  die  Form  liat 

;9 )    Fl  =  ( a,  X  -\~  /;i  j/  H-  Ci )  ( a^J'  ■+•  /^a./  -i-  C2 ) , .  . ( «r^  -+■  ^rj^  -+■  <?r) 

Die  Geraden  aix  -\-  biy  -j-  Ci  =  o  werden  nicht  in  ihrer  ganzen 
usdehnung  dem  Rande  angehören.  Wir  setzen  voraus,  dass  F 
inerhalb  der  Platte  nicht  verschwindet^  was  für  die  spezielle 
orm  (29)  bedingt,  dass  das  Polygon  ein  konvexes  ist. 

Ferner  sollen  F  und  seine  llauptableitungen  in  R  und  auf  L 
xdlich  und  stetig  sein.  Endlich  soll  auf  dem  Rande,  wo  F  =  o  ist, 

ich  —  =3  0  sein.  Erfüllt  F  die  vorangehenden  Bedingungen,  aber 


iiiclit  diese  letzte,  so  wird  F-  alle  Bedingangen  erfüllen.  Die  w 

teren  Ableitungen —;  j  ••  •   sollen  dagegen  auf  dem  Rande  nur 

einzelnen  Punkten  verschwinden. 

Diese  Beschränkungen  sind  von  geringer  Bedeutung  für  die  A 
Wendung  auf  physikalische  Probleme.  Bei  stetig  gekrümm 
Randkurve  wird  F  sie  meist  von  vornherein  erfüllen.  Aber  at 
bei  geradlinigen  Polygonen  und  allgemeiner  bei  solchen  Figun 
die  durch  mehrere  Kurvenstücke  begrenzt  werden 

fl(^,y)  =  0,  /2(.r,JK)  =  0,  ...  /,,(^,J)=:0 

vvo/i  ,  /o,  .  . .  analytische  Funktionen  sind,  wird 

allen  Anforderungen  genügen,  falls  nur  die  Ivurven//  =  o,  sofern 
nicht  zum  Rande  gehören,  ausser  halb  der  Platte  verlaufen. 

Bei  einspringenden  Winkeln,  z.  B.  nichtkonvexen  Polygon 
ist  diese  einfache  Form  von  F  nicht   mehr  anwendbar.  Für 
Sternpolygon,   dessen    einspringende  Ecdcen  P< ,  Po,...,  \\i 
ausspringendenQ, ,  Qo,. ..,  Q//inder Reihenfolge  P<  Q<  P2  ()> 
abw^echseln,  setze  man 

ai  aa  «;}  a„ 

wobei /v  der  Abstand  des  inneren  Punktes  (xy)  vom  Punkte 
a/ der  Winkel  Qi  +  iP/Qz,  und  cp/  der  Winkel  [xy)[\Qi 
Bleibt  (:x;y)  Innerhalb  des  Polygons  oder  auf  dessen  Bändern 
ist  F  eindeutig  und  erfüllt  alle  gestellten  Bedingungen.  Oflen 
lassen  sich  solche  Ausdrücke  auch  in  allgemeineren  Fällen  ( 
springender  Winkel  aufstellen. 

Ebenso  bietet    es    keine  Schwierigkeit,    bei  ringfcirmigen  i 

bieten  usw. ,  die  Gleichung  derRänder  auf  diese  Form  zu  bring 

Um  die  Existenz  soicherFiinkUoiien  F  unter  m()glichst  all 

meinen  Bedingungen  einzusehen,  hat  man  sich  nur  zu  erinne 

dass  Herr  H.  A.  Schw^arz  die   Existenz    der    Fundamentalh'isi 

.der  Gleichung 

A  a-  +  K^u  =  o 

unter  der  Bedingung,  dass  11  auf  dem  Rande  verschwindet  und 
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Innern  nebst-—,  - —  endlich  und  stetier  bleibt,  unter  bekannten 

öx     dy  ^  ' 

Voraussetzungen  sehr  allgemeiner  Art  über  die  Gestalt  des 
Gebietes  R  bewiesen  hat.  Diese  Lösung-  entspricht  dem  Funda- 
mentalton einer  Membran  von  der  gegebenen  Gestalt;  sie  ist 
innerhalb  R  analytisch  und  verschwindet  in  keinem  Punkte  im 
Innern  von  R  (').  Es  genügt  also 


allen  gestellten  Forderungen,  falls  seine  Hauptableitungen  auch 
auf  L  endlich  und  stetig  bleiben.  In  singulären  Punkten  des 
Randes,  insbesondere  bei  einspringenden  Ecken,  können  allerdings 

-— :»  -—  und   die  höheren  Ableitungen  unendlich    werden.    Sind 

dop    ä  y  ^ 

i\  ,  /'27  •  •  •  die  Abstände  eines  inneren  Punktes  (.r,  y)  von  diesen 
singulären  Punkten,  so  lassen  sich  dann  stets  ganze  Zahlen  />4, 
/?o ,  . . .  so  bestimmen,  dass 

nebst  seinen  Hauptableitungen  auch  in  diesen  Punkten  endlich 
und  stetig  bleibt.  Denn,  wie  man  leicht  einsieht,  ist  für  ein  Gebiet, 
welches  gebildet  wird  durcli  einen  Kreis  vom  Radius  a  und  zwei 
von  seinem  Mittelpunkte  ausgehende  Radien,  deren  Winkel  gleich 
a  ist,  a  von  der  Form 

OL        -  ^ 

OL 

WO  J  eine  Besselsche  Funktion  bedeutet,  k  die  kleinste  Wurzel 
von 

J^(A-a)  =  o 

a 

ist,  und  /',  (D  die  Polarkoordinaten  eines  inneren  Punktes  in  bezug 
auf  den  Mittelpunkt  als  Pol  und  einen  der  zwei  Radien  als  Achse. 
Somit  ist,  in  der  INähe  des  Mittelpunktes, 

a  =  sin  —  r°'(  ao-i-  ^i  /'  h-  ^2 /'^ -H . .  .  ), 


undfüra>'7c,  wo  der  Winkel  ein  einspringender  wird,  w 

-7^5    -r^  unendlich,  aber  nur  wie  die  Potenz i   von  /*.  I 

dx      d  y  ^  ot 

Satz  lässt  sich  Jeicht  auf  die  Entwickelung-  von  u  in  der  Nähe 
Eckpunktes,  in  welchem  zwei  analytische  Kurven  zusan 
stossen,  erweitern.  Damit  ist  die  Existenz  von  F  für  eine  beli< 
aus  einer  endlichen  Anzahl  analytischer  Kurven  zusammenge 
Begrenzung  erwiesen. 

Für  die  Anwendung  wird  man  allerdings  von  dieser  Kons 
tion  von  F  keinen  Gebrauch  machen. 


Sei  s  die  in  §  i2  unter  3'*  definierte  Funktion.  Wir  setze 
Platte  R  in  das  Innere  eines  Vierecks  Q,  dessen  Selten  gle 
sind.  Die  Funktion 

ist  nur  innerhalb  eines  ganz  im  Innern  von  B.  gelegenen  1 
tecks  p  von  übrigens  willkürlicher  Lage  und  Grösse  von 
verschieden.  In  diesem  Rechteck  bleibt  sie  stetig  and  ei 
nebst  ihren  Hauptableitungen.  Auf  dem  Rande  L  von  R  ur 
den  (ausserhalb  R  gelegenen)  Rurvenstücken,  auf  welchen  1 

schwindet  und  somit  P  =  -  wird,  vex^satit  zunächst  die  Defiii 

Soll  P  stetig  sein,  so  ist  auch  hier  der  Wert  Null  zu  wählen 
wir  im  folgenden  voraussetzen. 

Unter  diesen  Umständen  wird  man  P  und  seine  Hauptabh 
gen  innerhalb  des  ganzen  Vierecks  Q  durch  Fourier-Relher 
analoge  Entwickelungen  darstellen  kcinnen.  Denn  werder 
Seiten  von  Q  als  Koordinatenachsen  gewählt,  und  wir 
Funktion  P  ausserhalb  Q  so  fortgesetzt  gedacht,  dass  sie 
rade  ist  in  x  und  inj-,  so  wird 


=22 

1        1 


btna  iiin  SUl ~j 


f^mri  =  — ;    /        /      P  ( 07,  y )  Sin sm —  dx  dy. 


Man  erhält  die  Hauptableilungen  dieser  Reihe  durch  gliedweise 
iffereiiUation.  X^txm^  da  P  nebst  seinen  Ableitungen  für  x=.o, 
=  a\  y.  =z  o,  /  =  a  verschwindet,  ergibt  sich  durch  partielle 
tionen 

.  4«'^         r''    r"     ()M>  rriT.x         riT.y  ^      , 

Omn  ==    —. 7. — r     /  /         7-  ,    ,     ,  COS  COS ~  dx  cly. 


öx'^  ö  y^ 


Die  gleichuiässig- konvergente Entvvickelung  von  , .,,  , ,,,  ist  aber 


/  i  7,~      /       /       ,   .3  ,  tCOS cos — —dxdy 


niizx        nizy 
X  cos cos —  > 


)dass  durch  gliedweise  DüFerentiation  in  der  Tat  der  richtige 
usdruck  sich  ergibt.  Dies  würde  Im  allgemeinen  nicht  der  Fall 
;ir),  wenn  die  Ableitungen  auf  den  Seiten  von  Q  nicht  ver- 
ihwänden.  Fi'vv  eine  Variable  ist  diese  Abschätzung  der  Koeffizien- 
:n  vvohll)ekannt. 
Setzen  wir 

"^nin  =  *^  Sin sm  ^ , 

ft,  a 

)  werden  Ausdrücke  der  Form 

M      M 


^^  ^//^«'^^/M/i 


nd  ihre  gliedweise  genommenen  Haiiptableitungen 

ryF  ^i|ri  ,         .    ni-KV   .    mzy       Fti  v^      ,      ^        nir^x    .     riiz  y 

-7—    7   ^>^m// sni sm = 1 >    m6/,//.cos sin '— -i 

Ox  jL4  a  (t  a    Amd  a  a 

.  s.  w.,  gleichmässig  für  m  =  oo  gegen  s  und  seine  Hauptablei- 
mgen  konvergieren;  die  Funktionen  <h„in  verschwinden  ferner 
uf   dem    Rand,     nebst    ihren    Ableituni>en        '""  ->    — ^p^-    Die 

''unktionen  ^l^mn  genügen  somit  allen  den  Funktionen  A/  in 
2  auferlegten  Bedingungen.  Den  Grenzfall,  dass  p  mit  dem 
laude  L  einzelne  Punkte  oder  Strecken  gemeinsam  hat,  brauchen 
tiv  nicht  in  Betracht  zu  ziehen.  Denn  wir  haben  beim  Beweise  für 
ie  gleichmässige  Konvergenz  von  {Vm  in  R  und  auf  L  die  Bedin- 


giing  3<*  in  §  2  nicht  vorausgesetzt.  Aus  dieser  glelchm 
Konvergenz   folgt  aber,    dass    wenn   lim  (v,,^  =  iv    die    gi 

in  =  00 

Lösung  ist;  dieselbe  auf  dem  Rand  verschwindet,  wiejavorge 

ben  ist,  nebst—--  Dass  die  weiteren  Ableitungen  stetig"  u 

DifFerentialgleichung-  erfüllt  ist,    braucht   nur  für  innere 
gezeigt  zu  werden. 

Es  ist  aber  leicht  einzusehen,  dass  selbst,  wenn  der  Rani 
zum  Teil  mit  L  koinzidiert,  !^/F  hier  gegen  Null  konv< 
Denn  in  unmittelbarer  Nähe  eines  Punktes  des  gerad 
Randstücks,  das  wir  vorübergeliend  als  ;r-Aclise  betrachten 
abteilungsweise  analytische  Funktion  C  von  der  Form 

r  _-.j^3  nnal  einer  Potenzreihe  in  oo^y, 

.,  ...  •  1        •     1    v-  (K  ^-  ^ 

weil  lur  y  =z  o  identiscli  L  =  o.  -7-^  =  0,  -- — r  =  o  sein  mu< 

dy  öy'- 

gegen  verschwindet  die  ebenfalls  abteilungsvveise  analytische 

tion  F,  wegen  ■— -,  ^  o  nach  Voraussetzung  (ausser  vi  eile 

einzelnen     Punkten),    nur    wie   y-    x   Poteazrelhe.    Sor 

~>  einzelne  Punkte  vielleicht  ausgenommen,  auf  I.  gieicl 

und   die  Ableitungen  stetig  und    endlich.    Die  oben   für  ■ 

gestellte  Fourier-Reihe  gilt  also  auch  in  diesem  Falle,  u 
ebengenannteu  singulären  Punkte  allein  müssen  eventuell  1 
Rande  von  0  ausgeschlossen  werden. 


§  8- 

Man  kann  die  trigonometrischen  Reihen  des  vorigen  P 
phen  durch  andere  Reihen,  z.  B.  Entwickelungen  nach  Polyi 
ersetzen.  Da  sich  jede  Potenz  von  x  durch  Legendreschc 
nome  P,^  (einfache  Kugelfuuktionen)  linear  in  bekannter  W 


(^)  Legkndrk,  Exerclces,  t.  II,  p.  352.  Ks  ist 

!.'>.../?.       ("^    .    ^        2/1  — 3  _       ■     .        (2/1— 7)(?./?,--i)  ,^       ,    ^ 


f  n  ij  ü  .u  Pj  .         JLI.X 


darstellen  lässt  und  umgekehrt,  ist  es  gleichgültig,  ob  man  setzt 
(3.)    4'™«=(^)'"(f)"F         °<^-         +«.=  P»(~)f>«(¥)F, 

unter  a  wieder  die  Seite  des  Quadrats  Q  verstanden.  Wir  benutzen 
die  letztere  Form  und  setzen  der  Einfacliheit  halber  «  =  2.  Wenn 

0  ~^ 

so  ist  diese  Entvvickelung  gleichmässig  konvei^gent  von  —  i  bis  4-  i , 
wenn/  stetig  und  endlich  ist  und  nur  eine  endliche  Anzahl  Maxima 
und  Minima  in  diesem  Gebiet  besitzt.  Die  gliedweise  Integration 
von  —  I  bis  x  gibt,  wegen  der  Formeln 


i  «  1 


dP„.^,        dP,,. 


dx  dx 


~  2Lk  'xn 


A. 


■  [rw,r.^')-p,.-i(^^^;j 


=i(:r7^-^)'^"(^-)' 


also  wieder  eine  gleichmässig  konvergente  Reihe  von  derselben 
Form.  Umgekelirt  kann  man  also  auch  die  Reihe  (3o)  gliedweise 
differentiieren,  wenn  /*'(j)  denselben  Bedingungen  genügt  wie 
/  [x).  Dieser  Satz  lässt  sich  sofort  auf  mehrere  Variable  ausdehnen. 

,^  n  •  (-  v^-  1-    (^  f  c)fn-^n  f     . 

Der  alkemeinere  batz  :   Wenn  /,  -f , -^  m  Reihen  von 

^  *      dx  ox'"^  0 y" 

Polynomen  in  .r,  y,  entwickelbar  sind,  welche  gleichmässig' kon- 
vergieren, so  ist  /  selbst  in  eine  solche  Reihe  entwickelbar, 
welche  m  mal  nach  x,  und  n  mal  nach  j/-  gliedweise  ditlerentiiert 
werden  darf,  folgt  unmittelbar  aus  dem  Umstand,  dass  durch 
gliedweise   Integration  jeder   dieser    Reihen   von   o  bis  x   oder 

0  bis  r  wieder  Polynomreihen  entstehen,  da  (  -^ ,   .    ,■  )         usw. 

•^  ^  '         \dxff^'-^  öyf^Jx  =  o 

nach  Voraussetzung  in  solche  entwdckelbar  sind. 


Sei  also  innerliall)  Q 

so  00 

0         0 

dann  wird  die  Reihe,   nach    den  über  !^,   F  gemachten  Vor 
Setzungen,  innerhalb  jedes  inneren  Rechtecks  p  nebst  ihren  Ha 
ableitungen  gleichmässig"  konvergieren,  und  es  lässt  sich  son 
durch  eine  Summe  der  Form 
M     u 


nebst  seinen  Hauptableitungen    beliebig   genau    darstellen, 
in  (3i)  definierten  Gnissen  6fn/i    geniigen  also   allen  Vorauir 
Zungen. 

Die  Anwendung  von  Polynomen   wird    besonders  zweckma 
bei  konvexen  Polygonen.  Hier  kann,  wie  wir  gesehen  haben,  /' 
ebenfalls  ein  Polynom  gesetzt  werden,  und  alle  durch  die  Metl 
verlangten  Quadraturen  kimnen  explizite  ausgeliihrt  werden. 
ein  Rechteck  z.  B.  wird  also  Wm  ^^^  der  Form  anzusetzen  sein 

(33  )        w„^,^  =2  a,,,n  (^  ~  ^YH  ^  ~  ^' )H  y  -  bfif ~  b' S^  x<^^  y\ 

0 

WO  X  =  a^  x  =  a'  ]  y=  b^  y=  U  die  ( deichungen  der  Seiten 
Rechtecks  sind. 

Besteht  die  gegebene  Figur  allgemeiner  aus  vier  Kurvenstiic 
eines  Orthogonalsystems 

/i(.Q?,  y)  =  konst.==  .91,  J\{x,  y)  -  konst.  =  .v^, 

die  den  Werten  s\^  s'.,^  s\^  s'[,  der  Parameter  ,v  entsprechen 
wird  man  die  .9/  als  neue  Variable  einführen,  wodurch  das  voi 
legte  Kurvenrechteck  auf  ein  gewr)hnliches  Rechteck  abgebi 
wird,  und  der  Ansatz  (33)  anwendbar  bleibt,  wenn  man  x  du 
S\  ,  a  durch  .s-'^ ,  a!  durch  /,  usw.  ersetzt.  Allerdings  wird  der  li 
grand  der  potentiellen  Energie  J  seine  Gestalt  ändern  und  < 
allgemeinere  quadratische  Form  A(\r  Dinerentialquotier 
—-^  usw.  werden,  mit  variablen  Koefiizienten.  Dadurch  wird  < 

f)  Cr  ' 


die  Anwendung-  der  Methode  keineswegs  verändert.  Die  Ivoeffi- 
zlenten  der  linearen  Gleichungen,  w^elche  die  unbekannten 
Gr()ssen  cii  bestimmen,  lassen  sicli  in  jedem  numerisch  gegebenen 
Spezialfall  durch  mechanische  Quadratur  beliebig  genau  finden, 
da  sie  von  keinerlei  veränderlichem  Parameter  abhäns^en: 
und  die  eindeutige  Lösbarkeit  der  Gleichungen  wird  nach  wie  vor 
durch  den  Umstand  bedingt,  dass  die  quadratische  Form  definitist. 
Dass  auch  der  Üonvergenzbeweis  sich  in  ähnlicher  Weise  führen 
lässl,  wii^d  man  an  dem  unten  zu  behandelnden  Beispiel  gewöhn- 
licher linearer  DiiTerentialgleichungen  mit  variablen  Koeffizienten 
erkennen. 

liine  praktisch  brauchbare  rj(")sung  partieller  Differentialgleichun- 
gen setzte  bisher  meist  die  Auffindung  gewisser,  in  Faktoren 
zerlegbarer  Elementarlösuogen  voraus,  aus  deren  Summation  all- 
gemeinere gel>ildet  wurden  und  die  nur  in  besonderen  Fällen  exis- 
tieren. Durch  die  Behandlung  des  speziellen  Falles  einer 
viereckigen  Platte  werde  ich  nun  zeigen^  dass  auch^  wenn 
solche  Lösungen  nicht  bekannt  sind^  die  neue  Methode  den 
ivichtigen  Vorteil  bietet^  numerisch  brauchbare  Resultate  zu 
geben. 

§9. 

Wir  wollen  die  in  den  vorigen  Paragraphen  auseinandergesetzte 
Metliode  auf"  eine  rechteckige  Platte  anwenden,  wobei  wir  für  die 
i^i  einen  neuen, von  (33)  verschiedenen  Ansatz  machen.  Wir 
bemerken  zunächst,  dass  die  klassische  Methode,  die  von  einem 
Produkt  X.{x)Y.{y)  auszugehen  hätte,  hier,  wie  man  leicht 
ül)ersieht,  versagt.  Dagegen  führt  die  physikalische  Analogie  von 
selbst  zu  Funktionen,  die  die  Eigenschaften  der  4/  besitzen  :  die 
Betrachtung  eines  an  beiden  Enden  eingeklemmten,  elastischen 
Stabes,  gewissermassen  das  Aualogon  zum  vorgelegten  Problem 
in  einer  Dimension,  wdrd  uns  die  gewünschten  i/  in  zweck- 
mässiger Form   liefern. 

Sei  u  die  transversale  Verschiebung,   a  die  Länge  des  Stabes; 

dann  ist  fiir  x  =  o  und  x  =  a,  u  =  o,  und  -£^  =  o .     Die    Eigen- 
schwingungen  des  Stabes  genügen  bekanntlich  der  Difierential- 
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gleichung 

ST  =  "^*' 

WOZU    man  noch,  wegen  der  Homogenität  des  Systems,   die  I 
dingung 


w2  dx  =  a 


setzen  kann  :  die  Lösungen  sind  dann  bis  auf  das  Vorzeich 
bestimmt,  und  es  existieren  deren  für  eine  unendliche  Anzahl  v 
Werten  von  A,  nämlich  für  alle  Wurzeln  K/^  der  Gleichung 

(34)  cosKcl)K  =  i,  X„=: -^ 

Die  zugehörigen  Ijösungen  sind,  unter  ^\)  .r,  flj  x  die  hjperb 
Tischen  Sinus  und  Ivosinus  verstanden, 


cos eil (sia  K;i  —  ff^  Kn)  —     siu 9l) 

(3:))    \n{x)^ 


sin  K,i  —  öl)K/i 

Die  Wurzeln  von  (34)  sind  wenig  verschieden  von  ( //  H--) 

/?  =  I,  ä ,  3, ...,  und  zwar  um  so  weniger,  je  grösser  n  ist.  Sie  sii 
von  Lord  Rayleigh  (')  berechnet  worden  : 

Ki=   -— -■  -1-0,01765=    4)7'^o<^j  K2  =   -^7-   -- 0,000  78  =  7,8532t, 

K3  =   -^  -h  0,000  o3=  10,9956,  K4  =    — -   =  i,'i,i37*^,, 

, .  I  I  TC  ^  .^  1 3  TU 

Kg  =  =  17,2787,  Kß=  -- —  =  '20,4'^.oi,        u.  8.  W. 

Man  hat 

Die  Lösung  ^1  verschwindet  nicht  zwischen  o  und  a;  ^^  besit 
einen  Knoten,  usw. 


Ebenso  wie  die  L(")snngeiides  Systems -r-:;  ^X;/,  ^/ (o)  =:  ;^.  (a)  =  o , 

nämlich  sin  und  cos,  zu  Entwickelungen  nach  trig'onometrisclien 
Reihen  führen,  ist  auch  jede  willkürh'che  Funktion /"(.r)  zwischen 
0  und  a  wenigstens  formal  nach  der  Formel 

(36)  /(a?)  =  a,  ^i(.r)  -+-  ao^.-f-  ^^u^a-H. .  . 

entwickelbar;  durch  Multiplikation  mit  q,i  (.r)  und  Integration 
von  0  bis  a  findet  man 


(37) 


Die  Konvergenz  von  ('>())  liisst  sich  für  die  hier  in  Betracht 
kommenden  Fälle  leichterweisen.  Es  geniige  die  Funktion/' (\x") 
folgenden  i3edingiingen  : 

i''.  Sie  ist  endlicli  und  stetig-,  nel)st  ihren  Ableitungen  erster, 
zweiter  und  dritter  Ordnuni;-  von  o  bis  a:  die  Ableituni»-  vierter 
Ordnung  blei])t  endlich  und  besitzt  nur  eine  endliche  Anzahl  von 
Maxima  ni\(\  Minima. 

\)J\  Für  X  =  o  und  x  =  a  verschwinden  /  und  -/— 

Dann  ist  die  Reihe  (36)  absolut  und  gleicliniässig  korwer- 
gent  und,  kann  wenigstens  Z  mal  gliediveise  diffcrentliert 
werden^  ohne  dass  die  Konvergenz  aufhört^  eine  absolute  und 
gleichniässige  zu  sein. 

Durch  partielle  Integration  findet  man  näudich 


(38) 


^'^  r%d%,  j 

^ULif^IL^Ü'^LllL        ^-/^/^^        d\fy 
Ki  V    dx^        dx  "dx'^  "^  dx-'   dx        dx-'  ^'\ 


dx. 


Da  /,  -^,  ^/^,  — ~  an  den  Endpunkten  verschwinden,  so  verschwin- 
det die  Klammer.  Nach,  dem  zweiten  Mittelwertsatz  aber,   wenn 
den  Werten  x  =i  rj^^^  a^.,^  . . .  ^  a^;    die  Maxima  und  Minima  von  ^-^ 
R.  i5 
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entspreclien,  gilt 

(o;^a/<a;-<a/+i;ia 

und   entsprechende   Formeln  gelten    für 
...  a^...  a. 

Nach  (35)  aber  ist 


dx 


WO  A  eine  bestimmte,  von  /i,  a/,  a^  unabi 
falls  L  der  i^rösste  Wert  von  ~t  ini  Inter\ 


IX 


< 


imd 


a.j  I 


somit,  unter  ß  eine  bestimmte  Zaiil  versta 


K;>' 


Nun  ist  aber  K/^  =z  (/?.  -f-  ^)  t:  H-  s,^ ,  wo  z,i  i 
giert;  die  Reihe  (36)  konvergiert  somit  \vi 

also  sehr  rasch.    Die  Abieilaugen,  nach  i 
gieren  langsamer :  die  erste  wie  ^-n;:?  di 

dritte  wie  2j"~2^   '^'^^   auch    hier   noch  is 
absolute  und  gleichmässige,  womit  der  Sat: 


XV.  ~  NEUE    MF/niODE    ZUR    LOSUNG   GKWISSEll   VARIVTIONSPUOBLHMK.      '. 

cP  j" 


£>iciclies    erelte    von  ihren    Haup table iLuniien    und    von    ,    ,    ,    .,, 
J  JL_.y  und  zwar  innerhalb  und  auf  dem  Rande  eines  RechtecksR, 


dessen  Seiten   x  =  o,  x  =^  a;  y  =:  o,  y  =  b  seien  ;    ferner    seien 

/*  und—?  somit -r^  7  — ^j  auf  dem  Rande  i>leicli  Null.   Die  Funk- 

•^  ö  n  ()  X    i)  y  ^ 

tion  /  ist  dann   in   die    absolut   und   gleich  massig"    konvergenU^ 
Reihe 

(•H))  f  =-^'^^^^mnUi{^)'^a{y) 

1       1 

entvvickelbar,     und    man    erhält    ihre    Ifauptablcitungen     durch 
gliedweise  Differentiation  dieser  Reihe.  Die  Funktionen  ^m  sind 
wie  oben  dnrcli  (35)    definiert,   und  die   r,,/   erhält   man   hieraus 
durch  Vertauscliung  von  x  mit  y,  a  mit  h^  in  mit  n. 
Man  findet  zunächst 

U 

woraus  wieder  durch  partielle  Integration 

^m^iiJ^       ^\     dx'^         öx    dx'         <)x-    dx  J  ,r:=.o    dy-' 
K;'nK;^J^      '""^  dx\Ox-^  dy^       öai^Oy  dy'^        cix-^()y'^   dy/yo 


0 


Ox'^()y''^'"/Q   dy 


dy 


a:^b^      r"  (     d\f     ,         \^^   , 

u 
Aus/(^,o)^o  folgt        }y — =^^o,    und     weitere     ähnliche 


'       1  ' 

'u4  ' 


) ; 


'll 


1     •'     !  !> 
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entsprechen,  gilt 


(o^a/<aJ-<  :i/^ii 


und  entsprechende   Formeln   gelten    fCi 


...  an..,  a. 


Nach  (35)  aber  ist 


_A 


wo  A  eine  bestimmte,  von  /i,  a/,  a^-  una 
falls  L  der  grösste  Wert  von  ^  Im  Inte 


IX 


und 


< 


somit,  unter  B  eine  bestimmte  Zahl  vors 


Kl 


Nun  ist  aber  K/^  =  (^2+^)7:  +  z^  ,  wo  z^ 
giert;  die  Reihe  (36)  konvei^gierL  somll  > 

also  sehr  rasch.    Die  Ableilungen,   nacl 
gieren  langsamer :  die  erste  wie  ^  — ? 

dritte  wie  ^j^^  ^^^^  auch    liier  noch 
absolute  und  gleichmässige,  womit  der  S 


XV.  —  NEUE   METHODE   ZUR    lAsUNG   GKWISSEU    VAIUATIONSPROBLEME.       >.'>. 


£>leiches    ^elte    von  ihren    Hauptableluin^en    und    von  ■■■    ^^'  -^ — 

^  -r-Ar^-T'  ^"^^  zwar  innerhalb  und  auf  dem  Rande  einesRechtecksP 

\l  dessen  Seiten  x  =  o,  .r  =  a;  y  =  o,  r  =  Z?  seien;    ferner    seie 

/'  und  ^~f-->  somit  -^  .  -™-j  auf  dem  Rande  gleich  Null.  Die  Fiinl> 

^  ö  Ji  0  X    0  y  ^ 

tion  /  ist  dann   in   die    absolut   und   gieiclimässig-    konveri2;enl 
Reihe 


(■>9) 


f  =y\'y.  ^mji'qm(or)  ria{y) 


1 


entwickelbar,    und    man    erhält    ihre    irauptableitungen    durc 
gliedweise  Differentiation  dieser  Reihe.  Die  Funktionen  q,;^   sin 
wie  oben  durcli   (35)    definiert,   und  die   r,,;   erhält    man    liierai 
durch  Vertauschung  von  x  mit  7,  a  mit  />,  in  mit  /^. 
Man  findet  zunächst 

K 

woraus  wieder  durcli  partielle  Integration 


d'f^^    r''     (.d%, 


r]f  d^\. 


riTT  / 


K 


dx 


()x    dx- 
dx 


öx'^   dy''^        öx'^  <)y    dy- 


^'''d^'fln 
d\f     dr^ 


Ox''U)y-    dy 


% 


^m'f]n 


dx 


■Wiif.J  Jö^;W^''''''''''''''' 


Allsf(x^o)=o  folgt     -yj^^^^^^o,    und     weitere     ähnlic! 


2'lS 


OEUVRES  DE   WALTHE 


Unter  sehr  allgemeine a  Umständei 

.     .         1        r^  endl.  Zahl    .      , 

wieder   der   rorm — -7 — p — :  insbeson 

d^  f  .  ,        f)'0   f  11-     1      7   I     • 

- — —; — r  stetig'  und  •- — „       ,  endlicii  bJei 

partielle  Integration  leicht  einsielit.  D 
auch  die  gliedweise  genommenen  H 
al)Solut  und  gleichmässig  konvergier* 
Funktionen  ^m'^m  =  ^l  (^'1  x)  ^^l^  d^ 
<>'angen.  genüge Ji  (die  Funktion  ^  i' 
für /"gestellten  Bedingungen  ohne  Eir 
der  früher  gegebenen  Beweise  uaterwo 


,','«•,4!,, 

■■n\ 

§  11- 


Wir  haben  also  einfach  einen  Ausdr 


tt'MN=2^  '^^m/i^mC^ 


ff 


^1 


•  .;  '^ 


in  das  Integral  J  (§  1)  einzusetzen  und 

Diese  Funktion  zweiten  Grades  der 
Minimum  zu  machen.  Es  ist  also 

öxter 
Es  ist 


> 


XV.  -—  NEUE   METHODE   ZUR  LÖSUNG  GEWISSER  VARIATIONSPROBLEME.      '22€} 

SO  gilt,  wenn  man  die  Gleichung 

dx^    "    a'-  ^"' 
benicksichtigt,  and  partiell  integriert,  für  m  ^^  n 

^ m n=  <ynm=   "jT^ tt^  ( ? "'n ^ ;t  —  q m ^ a ) o • 


(4'2) 


Sei 


I  (ai=  0,982  5o;  a2=  1,000  78;  a3=  0,99997;  a4=:  1,00000,  . .  .), 

1  so  wird 


^«i      **-/i 


Für  m  >  2  und  /i  >  2  ist  auf  jö^Tfö  genau 

/^T.  (m  -+.  ~\    (n  -+■  i  j   (m—  n)  [(— i )'"-+-'' -s- i] 


Endlicli  ist 

( 44 )  ^mm  =  ri  I     ^J/i  $,«  <:/.r  =  —  cf.li K2,  -i-  *>.  K;„  a„i 

♦7/1 


(c7ii=  i2,3o2,  cj22=4ß,o52,  cr3;}=  98,904) 


und  für  gr(jssere  m 


(m-h-j    7:2  -f-  (am  -4-  i  )7:. 


Es  ist  offenbar  G,„n  nur  dann  von  Null  versclneden,  wenn  m,  / 
beide  ungerade  oder  beide  gerade  sind.  Die  Gleichungen  (/\i 
hissen  sich  somit  sclireiben 


M       N 


•?,dO 
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Der  Index  ^  an  den  S  zeigt  an,  dass  man 
Summe  wegzulassen  hat. 

Durcli  AufJösimg  dieses  Gleicliim 
Werte  von  M,  N  erhält  man  immer  be« 
iV;^i^r,Nj  •••  ^i^die  gesuchte  Funktion  (v.  i 
hestimraten  Gliedes,  Cp7|,y  z.  B.,  wird 
Werte  cipcn  «p.; :  ^'pg^  •  •  •  7  ^^i^^erlialte 
dass  mit  wachsendem  s  diese  Grössen  g 
in  fler  Entwlckelung  der  Funktion  ^v 


i  .i<> ) 


konvergieren-,  letztere  Reihe  aber  ist,  i 
zen  über  w^  und  nach  den  Ent\vickelung( 
absolut  und  gleichmiissig  konvergen 
genommenen  Diirerentialquotienten  ei 
wenigstens.  Sei  nun 

1        1 

so  hlelbt,  welches  auch  x  und  j'  sei,  a 
vorgegebene  Gnisse  s,  sobald  M,  N  gei 
da  ja  lim  (p  yi^  =  tr.  Es  ist  dabei 


un~-A,n.==^J    J^^M 


Da  aber  5,//,  r,,^  nach  (.')5)  kleiner  als  I: 
bare  Zahlen  bleiben,  so  folgt 

I  <'^  m  n.  —  A  tu  n  |  < 

wo  A  eine  feste  Zahl  Ist,  die  von  IM,  IS 

die  Konvergenz  der  <7.,;';^^  0^0^'^^  ^^/^^/'  '^^^ 

Es  ist  aber  wichtig,  auf  denv\esentlicl 
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\\  esentlicb  verschieden.  In  analoi;er  Weise  ist  bekannt,  dass  die 
1^'ourier-Reilien  im  allgemeinen  nicht  gliedweise  differentiierL 
NN  erden  diirfen.  Bildet  man  aber  aus  ihnen  sukzessive  Approxi- 
mationen Sj,  So ,  . . . ,  indem  man  das  Mittel  S,;  der  Summen  der  n 
ersten  Glieder  berechnet,  so  enlstehlelne  Reihe  trigonomeLrischer 
Summen,  die  den  iVyi^  analog'  sind,  und  es  ist  von  Herrn  Fejer  (^) 
gezeigt  worden,  dass  dieselhen  gegen  die  gleiche  Grenze  konver- 
gieren, aber  eine  gliedweise  DilTcrenliation  gestatten.  Es  ist  dies 
ein  Umstand,  der  für  die  [)raktische  Braucbharkeit  unserer  Reihen 
von  Wichtigkeit  sein  kann,  insbesondere  wenn  nach  Fourler- 
Reihen  entNNickelt  whxl.  Die  Bedingungen  des  §  7  insi)esondcre 
sind  dalier  als  hinreichend,  nicht  aher  als  notwendig-  anzusehen. 
Setzt  man  den  Ursprung-  des  Koordinatensystems  in  den  Mittel- 
punkt des  Rechtecks,  die  Achsen  parallel  zu  den  Seiten,  so  erkennt 
man  leicht,  dass  q,,,  eine  gerade  Funktion  von  x  ANird,  \Nenn  m 
ungerade;  eine  ungerade,  Nvenu  ni  gerade.  Ebenso  für  r,,^  (j^). 
Wenn  also  f  {oc,y)  in  x  oder  r  gerade  oder  ungerade  ist,  so 
kommen  natürlich  in  Wyi  nur  die  entsprechenden  q  oder  r^  vor;  die 
i i  1 ) r i ge n  a „i n  sin d  gl e ich  iN u  1 1 . 


Wir  führen  die  numerische  Rechnung  durch  für  den  l^'all  einer 
viereckigen  Platte,  deren  Seilen  glelcli  (/.  sind  und  auf  \NeIclie  ein 
g-Ielciiförmigcr  Drn(dv  NNirkt.   I^^s  ist  dann 


./vij,  --yij.v  ™ 


i(W.v/-a(j//v 


ivaKv 


für  ungerade  u. ,  v;  für  gej-adc;  p. ,  v  ist /jj,v  =  o. 

Es  ist  also  auch  a,uf,  =  et,,,),,  wir  ktinnen  die  Gleichungen  (45) 
dadurch  vereinfachen,  chiss  wir  dies  berücksichligen,  tj.^v  setzen 
und  die  übrigen  (jdeichungcn  (|;.  >v")  weglassen.  Da  /  gerade  ist, 

k..i         ...,.^ ^ I, I .".^l.,,*      Li  "......  \\T:..       o,-vI,.«« 
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Sei  zunäclist  M  =  N  =  f ,  so  ergibt  sich  aus  (4^^)^  welche 
auf  eine  Gleichung  mit  der  Unbekannten  a^  reduziert, 

(47)  7  c<^i(^,r)=- 0,6600  ,^(^)r,i(j). 

Ist  ferner  M  =  N  =  •.>. ,  so  hat  man  das  System  zu  h')Son 

/  4 3 1  , 5  —      65 1  , 8  «1 1  -—    2?n) ,  ?.  ^^1  :j  •+-  94  , 7  '^:i3 1 
/  1 88 ,  :>  —  —  I  1 9 , 6 ^^1 1  -f-  8867  <r7i 3     —  ()() i  ^/.-js, 
/    8:>. ,  7  =         94  , C) <'ii  1  —  i9'>-">.  <^r.j     -r-  '^4  ^90 a-^^. 

Statt  dieses  System  durch  Determinanten  zu  h)sen,  beriK 
[igen  wir  den  wichtigen  Umstand,  dass  die  Koeffizienten  de 
gonalglieder  bedeutend  grösser  sind  als  die  der  andern,  ui 
wir  in  erster  Approximation  schon  a^ ,  =  o  ,  6620  /  gefunden 
Wir  setzen  daher  zunächst 

und  berechnen  die  neu  hinzugekommenen  Grössen  a  ^ 
unter  alleiniger  Berücksichtigung  der  Diagoncdgliec 
den  rechten  Seiten  der  zwei  letzten  Gleichungen  (^).  Es  € 
sich  die  Werte 

<7.i3  ==  O,0309. /,  «•};)  =  0,0008/. 

Die  so  gewonnenen  Zahlen  betrachten  Avir  als  erste  A 
rungen,  setzen  also 

^n  =  o,66'>,o/ H- .r/,  <^  13  =  0,0002/ -i-j'Z,         a^it  ==  0,0008/ - 

schaffen  die  bekannten  Grössen  auf  die  linke  Seite  der  Gleic 
und  berechnen  wieder  die  Korrektionen  .^,  r,  z  unter  al 
Berücksichtigung  der  Diagonalglieder.  Es  ist 

.2?  =  0,01 10,        jK  =  0,0001,        ^  —  0,00*^3 

und  endlich,  durch  erneute  Wiederholung  des  V^erfahrens  * 
sich 

x' =  —  o,ooo3,        jK'  =  -i- 0,0004,         -c'=  0,0000, 


also 

«ii  :=  0,6727/^,  ai3  =  o,o3o7^,  rt33  =  OjOo3l/, 

(,^8)  ^-  <^2=  0, 670-^1  r^i -4-0,0307 (^r03-h  ^3 'r|i)M-o, oo3 1^3 '03- 

Der  Vorzug  dieser  Lr)Siingsmetliocle  besteht  darin,  dass  stets  nur 
mit  seln^  kleinen  Zahlen  operiert  wird,  so  dass,  ausser  für  die 
Berechnung  von  (r,  ,  der  Rechenschieher  angewandt  werden  kann 
und  ausserdem  nur  wesenlh'ch  einfacliere  Operationen  durch- 
zuführen sind.  Eine  direkte  Ijfjsuni;-  durch.  Determinanten  würde 
5  stellige  Logaritlimentafeln  erfordern. 

Bei  h()heren  Approximationen  ist  dieser  Umstand  noch  sehr 
viel  fühll)arer;  eine  direkte  Lösung  wäre  hier  unglelclx  zeltrau- 
bender. Sei  M  =  N  =  o  ,  so  hat  man  (3  Gleichungen  : 

//ioijS—      6'M,Saii —    '->-39,'i(^/'i3 -r-         dl^T^hd —       iHRr/uj-f-        i ^S an;-, -i-  58< 

/i88,;3== — I  i9,()(r/'nH- Ö<^()7      ^^i:] —        <)^l      <'h-i —       'i-Muci-^ —        1 15  «^^-j;; -4-  lS(w 

/     8-2,7=:  C)4,GrtH--   I9'2'.>.        a^^-h  9.1^0        ^-33-^-  474«i:;—      .i  S'>,Orr35H-  5()'A< 

/  r 20 , o  =  —   1)3  , 8  <'/!  1  —    '.:>?,()     a  j 3  -+■       'j. ;> 7     a-^ 3  -h  4  8  1 00  a  1  •;  —    ■>.  370  a-^i 5  —      ?.  o  1  ">  < 

/     Ü'l^'j  ~  74v>'^''il ■'>I^        <''i:j   —      2  4l<^>        ''^33  S>.  370<'^i;;  -f-  7<S  ()0O<'/'3^  ~         ()4'AO< 

/   33,5=        58      ^fii-i-    372      <'«i3 -h       :h)2      ^^33 —    4  <>*><> ''<''i;; —  12  8.io<'/'..i;i -i-  imS  5()0/ 
Wir  betrachten  wieder  die  oben  für  M  =  2  gewonnenen  Werte 


vona,i,  a,;j,  <23:^    als  erste  Approximationen  und  bereclmen  aus 

den  Di 

werte 


den  Diagonalgliedern  der  drei  letzten  Gleichungen  die  Nälierungs 


c^jrj  =  o,üo3(),         c/a;;  =  o,ooo3,         «55  =  — 0,0001. 
Die  erste  Korrektion  schon  gibt  die  richtigen  Werte,  und  damit 


I 


(49)     j^^ii.^:  y)  ==       o, 6740^1 -r]!  -+-o,o3o8($irj3-|-^3r;i}  -f-  o,oo3-2^3'/-j3 

-Ho,oo4o(^,7)t;-hi->'0i)H-O,OOo4(^3r^5^-^5r|3)H-  0,0000 ^5 r^-j. 

Die  Konvergenz  de?-  n^:  ist  also  eine  durchaus  befriedigende, 
ivie  aus  dem  Vergleich  von  (47)^  (48),  (49)  hervorgellt, 

Oflenbar  ist  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  die  f^^^  mit 
wachsenden  [jl,  v  abnehnum,  für  die  Konvergenz  des  Verfahrens 
im  grossen  ganzen  massgebend.  Da  die /*[j.v  ini  wesenLlicIien  die 
Koeffizienten  der  Enl:\\ickelung  von/*(.r,  y)  nach  den  Cm  'f\n  sind, 
so  lässt  sicli  ohne  Scliwierlgkeit  zeigen,  dass  für  grosse  [x,v  in 
unserem  Falle  (/==:  konst)  der  Ausdruck  jj.  v  /jj,v  uiit  wachsenden 
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a,v  endlich  bleibl.   Ist  aber /=  o   am    Rande,    so   bleibt  i 

u.-v-/p    endlich,  und  wenn  aucli    nocii   ^'  j-  am  Kancle 

schwinden,  so  ist  nach  §  JO  sogar  jj/' v'^^v  endlicli :  wirktderD 
vorzugsweise  auf  die  Mitte  der  Platte,  so  wird  eine  wesen 
raschere  Ivonvergenz  die  Folge  sein.  Das  gewäldtc  Beispiel  i 
also  keinen  besonders  günstigen  Fall  dar.  Unstetigkeiten  v 
dagegen  sind  für  die  numerische  Reclmang  weniger  günstig. 

Der  Umstand,  dass  die  Koeffizienten  der  DiagonalgH 
erheblich  gnisser  sind  als  die  der  andern  Glieder  derGleicIiin 
(45),  liegt  daran,  dass  die  benutzten  i,,,/z  =  ?w '^i//i  denen  ja 
sogenannte  Orlhoi>'onalilüfseio'ensc/iafl  zukommt 


/      \  ^mn'^-^m'n' f^^  dy  —  O^  Weilll  llicllL 


diese  Eigenschaft  auch  noch  angenähert  besitzen,  wenn  man 
ihnen  die  unter  dem  Integralzeichen  in  J  vorkommende  Open 
A  vornimmt.  Sind  die  transversalen  lugcnschwingungen  cp/  (,:j 
einer  am  Rande  festgeklemmten  Platte  von  der  betrachl 
Gestalt  bekannt  (was  beim  Rechteck  und  Viereck  nicht  der 
ist),  und  setzt  man  cp/n=:  i/,  so  gilt 

/    /  ^^m  A'l^,^  dx  dy  =  I    I  AA6,,;  ^^  clv  dy  =  A„i  j     f  ^m  '\'n  d.r  d) 

f i  1 1'         ni  -/--  n , 

so  dass  die  Koeffizienten  a.pq  der  allgemeinen  Gleicdmngen 
verschwinden,  sobald  p  :^  q  ist.  Die  linken  Seiten  des  ( 
chungssjstems  (ii),  welches  die  ai  bestimmt,  reduzieren 
dann  streng- auf  ihre  Diagonalgliedei*,  und  man  erhält  sonii 
Spezialfall,  unserer  Methode  die  bekannten  Enl^vlekeUn 
nach  Elgenscluvingungen^  welche  als  Verallgemeinerungei 
Fourier-Reihen  zu  betrachten  sind. 

Man  wird  eine  solche  angenäherte  Orthogonalitätseigenscht 
manchen    Fällen  durch  geeignete   Wahl    der    i/    besonder; 
grössere  /  unschwer  herstellen  kchmen,   wobei   dann    nach 
angegebenen    Rechnungsschema     zu     verfahren     ist,     und 
Genauigkeit  leicht  sehr  weit  getrieben  werden  kann. 


Die  Potentialgleichung.  —  Das  DirichLelsche  Prinzip, 

§  13. 

Wir  gehen  dazu  (iber,  die  rVn\\endl)arkeil  der  neuen  ^Methode 
auf  das  bekannte  Dirleldetsche  Problem  zu  ])rüfen :  gesuehl 
wird  eine  Funküon  /^(./^r),  welebe  nebst  Ihren  .AI)]clLungen 
erster  Ordn LI no-  innerhalb  eines  bestimmten  Gebiets  llendb'ch  und 

o 

stetig  ist,  in  R  der  Gleichung 

genügt,  und  auf  dem  Rande  \j  von  Rgegel)ene  Werte  annimmt. 

Die  für  die  physikaliscdien  Anwendungen  durchaus  unwesent- 
lichen Einschränkungen,  denen  wir  die  Gestalt  von  R  und  die 
Randwerte  unterwerfen,  sind  : 

I*'.   Wie  in  v>  6  soll  die  Gleichung  dei^  Randkurvc  auf  die  l^'orm 

F(.r,  y)  ==  o 

gebracht  werden  kchmen,  wobei  F  im  lunern  nicht  verschwinde l 
und  nebst  seinen  Hauptabieltungen  in  R  und  auf  L  endli(di  und 
stetig  ist.  Unter  llauptahleiLiingen  verstehen  wir  jetzt  die  Ablei- 
tungen 

für  ni  =  0,  1,2;  //  =0,  I,  '->.. 


öx"t  öy'^ 


h]s  soll  auf  dejn  Rande  nicht  identisch  — -  =:-- —  =  0  sein. 

Ox        ()y 

Die  Randwerte  denken  wir  nns  durch  die  Werte,  die  eine 
Funktion  (^)  (^,  y)  auf  L  annimmt,  gegel}en,  und  setzen  voraus, 
dass  Q  nebst  seinen  Vbleitungen  ersler  Ordnung  In  R  endlich 
und  stetig  bleibe,  und  dass  A  (^)  endlich  sei.  Ist  diesen  Redln- 
gungen  genügt,  so  ergibt  sich  die  L()sung  des  Prol)lems  in  ganz 
ähnlicher  Weise  w  ie  iui  zuerst  behandelten  Beispiel  der  Platte. 

Sei 

u  —  Q  zzz  (r,         so  folgt         Atr  -f-  AO  =  o. 

Die  Funktion  iv  ist  im  Innern  nebst  ihren  \l)]eltungen  erslei* 
Ordnung  endlich  und  stetig;  sie  verschwindet  auf  L  und  genügl 


im  Bereich  R  der  Gleicluing- 

(5i)  A(r  =/(^':  JK), 

\vo/=  —  A  Q  eine  gegebene,  endliclie  Funktion  bedeutet. 
Das  Dirichletsche  Integral 


'-ffm-m>^ 


w 

dessen  Minimuniswert  unter  den  besprochenen  Bedini^ungen 
gesuchten  Funktion  u  entspricht,  wird  nun 

Durch    partielle  Integration  erlialten   die  Doppelprodukte 
Form  —  2(V'AQ  oder    — 2  try*;    das   Integral  der  in   (^  qua 
tischen   Glieder  ist  eine  gegebene,    belanglose   Konstante; 
erhält  also 


(5.0 


^-ff[{^y-i!-^y-^^^A^^y)\ä^-^^^^^^ 


und  zugleich  den  Satz,  dass  dieses  Integral  eine  untere  Gr( 
besitzt. 

Wir  ])ilden  nun,  etwa  nach,  den  Vorschriften  der  §§  7  un 
eine  unendliche  Reilie  von  Funktionen  'hi  (x^y)^  welche  genau  1 
selben  Bedingungen  genügen,  wie  sie  in  §  2  für  das  erste  Prol 

gestellt  wurden,  wobei  nur  die  Bedingung  -—-  =  0  wegfällt, 

auf  die  neue  Definition  der   ((Hauptableitungen))    zu  achten 
Dann  bilden  wir  wieder 

und  fordern,  dass  die  quadratisclie  Funktion  der  cii 

ein  Minimum  w^erde,  so  dass  für  die  ai  die  linearen  Gleichui 
resultieren 

(53)  - —  =0,  - —  =0,  ...,  - —  =0, 


welche  aus   denselben  Gründen   wie    die    entsprechenden  Glei- 

chani^en  (i  i )  stets  in  eindeutiger  Weise  losbar  sind.  Diese  Glel- 

changen  lassen  sich,  anter  Einführung  der    willkürlichen  Kon- 
stanten A|,  Ao,  ...,  Am  nnd  der  Funktion 


(54) 


X„n  =  Aid^i  H-  Aotl;^- 


wiederiim,  wie  in  (  \:i)  und  (i3),  zusauimenfassen  in  die  eine,  l'üi- 
behellige  A/  gültige  Gleichung 


-ff 


dx 


dx 


_1_  , 


()y     Oy 


--f'.,n)dS 


oder 

(55) 


„.//<, 


-fU)dS. 


Die  Minima  J^^'^\  Ji*'',  ...  bilden  wieder  eine  stets  abnehmende, 
oder  th)ch  nie  zunehmende  Reihe  von  Zahlen^  die  gegen  eine 
luitere  Grenze  i^^^  kom^ergieren^  und  wie  auf  Seite  204,  Gleichung 
(1(3)  und  (17)7  lässt  sich  unter  geeigneter  Spezialisierung-  von 
(55),  (diese  Gleichung  für  m  und  für  in -\- n  geschrieben)  die 
J^^y/  auf  die  Form  bringen 


DilFerenz  y,l\,^ 


(5()) 


_ J(0) . 


J  J  IL        ^^'        J      l        <^y        J  i 


Aus  der  Konvergenz  der  JJJJ^  folgt,  dass  dieses  Integral  für 
m  >  M  bei  l)eliebigem  n  kleiner  als  eine  gegebene  Gr()sse  r\ 
geiuacht  werden  kann,  wenn  nur  M  geeignet  gewäblt  w  ird.  Aber  aus 

folgt,  wenn  man  die  Gebiete  D,  D'  sondert,  wo  U-^  S  i ,  und  die- 


jenigen, w< 


öo 
öx 


>  I  ist, 


f/lsk=<X/''^-//(S)"-<=-. 

so  folgt  für  jedes 


wo  S  die  Oherlläche  von  R  ist.  Da  ~~-^<  --^ 

dx    ~ I  dx 

Teilgebiet  von  R 


// 


dx 


r/S<i  +  S, 
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und  die  Anwendung  auf  (56)  erg'lbt 
\  J    J  Ox 


f.f 


<^y 


'ds 


<(S- 
<(S- 


Daraus  lässt  sich  zwar  niclit  die   Konvergenz  von   iv^n  sei 
aber  docli  die  Konvergenz  der  einfachen  Integrale 

/  tP/;i  dj',  /  iv,j,  dx 

genommen  längs  Parallelen  zu  den  Achsen,  wobei  der  Inte 
tionsweg  im  Innern  liegt,  erschliessen.  Und  zwar  ist  diese  Kou 
genz  eine  gleicJunüssige,  Denn  setzen  wir  ausserhalb  R 
zunächst  nur  im  Innern  von  R  definierten  Funktionen  •}/, 
gleich.  Null,  wobei,  da  sie  am  Rande  verschwinden,  ihre  Stetig 
gewahrt  wird,  und  legen  wir  die  ivoordinatenachsen  ausserhall 
so  kcinnen  wir  die  eben  gefundenen  Ungleichungen  auf 
Rechteck  x  =  o,  .x*  =  ^;  j/  =  o,  r  -=  y  anwenden,  wo  (^,  y] 
nerhalb  R  liegt;  da  aber 

und  {Vi  (o,  y)  ^  o  ist,  so  folgt 


f 


mithin 


■dy-C 


Die  Integrale 


dy 


(Sh-i)A,. 


,  dx 


konvergieren     also    innerhalb    R    und  auf    L    gleichmä 
gegen  stetige  Grenzfunktionen, 

Bildet   man  ein    Bereich  aus   einem   kleinen   Rurvenstücl 


XV.  -  NEUE  metiiodl:  zur  Lösung  gkwisseu  vauiatioxsproijlemk.     9.39 
so  ergibt  die  Anwenduno-  der  Ungieicliimgen  auf  dies  Bereicli 

J^   I  ^'''n~,n-W,,  I  CoMjiX)  ds  ~-   f\  (P,,,.,,,  -  (r,,,  |  ./j-  <  (  S  -r- 1  )  y/^. 

Es  ist  /?.  die  Normale  zu  /;  die  ja  v^illkürlicllen  Richtungen  der 
Achsen  und  die  Lange  von  /  seien  so  gewählt,  dass  cos /^^  positiv 
hieihl.  Mithin 

/   ^"('m-^n  COS nx  ds  —       iVni  COS  nx  ds    <  2  ('  $  -h  i)  v/t^, 

,i\.  h.  es  konvergieren  auch  die  Integrale 

/  w,„  cos(/i.r)  ds,  f  w,„  cos{?iy)  ds 

oder,  wie  man  leicht  einsieht 

/    i^m  äs, 

§  14. 

Der    Iknveis    der   Existenz  der  gesuchten  Funktion  iv  gestallet 
sich  ganz  wie  früher. 
Man  selze 

U,;.=  (ff     f    ^Vn,dxUly\ 
J()      Jq      Jq      Jq 

F(.r,K)=r      f      r    f^fdx^^d.y\  HmU,,=  U, 

*-Ü         '-^0         »'0         »-'^0  ///— 00 

wobei  wieder  die  Aclisen  ausserhalb  R  liegen,  und  Wm  =  o,/'=  o 
ausserhalb  R  zu  setzen  ist.  Die  Gleichung  (55)  liisst  sich  durch 
[>artielle  Integration  auf  die  Form  bringen 

0  =/*/(  ^U «,  +  F ,  ^jj^  dx  dy  +J W  ds, 

wo  ^F  sowohl  wie  A  ü;,^  nur  solche  Ableitungen  von  U^  enthalten, 
von  welchen  wir  wissen,  dass  sie  für  m  =  cc  konvergieren.  Ferner 
kommen  darin  noch  die  liauptableitungen  von  tm  vor.  Nach  den 
gemachten  Voraussetzungen  k()nnen  wir  also,  ganz  wie  in  §  4,  zur 
Grenze  m  =  oo  übergehen  und  das  Hilbertsche  Lemma  anwenden. 
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iJann  ist  für  jedes  Rechteck  p  (a, . .  x  ;  ß  .  .  .  {j)  Im  Innern  von  R 

wo  X,  ,  Xo  endliche   stetige   Funktionen   von   x   allein,    Y,  ,   Y 
ebensolche  Funktionen  von  j-  aliein  bedeuten. 
Sei 

SO  folgt 

AV=:F(X,J,'). 

Es  ist  also  V  ein  nebst  seinen  Ableitungen  erster  und  zweite 
Ordnung  endliches  und  stetiges  Integral  dieser  Gleichung.  Darau 
folgt  aber,  wie  in  §  o,  unter  Anwendung  der  bekannte 
Greenschen  Sätze  über  das  logarithmische  Potential,  dass 

\{^,r^)  =  — — -  /     /  log;- F  <:^:r<:(>^-}- analytische  Funktion  von  ^,  r,, 

P 

wobei  die  analytische  Funktion  (ein  Randintegral)  der  Gleichun 

()-  d-^  '        ..         T-     . 

"777 -i-  T-:>  =  0  «enus't.  Jis  ist 

d'^Y  I    r  r 

7H~T~2  ~ — rz   /     /  log^'/^^-^' <:(x -T- ^nalytisclic  Funktion, 

und  diese  Funktion,  die  wir  iv  nennen  wollen,  bleibt  somit  nebi 
ihren  Ableitungen  erster  Ordnung  innerhalb  o  endlich  und  stetiji 
und  genügt  der  Differentialgleichung 

A(p  =  f(x,  y). 
Hierbei  ist 


iv{x,x)  =  \\in   lim     /  w,ji(a;,y)d.v=  lim    lim      /  iv,n(x,v)d} 


Da  diese  Eigenschaften  für  jedes  p  gelten,  gelten  sie  im  ganze 
Innern  von  R. 

Es  ist  noch  zu  zeigen,  dass  (v  auch  die  Randbedingung  w  =  « 
erfüllt.  Wirwissen,  dass 


lim     f 


W/;i  cos(nx)  ds 


für  jedes  kleine  Kurvenstück  /  in  R  existiert,  wobei,  wenn  man  die 
Lage  dieses  starr  gedacliten  Stückes  innerhalb  R. ändert,  (lle  Konver- 
genz eine  gleichmässlge  bleibt,  auch  wenn  /sicli beliebig  dem  Han(h^ 
L  nähert  und  scliliesslich  mit  ihm  koinzidiert.  Daraus  lolgl,  dass 
für  jede  innere  Lage  von  / 


lim 


/  IV, n  c.os(7icc)  ds  =   /  w  c(ys(nx)  äs. 


Nähert  sich  /  an  Jj  und  fällt  mit  einem  Teil  des  Randes  L 
zusammen,  so  konvergiert  die  linke  Seite  gegen  Null,  da  auf  L 
alle  rV/M=  o  sind;  die  Werte,  die  iv  annimmt,  wenn  /  sich  !j  unbe- 
grenzt nähert,  genügen  also  auch,  wxgen  der  Gleichmässigkell  der 
Konvergenz,  der  Bedingung 

/   iv  cos(nx)  ds  =  o, 

und  zwar  für  jedes  beliebige  Stück  der  Ilandkurve,  woraus  (v  =  o 
folgt. 

Die  Funktion  \v  ist  also  die  f^'esuclite  Lnsiing. 

Allerdings  ist  damit  nur  ein  Existetizbewels,  nicht  eine  wirkliche 
Berechnung  von  \v  erreicht.  Aber  es  ist  sclion  früher  bemerkl 
worden,  dass  man  in  den  praktisch  vorkommenden  Fällen 
tatsächlich  kaum  mit  der  Möglichkeit  zu  rechnen  haben  dürfte, 
dass  ein  hitegral  wie  (56)  gegen  Null  konvergiert,  ohne  dass  der  [nte- 
grand  auch  konvergierte.  Dann  aber  existiert  nicht  nur  lim  n^ni  =  tx^, 

Ol  -'■   to 

sondern  auch  noch  lim  -- —  :=  — >  lim  •— —  =  — -  ;  die  erhailenen 

()  X         <)x  ü y  0 y 

Approximationen  dürfen  sogar  gliedweise  dillerentiiert  werden. 
Ob  daher  die  Methode  brauchbar  oder  nicht,  entscheidet  im  ein- 
zelnen Falle  die  numerische  Berechnung  der  Approximationen. 

Man  erkennt  an  diesem  Beispiel  der  Potentialgleichung,  dass 
unsere  Methode,  wie  schon  l)etont,  ausschliesslich  eine  spezielle 
bestimmte  Fassung  des  Dirichletschen  Minimumprinzips  ist,  und 
dass  diese  Spezialisierung  eben  den  Vorteil  eines  Konvergenz- 
bevveises  und  damit  eines  Beweises  des  Dirichletsclien  Prinzips 
mit  sich  bringt. 

Auch  das  analoge  Problem  für  drei  Dimensionen  ist  unserer 
Methode  zugänglich.  Ferner  lässt  sich  die  Aufgabe,  bei  gegebenen 
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Randwerten  von  iv  und  -r—  eine  Lösung"  von  A  A  k^-  =:  o  im  In 

da  ^ 

eines  gegebenen  Gebiets  zu  finden,  in  analoger  Weise  aui 
Problem  der  Gleicluing  A  A  iv  = /'(^,  y),  iv  =  o,  —  r=  o  zui 
führen,  welches  \\  ir  oben  gelöst  haben. 


Lineare  Differentialgleichungen  mit  variablen  Koeffiziei 

§  lö- 

Die  Anvi'endang  der  Methode  ist  natürlich  keinesuegs  c 
einfache  Voraussetzungen  über  das  Integral  J,  welches  ein  ? 
mum  werden  soll,  wie  wir  sie  bisher  betrachtet  haben,  gebur 
Aber  auch  der  Konvergcnzbeweis  lüsst  sich  unschwer  verE 
meinern,  und  es  soll  dies  am  Beispiele  linearer  homogener  D 
rentialgleichungen  mit  einer  Variablen  und  Koeffiziei 
die  gegebene  Funktionen  von  x  sind,  gezeigt  werden. 
Erfüllung  der  Grenzbedingiingen  und  die  Auflindung  der  F 
tionen  iii  vereinfacht  sich  sehr  im  Falle  einer  einzigen  Varia 
Zu  grösserer  Übersichtlichkeit  beschränke  ich  mich  auf  Gleic 
gen  zweiter  Ordnung;  doch  gelten  die  Sätze  ohne  wesentliche  A 
j'ungen  auch  für  höhere  Ordnungen.  Das  Integral .)  lässt  sich 
in  der  Form  schreiben 


(^7) 


Und  wir  fordern,  es  solle  eine  Funktion y  (x)  gefunden  we 
KvelcJie  im  Intervall  ab  nebst  ihrer  Ableitung  y'  endlich 
stetig  bleibe,  für  x^=^a\x-=-b  die  gegebenen  Werte  k.,  B  ann 
und  i  zu  einem  Minimum  maclie.  Es  ist  dies  die  Dirichle 
Randwertaufgabe,  auf  einfache  DilTerentialgleichungen 
tragen. 

Wir  setzen  voraus,  es  seien /^  ,  /o ,  /s  iiii  Gebiet  <:z  b  st 
endliche  Funktionen  von  x]  gleiches  gelte  von  /',  ='-j^  ^^^^ 
/*!,.  Endhch  fordern  wir,  dass  die  quadratisclie  J^'orm 


im  i>anzen Gebiet  ab  definli  sei,  bzw.,  da  es  auf  das  V^orzelchen 
nicht  ankommt,  positU\ 

Dann    existieren   zwei   positive  Grössen   A',    Iv  derart,  dass  für 

a  %  X  y  h 

Sei 
(58)  rix)—^- B -4- jk-\-u\x)^ 

SO  wird  u  (a)=  u  (h)=  o  sein,   und  vermittelst  einer  partiellen 
Integration  erhält  man 

.1  =  /     (  /\  u'-i  H_  2/2  n  u'  -hfii  II-  -r  '->.  F II )  dx  -h  konsi , 
wo 

und    die    additive,  übrigens  ])elangiosc    Ivonstante   nur    von  den 
gegebenen  Grössen  A,  J\ , . . .  abhängt. 

Jede  Funktion  ;/,  die  (hin  vorausgesetzten  Stetigkeits-  und  lland- 
hedingnngen  genügt,  lässt  sich  im  ganzen  Intervall  <7- 6  durch  die 
P'ouriersche  Reihe 

,.    ,                                        /            V         •     irA'x  —  a) 
( .j<) )  a{x  ]  -^  >   <i!  sin  — : 


darstellen;  die  Bedingungen  tt  (^a)  =  u  (b)  =  o  sind  hierbei 
erhÜlt,  und  es  kann  u  (x)  einmal  gliedweise  differentiiert  wer- 
den,  und  falls  u'^  den  Dirichletschen  Bedingungen  genügt,  sogar 
zweimal.  Denn  setzt  nuui  die;  l^'iinktion  f/  für  ^  <;  a  als  gerade 
l^'unktion  fort,  so  i>ilt 


u  (  X  )  ==  7   A  /  cos  — ; 

jLmA  b  —  a 

im  Intervall  a  —  b  <^x  <  ^,  und  die  gliedweise  Integration  dieser 
gieichmässig  konvergenten  lieihe  führt  auf  die  Reihe  (09),  plus 
einer  additiven  Ivonstante,  die  wegen  der  Grenzbedingungen  sieh 
zu  Null  ergibt. 

Ähnlich  iindet  sich,  falls  a^  entwickelbar  ist,  durch  zweimalige 
Integration  die  Reihe  (5())  plus  einer  linearen  Funktion  von  x^ 
die  wieder  wegen  u  (a)  =z  u  (b)  =  o  verschwindet. 
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111  '"'  (  nr  — —  (Xi  I 

Wir  können  also  i^^  =  sin — -^  __  ^  "     setzen,  und  fuhren   ( 

Funklion 

Uj^^  =  <nci  ü^i  -h  a.2 ü; 2  ■+■•♦•  ~^~  ^^ni  ^,m 

an  Stelle  von  u  in  das  Integral  J  ein.  Dieses  wird  wieder  ei 
quadratische  Funktion  J,,^  («i , . . . ,  a-m)  der«/  und  wir  bestiran; 
lelztere  so,  dass  im  ein  Minimum  wird,  d.  \\,  wir  lr)sen  das  Syst 
linearer  Gleichungen 

dai  ""    ""  das  ~~    '  *  *    '  '^^'//i 

Da  der  quadratische  Teil  von  ,1,,/  nach  den  gemachten  Vorai 
Setzungen  nur  dann  verschwindet,  wenn  Un,  identisch  gleich  Ni 
und  somit  a,  =:  «o  =  . .  .  am  =  o,  so  ist  auch  in  diesem  Falle  ^ 
Lösung  eindeutig  bestimmt.  Da  J  nach  seinem  Ausdruck  (f 
nicht  negativ  sein  kann,  so  folgt  wieder  die  Konvergenz  ( 
sukzessiven  Minima  y'^\  ,)!,*'■,  J;j^\. . .  gegen  eine  Grenze.  Man  se 
wiederum 


(60)  v/i=  7,  ^^/sin 


i-{x 


1 
so  fordert  die  Gleichung  im  =  min,  dass  für  beliebige  A/  sei 

(61)      0=  f  ^/^[(/l^4-^-/2^^/;0C'/./^~(/2'4.-^~/a'^7,^)?m-f-■F^;,«] 

•-  a 

und  die  Differenz  j;/|^^,^ —  J^j^^  Uisst  sich,  durcli  geeignete  Spez 
lisierung  dieser  Gleichung  (wie  in  t^  2),  auf  die  Form  bringen 

^'niU—  ^m^  =  —    /       [/l  (  Um+n—  u'm  Y  "+-  '>-J\  (  ^t'mVn  ~~  f'm  ) 

X  (  Uni-^n  —  ihn  )  -+- Aithn  +  a--  K-m.)^]  < 

Wieder  kann  das  Integral  für  genügend  grosse  m  kleiner  als 

gegebene  Grösse  v]  gemacht  werden.  Da  aber  der  Integrand  posi 

und  grösser  (0  als  (;4^,^~?4)^«^lAz^Ö,  somit  auch  als 

J  .{ 


{')  Es  ist 


ist,  t:i\i  ttif  I  !ml«*irlmri.: 

I       I  II  ,.     .,         ii. 


''\ 


/imiiiiiiti . 
u  'r 

UU«1  «'-^  knu^  *•!  ;;irl  rii  für  III  4    ,  |\.,  IIH«!  I*,,.^_  ^t'^^rtl  <  Jt'f'U/.l'uük  tiuliru 


'.r* 


.  A  .  lv„    /' 


Wir    ttll    ,:»"^a'iff"il     Ii4l*r||.     ki-.-.rii    Hirli    ihr    KiH'lfi/irufrU     A^     %tm 

^,,-,  MI  lif^llliillir-it,   'Ij^..  .  Iittl  .,,....,  ,,.   Ilül      ,,  -     »      *    HIH       ,■■  '.;■'■■■  ----  » 

«/  i  ii  I  li  r '  tf.i' 

l'.ltlH     T    rill«^     rtiliMliiti    I-:.!.    ifir    lirlr-tl     ^- *    III    #1   lUt«!   /^    \  i'r**t'llV^  Ili«lf*f  ■» 

ii  i 

Uli  Iitlri  \  ill  » f  /•  ii«h,l  ilitrii  \ltirilHti/,iii  i*|-*»t«'i  nud  xwvilvr 
ni»!iiiiii*  "UU  Hill  ^ii'liiili,  Uli. I  Uli  ii|*ii;,ru  lutiktjrlit'lt  int,  Urs 
ilifHi  f    f  Jr  4iu,:{inii.*   »1«  i  k  mit   ift.iii   jIo»  /itj    Gri'ii/t'  iilH'r«4*'ln'il ; 

<klH  I  ilir»!  III  ^>      k*.||i  f  I  .;i«'i  f     ■*\'f'U   \iill,  «' »  !il»nl»l 


.1^ 


flir   j<-«!r^^     .'        \ul     ^iir    r,     llifr     J.tl     l.l«-4     -.l»li    llUli    tl.tH      HftlHnlsrlH 
I.rilllllj  .in  ^»  llffrij    nud  t  1   .tili 


i,     '■   I' 


wo  c,,  Co  Konstanten  sind.  Es  ist  also 

"  =  — 7^' 

und  da  die  Ableitung  der  rechten    Seite  existiert  und  stetig 


endlich  ist,  i^ilt  Gleiches  von  -7- 

^  (107 


du 
dx 
Durch  Diflerentiation  von  (62)  ergibt  sich  aber 

SO  dass  auch  u^  existiert  und  die  GIeichun<i' 

o 

erfüllt  ist,    welche   man    direkt   durch    Variation  von  J  erl 
würde.  Das  Problem  ist  damit  geh) st. 

Für  nicht  homogene  lineare  Gleichungen  bleibt  die  Me 
unverändert,  nur  dass  F(^)  eine  allgemeinere  Form  anni 
Zum  Beweise  der  Konvergenz  ist  es  notw endig,  die  Existenz 
unteren  Grenze  des  zu  variierenden  Integrals  J  zu  zeigen, 
kann  zu  diesem  Ende  die  Existenz  eines  partikulären  Integn 
der  nicht  homogenen  Gleichung,  sei  es  auf  Grund  der  im  Vc 
ausgeführten  I^osung  der  homogenen  Gleichung,  sei  es 
direkt  aus  den  Cauchyschen  Existenzsätzen,  postulieren, 
y=zy<^  -|~  u  setzen;  dann  nimmt  J  eine  Foi'm  an,  aus  welch 
Existenz  einer  tnitei^en  Grenze  ohne  weiteres  folgt.  Es  ist  di 
wesentliclien  die  Methode,  die  wir  in  §  1  angewendet  haben 
der  wirklichen  Lr)sung  des  Problems  wird  man  allerdings 
Transformation  nicht  ausführen,  ebensowenig  wie  man  das  ] 
lierte  partikuläre  Integral  zu  kennen  braucht. 

Die  sciuvingende  Saite. 

§  10. 

Die  Überlegungen  des  vorigen  Paragraphen  lassen  sich 
mehr  anw^enden,  wenn  der  Integrand  aufhört,  eine  deßnite 
zu    sein.  Es  ist  bekannt,  dass  die  xN^atur  der  Lösungen  in  d 
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Falle  eine  weseotlicli  andere  ist,  imd  dass  die  Eindeutigkeit  der 
L()sinig'  insbesondere,  ebenso  wie  ihre  Existenz,  nicht  mehr  all- 
i^einein  beliau[)tet  werden  kann.  Beispiele  hierfür  bieten  die 
Eigenschwingangen  elastischer  Körper  :  wir  wollen  für  den  Fall 
der  schwingenden  Saite  zeigen,  dass,  wenn  auch  der  theore- 
tische Konvergenzbeweis,  wenigstens  in  der  im  Obigen  darge- 
stellten Form,  \  ersagt,  die  Metliode  nichtsdestoweniger  anwendbar 
l)leibt  und  z-u  numerisch  sehr  brauchbaren  Resultaten  führt. 

Sei   A-    eine   zunächst    willkürliche    Konstante,    so     sind    die 
(jilelchnn2*en  des  Problems  bekanntlich 


*ö^ 


wobei    die    Saite    in   den    Punkten   .x*  =  zlz  i    festgehalten    wird. 
Wegen  der  ll(unogenität  kann  man  noch  die  Bedingung 


/: 


J/-2   (;Iq;  —   i 


\  orschreiben.  Die  Lösungen  sind  : 


Tr.r 


Fundamental  ton  :  y  =  cos  ^^^,  h  =z  ~;  erster  Oberion  : 
y  =.  siiiT^x^  /•  =  ?:;  zweiter  Oberton  y  :=  cos     "'  ^  h-=-^,  usw. 

Diese  Lösungen  wollen  wir  nach  unserer  Methode  durch 
Polynome  zu  approximieren  suchen^  wobei  wir  uns  auf  die  in 
jc  geraden  Lösungen  beschränken. 

Das  allgemeinste,   in  x  gerade  Polynom,    welches   den  Bedin- 

ii,ungeny  (dz  i )  =  o  genügt,  ist 

( ( )5 )  y,i  —  ( i  —  X- )  (  ciq  -4-  a  1 X-  H-  a-i x'^  n- . .  .  -f-  cta x-'' ). 

Die    Gleichung  (64)   entsteht  durch    die   Forderung,   es    solle 
/       y'-dx  unter  der  Bedingung  j       y-  d  x  =  i   ein  Minimum 

_r  —I 

werden. 

Führen  wir  hiery,^  au  Stelle  von  j  ein  und  setzen 

j„=  /      (y'n'-lcf^yDdx, 
so  haben  wir  die  ai  so  zu  bestimmen,  dass  3,^  ein  Minimum  wird, 
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oder,  besser  gesagt,  dass 

ist.  Soll  dieses  System  linearer  Gleichungen  eine  Lösung  besi 
so  muss   seine   Determinante   verschwinden,     woraus    sich 
Gleichung  /i-{-  i^^'^  Grades  für  A'l  ergibt,  deren  Wurzeln 

sein  mögen.  Jeder  dieser  Wurzeln  entspriclit  ein  bestimmte 
und  man  findet  leicht,  dass  die  kleinste  dem  Minimum  von 


/ 


1 

/     r'n.  d^ 


entspriclit,  für  geeignete  Wahl  der  ein- 

Nimmt  n  zu,  so  wird  k^'l^^  abnehmen  und  gegen  eine  Grenze 

vergieren,  \velche   A' =  ^  entspricht  (Fandanientalton) .    Au 

Konvergenz  der  j/-/^  lässt  sich  daraus  aber  nicht  in  der  bisiie 
Weise  schliessen. 

Die  Koeffizienten  der  Gleichungen  (66),  die  die  a/ Ijestim 
sind  linear  in  k-  und  enthalten,  wegen 


/ 


-f-i 

x^'P  clx  = 


'xp  -h  I 

nur  rationale  Zahlen.  Für  11=.  i  (erste  Approximation)  wir( 

woraus 

A-^_28A-2^_G3  =  o;        oJi\  =4,93488;         '>./|  =  .li  ,•>.. 
Aus  den  exakten  Lösungen  Imtte  sich  ergeben 

'ik\  =  --  =  4,934 8o2-?oo,         9,A|  =:  ^Lll.  =  44,41  i, 


ia^'-  Ht'ltHii  in  rt'*^tf'r    \iiualHTUii,i;    dir  '!'uuhr»lio  des   l^'uudainni- 
*»»'^  ***d   ,,.„'„^,„  i'trlitii;  1*4,  u.ilirtnitL   vs 'm*  ja  /Ji  (TWatKni,  <li<»  <l<?s 
ilni  I  itH'tiiiii^  liur  auf  tu  "  ^i  L:«ntau  ^Ivli  ilndvt, 
II  ,  siTiV* /'     ippi'>*riWiiiinfi  i«        '»luird*  falls  *»,/i-      -  A  *;<\srl/J 

»  /,  '  ttitfl  rrtiallf'U  litr  u«nif*ii  W  vrlv 

iirUlHihni    iuni  Hill    t»*lj   ati;»»*ib»tH*rt    rrtja!h*ii  nlrilt«*  V\' iirz<*l 
/^fV*    /iM«vfV\!/*-« ..     n/    #i/\H    t'/zii*     ///u'^mtmA/^Z/V//    i*titt\    Man 

II  il     . tl  ;,i'ht   II''«  ll*'  /.tlllrii   iT^rltm. 

r*ririlin«i   IIJ4II  iiiiti  tu  /.\\fnlrr    \j*|iii»\iui4!iiui   </„,   ^/|    und  ^z.», 
tilidfi   •'!*  'i  .i!i    III    rit,il}rifr    t  lai -»Iflliiii:*.  \j)tl  i'i»^  '    '.  : 

,4  f?ii    dir    Wi-fl^    ^        «*,!,  M,  ♦,  ,,.,i»,(|  \ui»  ,r  rrball  iiuiu  lur 


I 


^,-,    .'3*1  t.  »      M< 


I     i".|    iihri*»fii"4iiiillt«nid    I  *|        i'O*.        ■'        u.    /Nr 
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Annäherung  ist  also  im  ganzen  Gebiet  —  i  bia-r-  i  i'ine  sei 
befriedigende  ( * ). 

Für  den  Oberton  ist  CS  vor  allem  wichtig-,  die  Siel  In  iig- der  zw 
Knoten  (  theoreliscli  ^  =  ±:- )  zu  ])cre('linen.  Ks  wird 


und  die  Klammer  verschwindet  für  a'  =  (),3  fo8  :  die  Slellnni;-  d 
Knoten  ist  also  aufs  ^/j,  genau  angegeben. 

Man  wird  aus  diesem  Beispiel  schli essen,  dass  unsere  Melho< 
für  die  Bereclmung'  der  Schwingungs/ahl  des  h'undanienlallo] 
einer  Saite,  Membran  oder  Platte  l)esouders  \or teilhaft  ist,  in 
dass  je  hoher  der  Oherton  ist,  mit  dem  man  es  zu  tun  hat,  um  ; 
grösser  die  Anzahl  Konstauten  ai  sein  wii'd,  die  ))ian  zu  borecluK 
hat,  um  eine  gegebene  Genauigkeit  zu  erreichen.  Auch  auf  d 
l  ntersuchung  der  Chladnischen  Klangjiguren.  Ist  die  Metho( 
somit  anwendbar:  bei  transversal  schwingenden  IMalteu  ist  das  Pr 
blem  bis  jetzt,  im  Fall  eines  freien  Randes,  erst  für  (hin  \Lvi 
gelöst.  Aher  auch  bei  ringsum  eingespannteu  rechteckigen  Phu,t< 
ist  die  Lfjsungnoch  unbekannt  :  es  lässt  si(di  hncht  zeigen,  da 
die  Eckpunkte  singulürsind,  und  in  ihrer  IJiugebuugeine  lintwick 
lung  nach  Potenzreihen  nicht  möglich  ist.  liier  ist  der  Umstai 
von  grossem  Vorteil,  dass  unsere  Methode,  z.  I>.  bei  Anwendui 
von  Polynomen,  auch  in  solchen  singuliiren  l^iukten  auwendb 
hleibt,  sofern  nur  die  Stetigkeitsbedinguagcn  niciit  verletzt  werde 
Auf  diese  Anwendung  der  neuen  Methode  auf  trausversale  Schwi 
gungen  ebener  rechteckiger  Platten  werde  \v\\  an  anderer  wStel 
zurückkommen. 

Nach  dem  vorliegenden  Beispiel  dürfte  jedenfalls  der  Pliysik 
bei    der  Anwendung  des    neuen     Recbnungsverfahrens   auch 
Fällen,   wo   der    theoretische    Konvergenzbeweis   zunächst   no 
fehlt,     sich    durch    diesen    Mangel    nicht    allzusehr     beunruhi 
fühlen. 


(M  Im  vorliegenden  Falle  kann  man  auch  durch  l\)tenzrcihen  integrier. 
Beschränkt  man  sich,  wie  in  y^,  auf  PoLenzen  von  x  die  'Q,  G  sind,  so  wird  die  A 
nähcrung  an  y  [x)  eine  ungefähr  ebensogute,  der  l^ehler  des  Iniudamentaltf 
dagegen  ist  loooo  mal  grösser  als  hier. 


XVI. 
ÜBER  EINE  NEUE  METHODE 

ZUR 

LÖSUNG  GEWISSER  RANDWERTAUFGABEN  ^'\ 


{Göttinger  Naclu^ichten^  math.-physik.  Klasse^  1908,  S.  236-248.) 


-Bei  den  .lliui(l\\erlau%al)en  der  inatheiuatisclieii  Pli^/sik  beslehl 
in  vielen  Füllen  die  Forderung,  eine  Ijei  bestimmten  Steli«;- 
keits-  und  Randbedinguni^en  durch  ein  Miniuialprinzip  deiinierle 
f-'^nnktion  iimerlialb  eines  gegebener),  endlichen  Bereiclis  darzu- 
stellen. Zu  diesem  Zweck  eignen  sich  bekanntlieh  Potenzreihen 
nur  ausnahmsweise,  wiihrend  es  imuujr  mciglich  ist,  die  Funktion 
nebst  einigen  ihrer  Ableitungen  durch  ein  Pol^'nom  von  genügend 
iiohem  Grade,  durch  die  ersten  Glieder  einer  Fourier-Reihe  oder 
ähnliche  Ausdrücke  innerhalb  des  ganzen  Bereichs  mit  beliebig 
vorgeschriebener  Genauigkeit  darzustellen.  Die  Berechnung  der 
Ivoeffizienten  bietet  keine  Schwierigkeit  falls  die  Funktion  nume- 
risch gegeben  ist,  und  es  \\ird  in  den  in  der  ]^:axis  vorkommenden 
I^^iillen  meist  ein  Polynom  von  niedrigem  Grade  die  Funktion  mit 
i»enügender  Annäherung  darstellen.  In  dieser  l^'orm  werden  häullg 
<lie  Resultate  der  l^eobachtnng  zusammengefassl ;  soll  das  Frgelniis 
mit  der  Theorie  verglichen  werden,  so  erhebt  sieli  die  Forderung, 
die  Koefßzienteji  ai  eines  Polynoms  oder  allgemeiner  eines 
A  usdrucks  der  Form 

(  I  )  IV, n  =  4^0  H-  «rj^l  -H  ^'2  't^2  H-  •  •  •  -i-  ^(/n  '\> m. 

WO  die  iii  geeignete  analytische  Funktionen  sind,  aus  den  Rand- 
bedingungen und  der  DifferentialgleicJiung  $0  zu  bestiuinien^ 


dasssie,  bei  gegebenem  m^  von  der  gesuchten  Lösung  mo glichst 
^venig  abweichen;  wobei  der  Fehler  mit  wachsendem  m  ver- 
schwinden miiss. 

Bei  vielen  V^ariationsproblemen  lässt  sich  nun  ein  zur  nu me- 
nschen Rechnung  geeignetes  Verfahren  angeben^  welches  in  engster 
Beziehung  zum  Dirichlet sehen  Prinzip  steht,  und,  da  es 
einen  einfachen  Konvergenzbeweis  zuUisst,  dieses  Prinzip  (für  das 
betreffende  Problem)  streng  zu  begründen  erlaubt^  wenn  man 
noch  die  von  D.  Hilbert  zu  ähnlichen  Zwecken  entwickelte  neue 
Methode  der  Variationsrechnung  heranzieht.  Dies  Verfahren  soll 
iin  Folgenden  am  Problem  des  Gleichge^vichts  ringsum  einge- 
spannter, elastischer  Platten  entwickelt  werden.  Die  Verallge- 
meinerung und  die  numerische  Durchführung  einzelner  Fälle,  die 
sich  übrigens  von  selbst  ergibt,  sei  einer  ausführlicheren  Mitteilung 
vorbehalten. 

Sei  (V  die  (sehr  kleine)  Verschiebung  eines  Punktes  der  Platte 
aus  seiner  ursprünglichen  Lage,  senkreclit  zur  l^bene  der  Platte, 
so  ist  die  zu  approximierende  Funktion  w  {x^  y)  durch  folgende 
Bedingungen  definiert  : 

1 .  sie  ist  eindeutig,  endlich  und  stetig  nebst  Ihren  Ableitungen 
erster,  zweiter  und  dritter  Ordnung  innerhalb  der  Platte  R; 

2.  auf  dem  Rande  L  der  Platte  erfüllt  sie   die    Bedingungen 

w=  o,         ---  =  0,  also  auch  —  =0,  —  =0; 

du  öx  öy  ' 

3.  sie  genügt  im  Innern  der  Differentialgleichung 

wo /eine  dem  auf  die  Platte  ausgeübten  Normaldruck  proportio- 
nale, endlich,  stetige  Funktion  ist,  die  numerisch  gegeben  sei. 
Diese  Forderung  ist  äquivalent  mit  der  andern;  es  möge  das 
Integral 

(3)  ,1  =  r  /    ri  (Acp  )^-~  wf  1  dx  dy 

(welches  im  Wesentlichen  die  potentielle  Energie  der  deformier- 
ten Platte  darstellt,  nebst  der  Arbeit  des  Druckes)  für  w  ein  Mini- 
mum werden. 


Hif  Aiu'li  \ir!!fti«hl   lurlü   tTf'rtrht  wini.rrki'iuU   lu.ui   \r\v\i\    durch 


:       f   fr-U.,r,:. 


.Jhi, 


K        /     /■ 


,/, ,/.    /  (■ 


{ji'tlr'iilii. 

M.tll    Hrf/r     \.,         11     tut«!     n.ilslf    «lir    '\ ^     st».    il.tN*»    M«'    <}rn    M(Mlm' 

fi*,f  lir    liiir.iir     lU'laliHii     luil     kn»HfauliMi     K uriÜ/.irulr ii     t><*^lt'tir; 
ikilia  f'i  t  hUi    ii'^..,   »Ih-    r»rtliir';uii;;<ni    l.    nutl   ■»,   iut'  jt^lr^    S\Htrtudrr 

ti^  iiiiti  \  iThi  liw  iii.lri    i4i'iilk<'li  nur  urmi^/,        f^..       ...       thn       <»• 
\\  II    '•iHrfifft    litiH  litr    |\»*i'ili/irllliMi  #/.■  *!i'*%    \tisilrurks 


Ml  /ti  !*»■■  *iiiiiiii*-ti.  »I.r^.'%  ii ...  hin  •4r;4»"i««*iH*m  /ii  i'in«*  nii*i:!irhfif  ,!:ittr 

ipimu  im*tih*f^    i**ii   if   «kir^lrtli*  :    ifir    fiiniliUiiriitult'    W  i<'liti|4kril 

%hn-  Miirf'i^ir  tili  »i^'ii  ■-^r\,im\t*n  jih\  ^tikali^^i'he'n  \  «»ru.iii^  lt'*:t  r»4  iu*1m% 

||r"/'f  ii/i    l/.fM%^iri/#  */^n  '  l*i^h«*r  iiurlt  liir'ht  «irlinirrNnii  (ir.Kamf 
i't*iii»'r%    /tt    nriiitirii    titifl    «lif-nr     \lin  tnr!ittii|4    m«»|.:lirliHt    klriü   m 


II 


/«|-.n 


i/ri/r 


iii'>i:ii>'hyi  lif^iii  *ir'#i/f\  IIa  tiiiii  .1,.,  t'iiir  «jtiailratiHi'lM»  i'Viiiktiuii  «Irr 
■>iä  .ilinii  Hl  liiitJ  .r  iMirl  r  i;,tr  iiirttl  milli.dt,  It.iritlrlt  vs  strh  liirr  tuu 
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ein   gevvölmllclies   Maximum    und    Minimum    Problem,    welcl 
durch  das  System  der  in  den  Unbekannten  ai  linearen  Glelc)iuni: 

gelöst  wird.  Setzt  man 

(6)  aprf=  cL^p^z  C  j  'l^p^^hrfdxdy,         ap=J  J  f^pdxdy, 

R  R 

so  lautet  das  Gleichungssj'stem 

tn 

Die  Lösung  von  (5)  und  (5«)  ist  irnaier  möglich  und  eindeutig  I 
stimmtj  weil  die  quadratische  Form 


JU        J}1 

1     1 


ap  a,i  ^  l        I  {^iv,ny-  dx  dy 


stets  positiv  ist  und  nur  s erschwindet,  wenn  identisch  A(r,;/E 
ist,  was,  da  {v,n^=^o  am  Rande  ist,  die  Identität  (v,;^  ^  o,  ii 
somit  ^i  =  «2  =  . . .  am  =  o  erfordert.  Die  Determinante  < 
Systems  verschwindet  also  nicht. 

Es  muss  hervorgehoben  werden,  dass  die  a/  durch  rein  i 
merische  Quadratur ^  wobei  keinerlei  ver ander iicher  Parame 
vorkommt,  definiert  sind  :  die  praktische  Durchführung  die 
(hiadraturen  bei  gegebener  Genauigkeit  l)ietet  also  ke 
Schwierigkeit. 

Ich  beweise  nun,  dass  lim  iVm  existiert  und  die  gesuchte  Ijosi 

VI  ~.  00 

ist  (bei  geeigneter  Wahl  der  4/). 
Sind  A/  willkürliche  Zalilen  und 

SO  lassen  sich  die  Gleichungen  (5)  daliin  zusammenfassen,  es  nui 
für  jedes  Wertesystem  der  A/  die  Gleichung  bestehen 


(8) 


/   /  ( A(V' ,,,  Ar.;;  —  fl,n )  dx  dv  —  0 . 


l/^i-    rifH'U    iM'tH  II     lii'l'  \    ^ii         '''      "  i''^    »'rlt.tll    man    in    auiilujj 
WiM.«^«'  «-UM-  !M*ti«"    \p|u  MxiiH.ilHUj  i\   -;  ,  ,;   iiul  aiMti'i'rii    kufili/.inil 

,lfü   «Im*   lhfh-i»'li'   *i*  t    MuHHi.ilwrll«'  \mü  J 


•         '       /  / 


Jfiii 


i\t     ,.,        ./r./i 


ff         V.^    .  Vi       .\^.       :,         /'l.       .!'■/'   '/' 

|)i,.  j^      I,,i4»-ii    .il^.*»,    Hir'  ■^.«i4uv/,a.*'li:-ii    H.ir.   i-tii«*   sU-v^.   .ihn 
nur  Ii.'.iiiHiiii-   niiirj.'   Silit4iiLt^  l,!.-tl»r-it,   ^1*'  k«»ii\fn;irri-n  .1 

t,i|    jr*|i-.    11'        •    \|    ttn>l   Ur4iAn-r  tl  div   !    Ii- b'ir  Itlllti.; 

f    l'     4.-"^l-l» 

j,,.,j,.i,,         H».      in       1-'     I      .^     n      III.  iii.     »!.»'■'    1   ^.,   %^i>!il     .itiiT    »l.l- 

■,     .      ■:.  '       f    fl-     ^    %■    ^i\''fK  ':  '  *  ^    "'        '  '  ''  •" 

I. 


las  Gebiet,  wo  |Acp|<  log  r  sjz  ist.  Dann  ist 

•2  7:  I  o  {X,  y)  I  <J  J  ^  <i  dr,  -!-  y^  /  'log^  /•  /^  r/^ 


D 
< 


:/-^ 


r  r  L^'  dl  ch,  4~  v/^  /  *  /'log^r  4  ch,. 


Das  zweite  Integral  ist  konvergent,  wie  man  etwa  durcli  Ei 
fiihriing  von  Polarkoordinaten  sieht;  sei  K  sein  grösster  W( 
Innerhalb  R,  dann  folgt  nach  (lo) 

'1-  I  <^{x,y)  I  <  /c(i  -i-  K). 

Die  rechte  Seite  ist  von  :r,  j^-  and  n  unabhängig;  bei  gegei)en( 
'J  kann  man  immer  für  jedes  x.yvi,  n  die  Grösse  1  'f  ]  =  |  ^VuiJ^^n  —  t^f' 
kleiner  als  s^  machen,  sobald  rn  einen  l)estinimten  Wert  übe 
steigt;  man  hat  bloss  die  willkürliche  Zahl  z  und  dementspreclie 
M  so  zu  wählen,  dass 


,  I  -^  K  y 

sei. 

Die  Approximationen  Wnikon^^er  frieren  also  im  f^'anzen  Geh 
R  gleichniässig  g-eg-en  eine  endliche,  ,sle/ii>'e   (irenzfunkti 

Gleiches  lässt  sich  in  analoger  Weise  \  on  den  Ausdrücken 

rtjiux,    r^dy,    f^''^,s 

zeigen,  wo  die  geraden  Linienstücke  a.  .  .  ,r,  bzw.  ß.  .  .jk,  1)2 
die  Kurve  a.  .  .[j  ganz  innerhalb  R  liegen  und  n  die  Normale  i 
Ivurve  bedeutet. 

Unsere  Wahl  de)'  Annäherun gsf unk iioncn  {Vm.  ^velche  c 
Integral  J  immer  kleiner  machen^  bedingt  also  die  Konvergt 
in  allen  Fällen,  Soll  aber  (v  die  Lösung  des  Prol)lems  sein,  d.  h.  t 
der  Grenzpunkt  der  V^l^  mit  dem  Grenzwert  von  ,1  für  irger 
welche  den  Bedingungen  i.,.2-  genügende  Funktionen  (v  siel 
zusammenfallen,  so  müssen  die  A/  der  weiteren  Bedingung  unt 
werfen  werden,  dass  jede  solche  Funktion  (v  nebst  ihren  Abi 

dw    dw    d-iv    d'W  .    ..   ■,  .  ...  ,        ,      .  .        , 

tungen  --~,  —- ?  - — ^,  - — -  beliebig  angenähert  durch  einen  Ausdn 
^        dx    dy    i)  X-    ö  y-  d       » 


iliT  l'\»r!ii  '/ i  -1*!  '^  ]' '  ...  .r ..;'...;  IUI«!  Nriiir  r!iU|inM'lit'nt|«'ii 
\|>lrUijii"i-ii    »Ltf    L-IIImi-    .ri.    \\  ♦'Hü   fr-nirr  Air     l.    «i<'r.irf    ^uruahll 

/     I  |A    »s    .,  ii        i'^^  '•^'*    Ml! 'ia-«  »ii"*  Ial»*i:raii«!r'!t  i:i*-»rli!(»ssrn 

ut*r»lt'ti  »Ituli«*  j  r\u  !  .ijI.  *!f'r  hmIiI  |»r.tkli**t'!i  ilcf  .illrm  ui  r»iirai'li! 
kniiimfü»!«'  i-'l  '  '.  !»♦•  .,M  II  >!<'{■■■.  v\  f'uit  iii.m  mir  ruii«  iH'-tiiiuiil«*  Vppr.» 
\illl.ili*'ii   \«fl.iii,;J  i,    •" »    wiii«!«*    iij.111    ,111«  li    .Uli    t|$f    I\nii\  rr:*r|i/,   \«»n 

Jit'.,.,''     '    ,  .    M  iili»- •'.  v«-ii  Li  «iili*-ii ,    im*!  r  ^  lUiir  iV'  liiu  it',,.  «Im* 

i;i'^IH-|ilf    I  'tlllkl  um, 

I    lirr  «li.-   *^iir:,lii.il  il-jl«-li ,  »Im-   ltill«'l  «Iflt    \  » »|  |  tr':..- «*im  Irll    I    iii -^aüsfcu 
i/.     I».     lu'i     I  '  lihA  H   k«"lllit;,:rii      !l.l«"ll      l'«*|l  fItillH'll    '     lUu-ln'll      «^lUiL       i^l 

ji't|M«"h  i\  riti,:  ii.  k.iiiiil,  -^M  .|}'..-.,  i'iiir  wrtli'tt'  \  fi  ".ciiarftiiit-  t|rr 
lir»liii'4Siit;:«'ii,  luklifit  'iü^  ■',;  /H  jtiili'n^ri  fi'ii  -aihL  fttr  I  hirch- 
tukrniij  «if*-  lif'H«-r-.r-^  iif«lt:,:  wifäl. 

\\  ir  iit'ini*-ii  .iMiii  /«  Ii»!  ii^-fiipiai^l*'iiiiii:.;fn  «'iiiri'  i^iinklmii  ttir 

lllHi   liif     !»r«li||;4l||:|;,;;r|i   .-/n    «'IImIIi'U    ■' 

t.     -^tf   '.Ifl.!  .    IP'lr^    lll!*-|t    I  i,lli|t|  liilrllllli.Tll  ,    ilä    !i    iuhI    .niflitniil^ 
llrl*  tili*!  '^liii,:  . 

.*,   ,iirf  L  r»!  ■*.,        M.      "'         ...   .Miüii      '■         M,      '".        ».  für  irilrH/; 

I,    t"^*   l.t'-4f'lll    krilir    14«-lililjt   tlrj    I^»*rtl4 

\\«'iin  Uli  lii  ..lil«'  i*  %f"iM  litt iii».I»'ii : 

lii*li^l     |lti«-il     ILiilpl-iUriliifi:.:'"!!    rlt«ll|rll      tiliij     slfli;;     |h|,     und    tiur 

tiiiinli.iil*    rutj">     ,,:..iti/    III    I*    ,,:i'!«"„:«"}i«'it    ll*'i'iiii''ri%*»    ;    \im     \itll 

\f'r"ii  lllr-iii-li  l'»i,  «».liri  f  #|M'>.'=.r  Uli.!  L,!-!"  |t»||  ';  H  l  llkui'!  üii  lllrifuTI. 
Wir  ^..rt/rii    \Mi.ili>,   4. IS''*    r*   iii-,,;|ir||    ^ri,    «|tr    K  »it'fli/.  lf  illril    \/  tlli»l 


\,:.       V,  ., 


\...-;. 


kl«'iil«*t    -.il'.  fitir    \'^l.     r     *  I-.  if»     in    ,  r>r   tihthrii.    Wir    .Itli'll    tili   ulu'i'^ril 


s  gewählt  sei  (also  lim  ^m  =  ^  ^isw.,  wobei  die  Koiivergen 
gleichmässige  sei. 

Es  isL  leicht,  Funktionen  i/  zu  bilden,  die  diese  uilcrpi 
rlschen  Eigenschaften  besitzen.  Die  Gleichung  der  Randkii 
lässt  sich  immer  auf  die  Form  bringen 

V{x,y)  =  o, 

^)  TT 

WO  -r—  nicht  identisch  verschwindet  und  F  im  Innern  von  ] 

0  71 

Null  verschieden  ist,  im  übrigen  nebst  seinen  Hauptableit 
stetig  und  endlich  bleibt.  Für  eine  stetig  gekrümmte  Berai 
wird  die  Gleichung  oft  von  vornherein  in  dieser  Form  ersehe 
für  ein  konvexes  Polygon  mit  den  Seiten  a/  x  +  ß/y  +  r^-  =  o 
man  setzen 

Für  andere  Polygone  und  zusammengesetzte  Kurven  ist  F 
meist  leicht  zu  bilden,  was  hier  niclit  ausgeführt  werden  soll. 
Die  Funktion  —^  ist  dann  nur  innerhalb  p  von  Null  verscl 
und  nebst  ihren  Hauptableitungen  stetig  und  endlich.  Wir 
den  Koordinatenursprung  in  eine  Ecke  eines  R  enthalt' 
Vierecks.  Welches  im  übrigen  auch  X^  imd  p  seien,  lässt  siel 
solche  Funktion  nebst  ihren  Hauptableitungen  in  der  Form 


i  -EE*».  "»■(!) ".  (?)  -EE»""  •'"  =^"«  -. 


a 


wo  P/;i,  V,i  Legendresche  Polygone,  a  die  Seite  des  Vierecl 
deuten,    darstellen,    wie    durch  Integration  der   entsprecli 

Y 

gleichmässig  konvergenten  Reihen  für  ,  .,  ,  .,  unter  Berücks 
gung  des  identischen  Verschwindens  von  X^  ausserhalb  R 
weiteres  folgt  (^).  Setzt  man  also 

(II)       4;,,,=  F'^sini^^^sin:^i^,         oder  d.',,,  =  F-iP,Y^)  P„ 
a  a  '  \aj 


(^ )  Auf  dem  Rande  und  auf  den  KurvensLüclycn,  auf  denen  F  verscliwini 

r 
die  ausserhalb  R^  aber  innerhalb  des  Quadrats  gelegen  sind,  hat  —  zunäc 

Form  -;  die    Entwickelungen  ergeben  hier  bekanntlicli   den  aus   der  Sl( 
folgenden  Wert,  also  o. 


V    v.    :,     ,        i.,„    V    H.,,' 

-|f'irillll/i-'"I...:.       /J\,.j-H      ...     k«iin  rT.-trr'tii.      «Iiul     iJrirllfs     m||      \,ni     «je-u 

ll.iunljlil^'tliiii..  *  u  ;  f".   Inf   ./ ,   I',, 


llHi    V    \ 


!■■ 


Ih'l    IjIII»   ■■■■'    »i*'T    Kl  llflllii"!     l'J     .ilir-r    ;;'|f'tt   |i 


.|--' 


I 


«I   :       ^  fl    '•     I 


•■..f.v» 


i  l.i  U'tnrt   .111*  !i  jijI   1,  .III, -.rr  'l.,,,.        **  ii»ji  li  :,:ill 
I  Ml  ■ 


•I 


I 


li*  »lll'      Uli         II 

il,i  I     •«  Ih   f    •  la   l''<li    j"*'ii    I  .1       ifu     t  ifj  i,|j  lim  ,  ii   |,.i-,M*ii      ,|rli     «I  tun 
tli   i^  !  f)ii  ni ,    ii  fi :    t       '  <i    I  *?  iji  I  ' ' 

I   ttltülü  IUI        »'»  -ii  "      \      tjih^.jä         ,.j     u*  N'      I   IHilait»||rti      ■'..     hrltlni 
l.illli.    I    I     .*  ^^    ' '^  «  !     I  o.  I'%  !i      ,1     I        »J   I,   ,1      liit  iil    ii.ilirr    .ir|v:-r|i|!i|f 

^^  IUI?     I  I  "    J  tr    Ij     I   j        I  m"^        '    li    1    .'  II  «   Jlir'llf    \f  tlitlililKi    1114«   iil   yit«! 

■'««»tif   "ü*        '       1»   mI       I      '  ,i<ii       .     !       Ii»iifi!i#}i    4  iirilir   itll  llr  •.♦'lüliiitf» 

^"^  H       iU''\,HUi     ^      ♦     Ij^     41.11    lliU*  I  li  tlh  li  sirliliU'I  fiMi   |-'*ytll%lM»||ftl 
•1,     »Ufl     ^      Uli    *»'.iL*     >h.      .    .      i:rf,.|,    |j  Irii  li     \tjil,       «silfi'i    l'iH*    'S|, 
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wird;  ferner  legen  wir  die  Koordinatenaciisen  in  der  Weise,  das 
sie  keinen  Punkt  mit  R  gemein  liaben.  Sei  dann 

U..(^,r)=   f      f      f     f      f      f     '''^ndx'^dr^; 
*^o     *^o      '^0      *^o      *^o      *^o 

p(T,r)=       /     /     /    /        fi^,y)dx^cfy', 

«-^0       *^0       «^0       *^0       *^0        '-^0 

so  konvergieren,  wie  oben  bewiesen  wurde,   Li/,/  und  seine  AI)lei 
tungen  bis  zur  vierten  Ordnung,  ferner 

'^m  r^'O^^^m    .  (^'^,u  O^'ürn  <^HJ„; 


.r*  öy-      J        ()x 


dx'*  dy-      J        öx  dy'*  dx-  Ox'-*  dy  dy''d2r 

gieichmässig  gegen  eine  Funktion  U  und  ihre  entsprechenden  AI 
]ei tungen;  ferner  sind 

d?--'  Oy'"^  dx  dy'*  dx'^  öy  dx'^  üy'^ 

auf  L  gleich  Null.  Durch  partielle  Integrationen  lässt  sich  dan 
die  Gleichung  (8)  in  die  Form  bringen 

o  =//(AAU.,  -  F)  ^d^  d.  H-  f^V  ds, 

wobei  im  Randintegral  alle  Glieder  in  U,//,  die  nicht  verscliwinden 
konvergent  sind,  und  nur  die  Hauptablei  tungen  von  i^,,/  vorkommen 
Endlich  konvergieren  auch  die   im  Doppel  integral   auftretende! 

Ableitungen  ^^.,  -^^ ,  ^^  .  Die  noch  willkürlichen  Jvoefii 

^  öx'*-       ÖX'  öy-       ox* 

zienten  A/,  die  in  (^/^i  eingehen,  wählen  wir  so,  dass  gieichmässi 
lim  '(^tfi  =:  r,  wobei  !^  irgend  eine  Funktion  der  oben  definierte: 
Art  sei;  gleiches  kann,  nach  Voraussetzung,  auclifür  diellauptab 
leitungen  angenommen  werden.  Unter  diesen  Umständen  könne: 
wir  zum  Limes  übergehen,  und  da  Z,  nur  innerhalb  p  von  Nu^ 
verschieden  ist,  versch\\indet  das  Linienintagral,  und  es  wird  fü 
jedes  solche  'Q 

(r2t)  0=  f  /"(AAU  — F)   ^  f  ^     clxdr. 

J    J  dx^  öy^ 

P 

Nun  beweist  aber  Herr  Hilbert  a.  a.  O.  folgendes  Lemma: 

Sei  vcine  innerhalb  des  Rechtecks  einschliesslich  dessen  Seite 
mit  ihren  Hauptableitungen  endliche,  stetige,  abteilungsweis 
analytische  Funktion,  die  auf  den  Seiten  x  =  a^  x=o!  des  Recht 


fik-^    «l»'ii     lii'iliiu;tiii;.;rn   ..,,         m,  m,        _         m    •,.,:,r!i  u'«  I  ;    .Ulf    (Irn 

\\  t'lilt  «l.iltli    für   p'«l«",   ^.P^irlif   '.'  «f. f.,  l!itr;;ra{ 


I  /'^ 


■ «/.r  Ji 


\  ri-''^-»-hw  .liMl*i  ,    V^.*   «I'    «llir    jtl      ,   rill  .«ill|r*."»t|t  }j    Ari   >i-|l<'U    Hltii-    mt 
fjitlrU«!»-    i'iliiktitili   i  •  J  ,    ■.».   r.|    iu»l  Ufiiift::   *l*   \HU  «Irr   l^uMu 

'I*         \,         \.  .*  \,  I   ^    .     V,        \  .  r     .     \,  ^■^, 

\UJ  \j,,  \fv  \  •  "4,i'li:!r  I  lliililSMiii'ii  Mni  .1  allrill,  '^„.  \  ,,  \  ,  -.nlrfir 
\  HU    I     »illt'Ul    •  111*1  . 

I  hr-  rf  ÜjII'.  d/   i  '.!   .Uli  i  l    '  ^'  .fllHrlnlli.ir  :  f  I  r  I!  |i  .Hl  >  « IiT  f  1 1 1  lir  |  T^r  hi'ü 

}»riJiu:  liji,  *^    Im     /"  */    l»»!;:l    *»sii'h       '         *«.  »»,    ..., 

m  «'{  * 

i'lir||\ii  |..|     I   Jir        '  mIiu      /■  ^f,  «j,  "■::..     o ,  y .  ... .  u  .  ,  4i» 

'  i      '  j  *  •  r  » '  I  ' 

!{,r=.)-.  '.,«ilillis  tu    1 1  ni|4  liil»  iluii     »  1}    \Mii      ,  Ulli    \  u*»ii,jliMir  \uji  ■■ 
,iiil  «Irii  iLiii.frä  II   »t»       |lf»li|i'«L      \tt    ihi\in*U'ii    iivt  ■■■■■*■  n  i  il,\    frniri 
4lr   '.[»r'/irllf    Im     I  Ji     ^'»l»       .    «Ii»'     !l*!l     Hlii.rjl     / u    -■.ruiriu      iH'Wri'.r 
ItriiMt/t,    .Uli  li     <l|i      r»r-|||i     iUl  •'    .im     lLin»lr    riltlllt,    k.illU 

.ilii  li   lii«''**-    llf'.fii}     4111  4Hlr|lr     }    v\i|4i'H;    r.    -.f  !i  li« ---vra     -.u   h    ,iIm», 

Itill     .tlltfrril      \\.»il»n.      'Il*        Willr     \*m  und      «fr  .-.^t-JI      I  |,IU|>!.l!il«*l 

Iiiit,:rii  =^lrli  iiu  tl.utlr  .us  «li*-  iii  Mit  Wt'iir,  tl.«inlM'h  \ullaii. 
Ul*'  \ttn  Ihtin  fllii'tft  r..|r|l!«|l  llr»il}|;;Har:r-|.|  ^vUmI  «»Ku  .njll|- 
i.iliill  ilrii  .4*«  li  tili  I  iit*«  t  .  riiij«  lilni  \  itr,iltH'-.i"|/.HIi;.;»'li,  I'A 
ftj|-f    .mihi! 

II  .■  V\t  i  \...         \|.r         \.i  '         V.,         V^  I-    .     ^^.  I  ' 

Uli  llilin  II  i|f.-.i  iir.  hir-i  I,  %  -,  ,  Nrl/I  M4il  ril«llt»JK  HliliT  1/,  ,1  f  «llf 
l\»*««l  4lll.jtr'ii    «"iiirl    1''»  l*r   lull    ■'.    I  rr»*!.!  tpifli , 

\       I        l'     i'     f     f     »//'.^X..      I  \j     ,r--\.,i 
i'      .1^      r      l'    ./i^.  I  .  ^.    rV,  ^.   ,in,i 


OV/     UlUCliU     XlXtlll. 


(i4)  AAV=F(.r,jK), 

v\o  V  und  seine  Ableitungen  bis  zur  4-  Ordnung  stetig'  sind.  N 
Matliieu  ist  aber  bei  dieser  Gleicliung  der  Ausdruck  des  Gre 
sehen  Salzes  der  folgende  : 


wo  T  ein  über  den  Rand  von  p  gcnoinnienes  LlnieninlegTal 
welches   im  Innern  eine  analytische,   der  Gleielumg  A  A  T  = 
genügende  Funktion  darstellt. 

Aus  diesem  Satze,  welcher  nur  als   Ausdruck   de.v  Stetigkc 
eigenschaften  der  Integrale  partieller  Diircrentialgleichungen 
wichtii!"  ist,  foli»! zunächst 


WO  T  dieselben    Eigenschaften    bat    wie  T.    Man    orhiill    du 
Wiederholung  derselben  Operation,  und  wegen  '^'^^^'''y-  =./"(  H 

;^;^  =  S^  =  n^  -  -  ~  J   j    ;--  loo-r/,  ^^  r,  )  d\  dr,  -f-  T", 

woraus  fobt  : 


ec 


Die  Funktion  w  =  lim  fxv,^  besi£::t    im  ganzen  Iteclil 

in  =  ao 

endliche,  stetige  Ableitungen  bis  zu/-  vierten    Ordnung  ( 
genügt  der  Gleichung 

und  da  die  Lage  und  Grösse  von  0  willkürlich  sind,  g///  die 
Satz  im  Innern  der  ganzen  elastischen  Platte  R. 

Aus  (P=:]imw,,,  folgt  ferner,  dass  (v  am  Rande  yerscbwln( 


1,1  .Jr'ii  h»'-   i:ül  \«*ii  '"''^  ^  UM'   -irh  au-",  «irtn  Nal/*- 


,/. 


irn  hl  i"i    .  II  l»     I. 
\n^    f'isis.    Uff    'ii'^    /i/>7.-/i/r/u'/ir     /'/7/i:://i    A  o/l.v//7//V/-/    luilu^li  : 

aurh  luikil*  li  rvu  M  hl   wtl»{. 

Il,,    .    .j,},    ai.^.r    XlriiM.a.'  oluif   Sr-li\urri::k«'it   auf  autlnv  I^n»  • 

1,1, .5„,.  ihjih.liri  \i!„  iii^.hr.ou4r|T  auf  «I.ih  klaHsisrlir  Prulih'm 
um  Ihn^lilH.  aii-lr|iitr,i  laH.l.  '.hI!  an  aiulmri'  Slrlh'  atl^^rtuh^I 
xxvulru.  IIht  iii-;;r  IM»!»  ^^i  i"nii*iu  !linH|Mi'l  u*'./in;:f  urnlnu  ilasH 
.!,•■  Ml  h  Am  In  IUI'.!  /«.li  tHil  \  Mrlinl,  auf  Aw  h' 1  .u^nsrlnviii i:ii n ^^ii 
*  i,i%i!fh'-i    A-7**T  aliurntlrii  la^^-l. 

Ih,'  l,h'i*  Itiiii;    itri   !'!-rii^ilHuin,:tmuini  mirr  Sailr  la--.t  m<'Ij  tu 


unl     I       '     I 


\  .         c  .  4 


H  ,i.-ii  lauhni., 


litlt   ilri    l'.r*iili.:itli  ,: 


Jf 


J^ 


tiy     t'ji,  4.   I     I    Hipl  l!ll«'!|l  ll!        tili         •••ItH-K    ^'t 

,,,    ,i   „  ,      .,„1    ,    ..u.rsai.n     t,.kt.„.     ,..    I...l..-n    ^v  "■   .li."   </,   ^n  /„ 


/■       1       •■'■■ 
f         1       ..■. 


,._  ,  ■     ./,        Mut,         iit'i  I 


■  ./.        1 
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Dies  gibt  ein  System  linearer,  homogener  Gleichungen  für  die 
ai,  dessen  Determinante  verschwinden  muss,  wodurcli  sich  A,^  be- 
stimmt als   kleinste  Wurzel  einer  alge])raischen  Gleichung  /z^''^ 

Grades.  Dieses  A,^  konvergiert  rapide  gegen  das  x-  =  -^  der  Fiinda- 
mentallösung  y  =  cos  -^  •  Für  /?  =  i  ist  2  A|  =  5 ;  für  n  =  o.  er- 
gibt sich  2  Ao  =  4?  93488  . . . ;  für  n  =  3,  2  }.:j  =  4'»  9^4  ^02  217... 
während  2x-  =  —  =  4^934  802  200. . .    ist.    Der   Fehler  ist  also 

bei  der  dritten  Approximation  drei  Milliardstel.  Bei  den  Ober- 
tönen  (grössere  Wurzeln  der  algebraischen  Gleichungen  in  A,^) 
ist  er  wesentlich  grösser.  Es  weicht  ferner  y,^  von  y  in  dritter 
Approximation  nur  in  der  sechsten   Stelle  ab.  Da  ans  den  Glei- 


chungen foJgt 


X,i=  iMin 


i: 


dx 


so  ergibt  sich  von  vornherein,  dass  die  Schwingungszahl  des  Fun- 
damentaltons das  durch  die  Metliode  am  genauesten  gegebene 
Element  ist. 


WIL 
Wmim:  mm  THA\S\FJISAI.Srj!\\IM;iMJEM 

EIM-'J!  l.H\I>IU'I'ISi:lII':\  PIATI'K  MIT  FIIKIFA   U'WDKrA. 
I  .lij/i*'i/rii  »/rr   i'h*,il.  \if-iir   foi^f^iv  f;,$iit|  \\\|||,  i«iH.|,  s.  ■■;■;:'  ;.Sti.  I 

ih*'  t  hil»Tri}!i.il;:"lf'ir|iiUi'4«*ii  ituit  ll.UMilH'4ilii*4iuu;ril  ftir  «Üt* 
tr,titN\  ci  '-..tti'u  St  Ii\\  iit;,:tiU!,;rii  **liriii'|-,  r|aN|i«^rhrr  I  *l.ittrii  lull  fri'ien 
!Lui*t?'iii    Sinti   hrL-iiuiltirli    /ii«'i".|    \n    tnlunsc    unnrhlii4<'r    l'uriu 

MiU  SM|„tliii*  I  M't'iiMtii  ninl  i*«M-»HMU,  lu  ilt'fiiiiln  {'{•  rn'>|alt  .ihrr  ViUi 
kii'rliliittt  Uli  .htliif  iS'»«»  ;,:»'i:»*t**'ü  unrdrii.  \is:,:.rri",:l  wurilrn  «ttcsc 
I   nfji  ".iitliii!i;,:rii  iltirrli  ili«'  »■»»■|n«iirii  \  «in   t'.lila«hu    t'j«**^"  i'nldrrkti'ii 

I  l'.,;iirt"l.i,  f\ir  '*irit  ItiUlrii,  urrm  »ittl  viu%*  st'ltw  lii'4ruilr  I  ilas-  ntlrr 
Mfi,ili|«l4!!t'  rU%.i-'*  S.itiil  ;4r%4rru!  uinl:  ^palff  U  Jiril**  dir  lir/.rit'lr 
iiiiiii:  rj}|,i»liii^rlir'r  l\l.ta;.:ti;:,iiifti  am  !i  Ihm  «I«'U  >»rlHuii;4un^;<'ii  von 

th«*\-uii  IviititliHll  rrli.ill«*lit'  ji*tt1lfll«*  llilif rruti.tl^lrirlumt;  i*^t 
\|«^lii'r  I  h-*llMili:4,  itllil  r-**  liius^ril  *illl  ll,m«!r  t\\v%  I  hflrmitialatiH- 
»IrtirLr  «Irtllrr  itli»!  /lifitri  n|iiitiiiii4  \  rf-^rliw  mil«'$i,  lür  \<Jii  ritirr 
l\Li*4i/il,il'.k»iii''»tanlt'  alifi.iiii!f*ii,  I  h«*  i^n»**^»!'  Iiirrau*»  s'iAi  vvv,v\nnu\i' 
Kiiiiijiljkaliiiii  ilf*  l*r.fl.ilriii'H  rrlJ.iri  i'H  luiirfi<'lM.'iHf,  4.1%^  «lir  la»-. 
'^tiiii.:  Ifi'.    |ri/l    iitir    tm    VaWv  Ars    Krt-i^r^   i  Kii-rliliiiiri    i;rf{nt«l<*it 

Utll«|r,  uoliri  Htrli  rtll  '-ifltl'  i.»rtrit'*ll  J4*'ll4«'r  A IJ  nclil  liss  alJ  dir  Im'- 
tabrilii-,.;  r-f  ;.:4l*  '  '    ,     Ulf    l\  Lili;:li,:iir*'ii    lif^frhril    hirr   lUir  atl.s  kou- 


/ 

zentrisclien  Kreisen  und  aus  Radien,  mehrfaclie  T/hio  sind 
ausgeschlossen.  Die  Mannigfaltigkeit  dei*  Figuren  ist  somit  viel 
kleiner  als  in  den  Fällen  des  Dreiecks,  Vierecks  usv\ . 

Im  folgenden  entwickle  icli  am  Beispiel  der  quadratischen  Plat- 
ten mit  freien  Rändern  eine  neue  Integrationsmethode  (*),  die 
ohne  wesentliche  Änderungen  auch  auf  rechteckige  Platten  ange- 
wandt werden  kann,  sei  es  mit  freien,  sei  es  auch  mit  teilweise 
oder  ganz  eingespannten  oder  gestützten  Rändern.  Theoretisch  ist 
die  Lösung  in  ähnlicher  Weise  sogar  für  eine  beliebige  Gestalt  der 
Platte  möollch ;  eine  genaue  Berechnung-  einer  grösseren  Anzahl 
von  Klangfiguren,  wie  sie  im  folgenden  für  den  klassischen  Fall 
der  quadratischen  Scheibe  durchgeführt  ist^  wird  aber  nur  hei 
iieei«neter  Wahl  der  Grundfunktionen,  nach  welchen  entwickell 
wird,  praktisch  ausführbar.  Für  den  Grundton,  sofern  grosse 
Genauigkeit  nicht  gefordert  wird,  führt  das  Verfahren  iüv  die 
meisten  Platten  durch  den  Ansatz  von  Polynomen  zum  Ziel. 

Das  Wesentliche  der  neuen  Metliode  besteht  dariii;,  dass  nicht 
von  den  DifTerentialgleichungen  und  Randl)edingungen  des  Pro- 
blems, sondern  direkt  vom  Prinzip  der  kleinsten  Wirkung' 
ausgegangen  wird,  aus  welchem  ja  durch  Variation  jene  Gleich  un- 
gen  und  Bedingungen  gewonnen  werden  künnen.  Dieses  Variations- 
problem wird  nun  durch  ein  gewöhnliches  Maximum-  und  Mini- 
mumproblem für  eine  endliche  Anzahl  Parameter  ersetzt,  dessen 
Lösung  elementar  gelingt,  womit  dann  eine  erste  Approximation 
gegeben  ist.  Dieselbe  lässl  sich  unbe grenzt  y^rht^serxx  durcli  Ver- 
mehrung der  Zahl  der  Parameter,  und  ergibt  somit  ein  konver- 
gentes Verfahren  zur  Integration.  Dass  die  mathemaLische  Form 
der  ersten  Approximationen  willkürlich  gewählt  werden  kann, 
ist  hierbei  ein  wesentlicher  Vorteil.  Denn  es  ist  leicht,  eine  expe- 
rimentell bekannte  Funktion  durch  eine  genügende  .Vnzahl  Kon- 
stanten in  einer  geeigneten  mathematischen  Form  beliebig  genau 
darzustellen;  unsere  Methode  erlaubt  es  nun,  die  Konstanten 
a priori  2.11S  der  Theorie  zu  bestimmen,  so  dass  die  Ergebnisse  der 
Erfahrung,  in  bezug  auf  die  angenäherte  Form  der  gesuchten 
Lösung,  zur  praktischen  Durchführung  der  Integration  benutzt  wer- 


y)  Vgl.  die  Abhancll.  des  Verf.  :  Über  eine  ?ieue  Methode  zur  Lösung  s,^eMnsser 
\ariations Probleme  der  niatheniatischea  Physik  {OEuvres,  XV,  p.  190). 


ili'ü  kMiififii.    lh*v  \    }u-4..UMi,  if.iHs  »las  l*riu/i|j  «Itn*  klrui^lrii    \ktinti, 

itln  ".ik-ili'-flirii     !"j'-,<ijrnHmi:«'ii     utbl,    .lurh     in     viclrn    I''.illrn    clrn 

tlirrklt' 4i'!t  \\  «',„.;,  /ii  il«"rrii  auf  brutal  i'^i'lti'ii  !  »rliau«!!  Utii*  lui*!  lUUiH' 
risfltfii  !  ti'i  i-fliiiuii ,:  wfi'^^!,  »Itirllf  lurhi  «»Iuh'  l»rti<'nnui:4  s«un. 

|''lir  silr-  Ilri  t'i-fjliun:;  ilr'r  SflsW  I  ÜU  H  It!,.' «*  II  f  i  Url' i  [  U«M  i  IM  Um' Im'II  l*kiU<* 

iihI  uiti;^iiiif  Itrii'iii  l'taijt«!«'  ttihrf  iiiaii  /u  <*rkuiaHHiL;rru  (•!%*'  <lir  he 
k-ililll«*it  ruuklt*»llt'!i  1/,,:  r-  rill,  wrlrhf  dir  \!nptlltl«lf  <lr^  /^'*" 
nlHTlMUi-%  ri!!*''.  Irr'i%rlju  iii;;,rti*it"ii  Stalsi'H,  t|rss»'i}  |,aiJL.:f  ^Irich  inl 
«Irr  t  ./iiJ'li  alHi'iii',  aiii:.f'iii'ti,  I  h'f  KtiMrdinab'Uarli'^ni  M'irtj  diiri'li 
ilrll  \lif  h'l|.*iilik!  |».irallr|  /il  «Irii  Srjfrti  ilrs  i  huilralfN  i;rh\:.!,l. 
\iiw  tili!«  li  .'il  rr»'i1frrMirii  Itniiiilni  iuuh'-m-ii  dw  l'tiukhnurjj 
fi,,'!   r  «.»itHi,,     i/,j-  /     «-«»iihI,     riir/riiilirl     wrrrlru,     «lir    ak- 

I  irtitjd'-^i  Im  jfr'tHiiirti    ilr'%    Mabi'H    mit    *U'v    Srhw  injL!itti'*H/.altl    NtiH 
aiit/iii..r*^*'il    ^.111»!:  #1.;    f  ■'  i'.l  ah.M  ilii'  <  iruiijtHrlnuiiuil»!:  illiu«'^«'!»" 
luUi-ii  Niiiiir,  Hill  /wn  t\  iiul«-ii|«tyiktrii  ;   //„^ »  .r  -  hrnjl/t  ///  l\i,inti'n 
|jjiiilili-,   llaiiii  im:  r!«*  ii  %if  li  att'".  »Irr  t    ulra-ntit  tttuttt  lul'^riidf*  lit'sii/' 
/*//r  ; 

t.     H.tfillllt  Itr      1=  l;:rill«*||r      .l»'!      Ilallr      lansi-u    Hf«'!)     Ih'-    ;Ull   riin'.'.r 
l*r«»/r|il   if.ii  -.Irflrtt  «IiikJi    «iir    I   Mrifirlu  : 


ff .,..      r     II  3  ■    I    '         if   .;  s   I    •  ?i        r 


Ih'll    Iiii||/r^   i*i4,    *ii.    IM    riil'.»|i|  II  lil    ilir     Sj  li  W  tll|,*  II U;*  *'/*lll!    NllIK    «Itr 
llallr  IJrilii    ri,rli. 


:!  !  %  .  %j  II«  N  II  Uli!  Uuj»|H  !|M|if.  ki-iiif  ii)f«liijaf!rrli  Imir.  Ihr 
!K.j»|,i  l|..iir  I  lil  i^r»  Im  h  il»  iii  f  all«',  Hti  \uii  ilrli  IipIi/i'h  ^Nil  dw 
I  iit.  I  j  t*i»  .  ^Im  ,us»i»  h  Uli  Mil«|r  |h|„  I\^,  r|-,^f't)rii  «kuiti  ir,„,i 
iilt.i  ii  ,„  .  i|iP-.rJl«»'  l  Miili^Ji*-  :  |r«|i'  lilirarr  \  rr|«l  tiiltl  li;,:  iltt-%rr  /WIM 
1"  ?ilikfiM|!rji  riil>|*i  irlil  riiP'i  ||P ->:,!lii'lir  ti  LtistiUiJ,,  Ihr  liirrhi'i 
aiifiirJf'iiJr  -^^i  liar  ittll  KIhuJi,;!!!«'»  Iial  «lir  K|;;r|4"»r|iall,  «Li^^^  »Iir 
kaiiirlt  ^»aililiH  II  'Itirrli  -r\\iH%»'  U"^lr  l*tliiklt\  %i»ll  Mfrhlkr  Pulr 
,,;ril4itlil  ,,,.a-iir||,  liallliirli  «lir  \\lll/r!a  «Irn  I  *|rir  litl  HU'».-«\  *^tr  Hl^ 
a,;,,,.^   I,  I    -         i*,    ir._  ,.  -   #,  I  M,    lil    ri^tri*    \tifi«tlii*riili^,    s'nitl   tlir-* 

ihr     \\  iir/.riii      ii«ii     ti..,'^  j  ^  M,i/.,5^  I    '  M,      |*/.u  ,   w„i.ri  m» 

#1.,'  1    I  i.i,     ilir'      \|i'4alii|r     «Ir'l      I%»lr      \Mii     *irlt     >rl|r|i     hiiuI     aUi» 


(bis   auf  1-2   Proz.)     gleich    den    Abständen    der    Knoten    frei 
scliwingender  Stäbe  von  deren  Enden. 

3.  Die  Eigentüne  lassen  sich  mit  beliebiger  Genauigkeit  durch 
Summen  von  Ausdrücken  der  Form  (i)  darstellen  mit  Ivocffizien- 
ten,  die  sich  aus  der  Theorie  bestimmen.  Im  folgenden  ist  die 
Rechnung  bis  auf  j— ^  durchgeführt  für  ni  und  n.  kleiner  als  4-  Die 
so  berechneten  K.langfiguren  stimmen  in  sehr  befriedigender  Weise 
mit  den  genauen  Beobachtungen  von  Strehlke  übercln.  Die  Kor- 
rektionen gegen  (i)  bleiben  stets  relativ  klein. 

4-  Die  Klangßguren  und  Tonhöhen  siimtliclier  35  Obertöne,  für 
welche  m  und  n  kleiner  als  7  sind,  werden  unten  angegeben;  für 
m  und  n  kleiner  als  4  sind  sie  nach  den  exakten  Formeln  be- 
rechnet, für  gTr)Ssere  Indizes  nach  (i),  wobei  jedoch  der  Fehler 
beim  Masstab  der  Zeicimung  kaum  walrrzunehmen  wäre.  Dies 
schien  mir  deshalb  wünschenswert,  weil  über  diese  scheinen  Figu- 
ren durch  ungenaue  Beobachtung  und  theoretische  Fehlschlüsse 
eine  grosse  Anzahl  unrichtiger  Ansichten  in  die  Ijchrbücher  und 
Zeitschriften  übergegangen  ist,  so  dass  selbst  über  die  am  leichte- 
sten zu  beobachtenden  Fundamentaltöne  Unsicherheit  herrscht.  In 
Chladnis  Akustik  erscheinen  manche  Eigenschwingungen  als  Dop- 
peltöne, die  es  nur  durcli  Inhomogenität  des  Materials  und  Män- 
gel der  Beobaclitungsmethode  sind.  Die  entspreciiench^iu  4^^  Ivlang- 
h'guren  sind  von  Cliladni  grösstenteils  erhalten  und,  wenn  auch  nur 
in  i^ohen  Umrissen,  gezeichnet  worden.  Da  sich  die  zum  Hervor- 
bringen einer  bestimmten  Figur  ncitige  Unterstützung  der  Platte 
aus  den  unten  gegebenen,  genauen  Figuren  entnehmen  lässt,  wird 
deren  experimentelle  Herstellung  erheblich  erleichtert,  während 
bisher  über  das  Zustandekommen  irgend  einer  Figur,  besonders 
beiden  hölieren  Obertönen,  im  wesentlichen  der  Zufall  entschied. 

5.  Die  vielumstrittene  Frage,  ob  die  scheinbar  geraden  Linien, 
die  in  vielen  Figuren  auftreten,  auch  wirklich  gerade  seien,  ist 
dahin  zu  beantworten,  dass  dies  nur  für  die  Diagonalen  und 
Seitenhalbierenden,  wo  schon  Symmetriegründe  es  erfordern, 
gilt.  Ausserdem  ergeben  sich  aus  (i)  (angenähert)  gerade  Linien 
nur  bei  Doppeltönen  und  wenn  m  =  11  isl.  Die  Piesultale  der 
Messungen  Strehlkes,  die  vielfach  angefochten  wurden,  stimmen 
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hierin  inil,  der  Ilecimiing  i^eaaii  ii])ereiii ;  die  geringen  Abwei- 
ch uuoeu  dagegen,  die  Streb Ike  auch,  bei  den  Diagonalen  und 
Seitenhalbierenden  gefunden  bat,  ])eruben  auf  einem  unten  zu 
eriirternden  systematischen  Felder  bei  der  Herstellung  von  Sand- 
figuren. 

I).  Die  Tonhr>hen  der  35  Obertöne  stimmen  mit  den  von  Chladni 
gegebenen  innerhalb  der  zu  erwartenden  Fehler  überein.  Sie  um- 
fassen sechs  Oktaven.  In  roher  Annäherung  sind  die  Tonhr)hen 
gegeben  durch  die  Formel 

c>  =  A  \hn'*  -+-  /i*  -f-  \)  (I  —  ijL )  ni~  n-^ 
wo  /;i,  n  ganze  Zahlen,  A,  ix  Konstanlen  der  Platte  sind. 

7.  Die  l)ei  Membranen  gültigen  Sätze  :  «  Wo  eine  Knotenlinie 
den  Rand  trilFt,  steht  sie  auf  demselben  senkrecht;  schneiden  sich 
zwei  oder  mehr  Knotenlinien  im  Innern  der  Platte,  so  bilden  sie 
gleiche  Winkel  miteinander  »,  gelten  bei  Platten  nur  ausnahms- 
weise oder  angenähert. 

8.  In  den  Ecken  ist  die  Lösung  eine  im  allgemeinen  nicht 
analytische  Funktion^  womit  die  Unzulänglichkeit  der  gewöhn- 
li(dien  Methoden  bei  diesem  Problem  genügend  erklärt  ist.  Da  die 
Lr)sung  jedoch  innerhalb  der  Platte  endlich  und  stetig  l)lelbt, 
wenn  sie  auch  nicht  in  eine  Potenzreilie  entwickelbar  ist,  so 
bleil)en  analytische  Darstellungen  durch  Polynome,  Fourierreihen, 
nach  den  Funktionen  {V,nn  fortschreitende  Reihen  usw.,  wie  sie 
unsere  Methode  bringt,  dennoch  möglich  und  praktiscli  anwend- 
bar. 

9.  Parallele  zu  den  Seiten  schneiden  jede  Figur  in  einer 
Anzahl  Punkte,  die  hiJchstens  gleich  ist  dem  grösseren  der  beiden 
Indizes  ni  und  n  und  mindestens  gleich  dem  kleineren.  Andere, 
analoge  Gesetze  gestatten  es,  zu  einer  gegebenen  Klangfigur  die 
entsprechende  Formel  zu  finden.  Sind  z.  ß.  beide  Diagonalen 
Knotenlinien,  so  hat  man  es  mit  w[,,,,  zu  tun,  wobei  m,  ii  beide 
gerade  oder  ungerade  sind.  Ist  nur  eine  Diagonale  vorhanden,  so 
liegt  w  ieder  iv]^^,^  mit  ni  und  n  von  ungleiclier  Parität  (Doppelton) 
vor.  Geluören  die  Seitenhalbierenden  zur  Figur,  so  ist  einer  oder 
sind  beide  Indizes  ungerade  usw. 


10.  Schliesslich  wird  die  Methode,  anter  Anwendung-  von  Poly- 
nonien,  auf  die  schon  von  Ivirchholl'  berechnete  Grundschwingun^'- 
eines  Kreises  angewendet.  Formeln  mit  zwei  Konstanten  geniigen, 
um  die  Schwingungszahl  desselben  auf  j  Proz.  zu  erhalten,  d.  h. 
mit  derjenigen  Genauigkeit,  die  für  solche  \  ersuche  überhaupt 
in  Betracht  kommt.  Der  Rechnungsaufwand  ist  viel  geringer  wie 
bei  der  Kirchhoßschen  Methode,  und  sämtliche  Operationen 
durchaus  elementar.  In  der  oben  zitierten  Ar1)eit  habe  ich  auch 
die  x\.nvvend  barkeit  der  Methode  auf  die  Schwingungen  von  Saiten, 
unter  Benutzung  von  Polynomen  zur  angenäherten  Darstellung 
der  I^osung-,  untersucht  :  l^ei  Benutzung  von  nur  drei  Gliedern 
ergibt  sich  de?'  Fiuidamentalion  der  Saite  auf  drei  Milliardstel 
g'enau. 

Die  empirisclieii  Formeln. 

Nnch  diesen  Ergebnissender  Theorie  hisst  sich  leicht  übersehen, 
in  welchem  Umfange  und  warum  gewisse  empirische  l^'ormehi,  die 
zur  Darstellung-  der  Klangüguren  in  mehr  oder  weniger  rolier 
Annäherung  herangezogen  worden  sind,  ihren  Zweck  erreichen. 
ßs  ist  dabei  zu  berücksichtigen,  dass,  wie  unten  gezeigt  wird, 
Um{^)  durch  einen  Cosinus  bzw.  einen  Siuus  angenähert  darstell- 
bar ist,  ausgenommen  in  der  Nähe  des  Randes.  Ist  die  (^)uadratseite 
gleich  2,  so  sind,  bis  auf  willkürliche  Faktoren,  die  fj(>suugen: 


llini  =  COS  (  7/?.  —  -.- 


y  =  sin  (  in  H-  7  )  T.x. 


Ersetzt  man  dies  noch,  durch  cos  mizx  und  <>h\{m  -+-~)7r.'r,  so  hat 
jnan  die  Funktionen,  aus  welchen  durch  Superposition  Wlieat- 
stone  (^)  Klangfiguren  ableiten  wollte,  wobei  geradlinig  begrenzte 
Figuren  sich  ergaben.  Solche  Lösungen  entsprechen,  roh  ange- 
nähert, den  Gleichungen  (i)  für  m  oder  n  gleich  Null.  Der  Um- 
stand, class  nur  den  Ausdrücken 

cos  TT  .r —  COSTlJKj  QOST.X  -r-  OOi^TZy 

beobachtete  Figuren  ungefälu^   entsprechen,    nicht  aber  cos -.2;, 
cosTTj)/   einzeln,  wie  es  nach   diesem   Superpositionsprinzip  sein 

( ' )  Gh.  Wheatstone,  PhlL  Trans.,  iS33.  —  Vgl.  Lord  Uayleiuii,  Sound,  §  'ITi. 


sollte,  liisst  genügend  erkennen,  dass  es  sich  hier  nur  um  einen 
in  besonderen  Fällen  anwendbaren  Kunstgriff  handelt.  Um  so 
merkwürdiger  ist  es,  dass  auf  Grund  dieses  iinlialtbaren  Prinzips 
bis  in  die  neueste  Zeit  die  exakten  Versuche  Strehlkes  von  expe- 
rimenteller und  theoretischer  Seite  her  als  ganz  unrichtig  bezeich- 
net wurden.  Insbesondere  glaubt  R.  König  (^)  aus  ganz  unzu- 
länglichen experimentellen  Ergebnissen  die  Geradlinigkeit  der  den 
Seiten  parallelen  Knotenlinien  behaupten  zu  kr)nnen,  wie  es  das 
Superpositionsprinzip  verlangt.  Indem  er  die  Grundgleichung  für 
einen  solchen  durcli  geradlinige  Knotenlinien  begrenzten  Bereich 
(also  mit  der  Randbedingung  :  V^erschlebung  gleich  o)  integriert, 
glaubt  S.  Tanaka  (-)  allgemeinere  und  strengere  Forniehi  zu 
erhalten.  Dies  ist  aber  schon  deswegen  nicht  der  Fall,  weil  ilber- 
selien  ist,  dass  eine  Randbedingung  die  Lösung  gar  nicht  be- 
stimmt, so  dass  Hr.  Tanaka  aus  der  unendlichen  Reilie  m(*)glicher 
Lösungen  eine  unrichtige  herausgewählt  hat,  wie  es  die  Wahr- 
scheinlichkeit ja  verlangt,  hätte  er  statt  Produkten  von  Cosinus  und 
Sinus,  Produkte  der  Form  Um(^)  iirt{y)  angesetzt,  so  hätte  die 
Lösung  eine  wesentlich  höhere  Approximation  dargestellt  (we- 
nigstens bei  Doppel t()nen  und  für  ni  =  ii). 

In  seiner  «  Theory  of  Sound  )>,  §  !22()  IL,  hati^ord  Rayleigh  die 
Wheatstonesche  Untersuchung  weitergeführt.  Er  geht  aus  von  der 
Bemerkung,  dass,  wenn  das  Verhältnis  u  der  Querkontraktion  zur 
Längsdilatation  gleich  Null  ist  (was  allerdings  bei  keinem  be- 
kannten Körper  zutrifft),  partikuläre  Lösungen  des  Problems 
existieren,  die  von  einer  Koordinate  unabhängig  sind,  und  einfach 
den  Schwingungen  elastischer  Stäbe  von  gleicher  Länge  wie  die 
Quadratseite  entsprechen,  also  den  Funktionen  Uf^t^^c).  Dabei 
ergeben  u,}i{x)  und  u,n[y)  natürlich  dieselbe  Tonhöhe;  sie  kön- 
nen zu  den  Ausdrücken 

verbunden  werden,  welche  in  der  Tat  eine  Reihe  von  Klang- 
liguren  auf  i-a  Proz.  genau  darstellen.  Allerdings  ist  die  Forde- 
rung der  Theorie,  dass  diese  zwei  Schwingungen  gleiche  Tonhöhe 


(1)  H.  KöNio  (Paris),  Pogg.  Ann.,  t.  GXXII,  iS6/|,  p.  238. 
(-)  iS.  Tanaka,   Wied.  Ann.^  t.  XXXII,  18S7,  p.  670. 


habeil  sollten,  tatsäclilicii  aiclit  erfüllt,  und  es  existieren  die 
einzelnen  Schwingungen  aru{x),  bzw.  Uni{y),  nur  im  irrcalisier- 
baren  Falle  u.  =  o.  In  Wirkliclikeit  liegt  liier  jener  Spezialfall  der 
Formeln  (i)  vor,  wo  der  eine  index  gleich  Null  ist.  Der  GrLindton 
der  Platte  (m  =  /i=^i)  wird  hierdurch  niclit  dargestellt.  Lord 
Rayleigh  setzt  dafür  den  angenäherten  Ausdruck  xy^  der  in  de 
Tat  mit  (i)  ühereinstimmt,  und,  wie  sich,  zeigen  wird,  von  der 
richtigen  Lösung  nur  wenig  abweicht. 


r 


Das  Variationsproblem  und  die  Grundgleichungen. 

.  Sei,  wie  oben,  [7.  das  Verhältnis  der  Qiierkonlraktion  zur  Längs- 
dilatation, welches  nacli  Poisson  {,  nach  Wertbeiin  ^  sein  soll, 
und  jedenfalls  zwischen  o  und  i  liegt;  sei  ferner  E  der  Elastizi- 
tätsmodule), 2h  die  Dicke  der  Platte,  dann  ist  nach  KirchboU 
die  potentielle  Energie  der  Platte,  vorausgesetzt,  dass  die  Ver- 
schiebung u  {xy)  senkrecht  zur  Ebene  der  Platte  klein  bleibe  : 

Die  kinetische  Energie  wird,  wenn  p  die  Dichte  l)edenlet, 

woraus  sich  durcii  Anwendung  des  Hamiltonschen  Prinzips 
ergibt 

^      Ot^       3(1— ir-i)  '        \        üiT-^       Oy^ 

Hat  man  es  mit  Eigenschwingungen  zu,  tun,  so  Ist 
u  =  s\n2T.v(t  —  t^))  (r(^,  y) 

ZU  setzen;  dann  ergibt  sich  die  DilFerentlalglelcbung 
(3)  AA«.  =zX«., 


(1)  In  Kirchhofls  Bezeichnung  ist  a  =   -,   E  —  2  K -Ü^. 
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WO 

I'2  7c2v2(l—;j.'i)p 


(4)  A=' 


E/r-J 


A  wird  durch  die  Integration  bestimmt;  die  Gieichimg  (4)  ergiiji 
dann  die  Anzahl  Schwingungen  pro  Sekunde  v.  Die  Randbedin- 
gungen selbst  findet  man  durch  die  Variation  von  v.  Den  Faktor 
sin  27zv(^t  —  to)  kann  man  natürlich  abwerfen  und  erhiilt  für  eiiK^ 
Seite  des  Quadrats  senkrecht  zur  ,r-Achse 

Ox  \  öx-  dy-  1  dx-  dy- 

und  ähnlicli  für  die  Seiten  senkrecht  zur  j^-Achse,  durcli  Ver- 
tauscliung  von  x  undy. 

Bei  den  hierl)ei  nötigen  Umformungen  und  partiellen  Integra- 
tionen längs  des  Randes  tritt  an  den  Ecken  desselben,  wie 
H.  Lamb  (  ' )  zuerst  bemerkt  hat,  ein  Glied  der  Form  r^ — —  otv  auf, 
aus  welchem  die  weitere  von  Kirclihoff  nicht  bemerkte  Bedln- 
g'tf'f^g  sich  ergibt 

<^'-^  t^  -IM. 

(())  - — r-  =  o  111  dc^w  Ecken. 

dx  dy 

Der  Stabilität  der  Platte  entspricht  es,  dass  der  Jntegrand  von  (i) 
eine  stets  positive  Form  ist  (-). 

Ähnlicli  wie  beiden  Schwingungen  von  Membi^anen  hissen  sieb 
diese  Gleichungen  ohne  weiteres  zu  der  Forderung  zusammen- 
fassen, es  soll  das  Integral 

unter  der  Bedingung 

(  8 )  /    /  (P-  dxdy  =  a^  ge<;ebene  Grösse 

(^)  H.  Lamb,  Lond.  Math.  Soc.  Proc,  t.  XXI,  1890,  p.  70. 
(-)  Nämlich  als  Funktion  von 

«T-w  ,  (T'w 

-— r  ~  u  und  -T— :,  =  t' 

ÖX'  ()y- 


(<) )  /     /    I  -''  "TT  ^  "TT  -1-  •  .  •  ~-  •^'  A  (v  o(T' )  c/.r  dy 


möglichst  klein  werden.  Denn  nacli  bekannten  Sülzen  der  Var 
Llonsreclmung-  hat  man  letzteres  Integral,  mit  einem  konstani 
Faktor  —  A  multipliziert,  zu  (^)  zu  addieren,  und  nunmehr, 
willkürlichem  otv  zn  variieren,  woraus  sich  ohne  weiteres  < 
Gleichungen  (3),  (5)  und  (G)  ergeben.  Aus  dem  \  erschwind 
der  ersten  Variation 

folgt,  wenn  man  insbesondere  oiv  =  ecv  setzt,  wo  z  ein  unendll 
kleiner  konstanter  Faktor  ist,  die  Gleichung- 

/     /      'm  T~^  )   "'■"•*• —  ^'^^  ^^'"    ^^  ^h'  ~  ^  1'*'^'  *^'  ^^  gcsiichic  [.<').sutig 

also 

Min  im.  von  J        J(  (p  ) 


ganz  ähnlicli  wie  l)ei  den  Membranen  ( '). 

Ein  wirkliches  Minimum  liegt  nur  vor  Ijclm  Grundton  r 
welcher  dem  kleinsten  Wert  von  \  entspricht.  Will  man  für  d 
näclisten  Oberton  tr<,  dem  der  Wert  a,  enlsiu'cchen  möge,  < 
wirkliches  Minimum  erhalten,  so  hat  man  die  weitere  Bedingu 


(7U 


/     /    (i^'o  (if'i  clv  dy  — 


hinzuzufügen.  Man  hat  dann  zum  Inlegranden  von  (9)  nocli  ( 
Glied  A'(roO(r,  zu  addieren;  fürocp,  =:o(r^  verschwindet  dassel 
nacfi  Voraussetzung,  und  es    bleibt  wieder   die    Gleichung  (u 
diesmal  für  a,  gültig  (-). 
Der  Ansatz  oiv^ 


und    dieser  Ausdruck   ist    gleich  Null.    Dies  folgt  aus  der  Var 
tionsgleichung  (9)  für  a'o,  wenn  o\v  =.  etr,,  <r  ==:  ü'o  gesetzt  wi 

(')  Vgl.  2.  ]i.  Riemann-Webku,  Die  partiellen  Differen (lalf>ieichun qcii  i 
Physik,  t.  II,  §  ÜG  fr.;  Braun  schweig,  1901. 

(-}  Vgl.  Lord  RAYLEroir,  Theory  of  Sound,  %  'lU. 


ntiil  (i  i)  l)eriir;lvsi(^!iügl  wlnl.  Die  Gleicliimg-en  (3),  (5),  (6)  blei- 
IxMi  also  uni>e;in(l(Hi. 

Für  den  ÜUcrlou  sv,,  i>ell.on  ebouso  die  a  ürlliogoiialitüLsbedlii- 

/     /   {vj,  (Lr:  (Jy  ■=:  (f^  j    j   iv ,i  ix\^  dv  f/y  =z  o , 

I     I   <^'//  <if'i  d,r  (iy  =  (),  . . . ,  /     /    (r;i  (V'„-.i  dx  dy  :=  o, 

\\(d)ci,  falls  incdirlardH^  Trmo  vorliogea,  jede  der  linear  imabhäni;i- 
i^tui  S(di\\  iiiginigcui  iv/,  die  zu  dein  Ton  gelniren,  zu  berücksielitigen 
sind,  l^'iir*  irgcind  z\N(^i  S<di\vingiuigen  \v,u-,  iV',/,  die  zu  verscbie- 
<lcnen  1  gebin^en,  gill.  also  (li(^  Orlbogonaliliilsbedingung  : 


/■  /■.. 


,  (V',j  dx  dy  =  (>. 


f)ie  Mininunnsrordei'ant;'  (j)  und  (8),  milder  wir  es  im  folgen- 
den zu  tun  baixui  werden,  ist  (^rsielilli(di  nur  eine  al)geänderle 
l^'orm  d(^s  I  laniillnnscdien  Prinzips. 

Die  Integrationsmethode. 

I)i{^  neu(^  Methode  zur  lj()sung  von  Vnrialionsproblenieu,  di(; 
w  ir  nun  anwcniden  N\(dlen,  gcdil  aus  von  folgeuibnn  liiterpolatioiis- 
/)f'()hlrt)i  : 

ScMen  'h^{x,r),  ^l.{x,y).,.,  ']/,/( ./.\j)  .. .  eine  Reilu;  von 
l^'nnlvlionen,  die  wir  (was  hierzu  s(dl)Sl.versliiudli(di  ist,  um  belonl 
zu  w(M'd(!n  )  als  sl(4ig  (n(d)sl  <l(m  i.,  :>,.,  ').  und  4-  r)iiTerenlial(|uo- 
lieulen)  innerhalb  dei*  IMalle  annehmen.  Wir  bilden  den  Aus- 
di'ucdv  : 

il'l)  H'//  —  <(\  'r'i  -I"  ''/■j'i^s-!'-  ••"-'•  ffn'\ti 

und  fordaru,  es  sollen  die  ((,i  so  hestiuunt  werden  hei  ges>T.be- 
i/eni  n,  dass  iv,i  tuöf>'Uehst  wenig  von  einer  der  gesuchten  Funk- 
f innen  w,  die  das  System  (:>),  (5),  (b)  l)efriedigen,  innerhalb 
der  Platte  alnveiehe.  Wiire  «v  numeris(di  gegeben,  so  bige  hier 
ein  gevv(")hnlicb(is  Inlei^polalionsprobleni  vor. 

I)ass(dbe  istinsofeiMi  utdK^siinnnl,  als  man  eine  <(  nH")gliehsl  gule 
Viuiühernng  *>  in  vers(dii(tden<»ni  Simie  aullassen kann.  Eine  genaue 


tirr  [HJti'Utit'lb'U  l\iu'ri:ii' \«»ii  ihri'iii  r\,iklt'ii   Wnlliriiü   iui 
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)     ' 


I 


♦  t     ,     -'  •'  li  . 


init'r  iit'r  /ii'tiifii:iiin 
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Niiil  tut*  tif    stt    zu   Wiihi^'ii,  »iii\i    f/iiv    /##/*', -1*1/  it^..,  itfii^ 

ait^tit  /,fi  fr«»rff'riicii'it  liriliitutiii;.:i'u  ■-f'iitigt*ii, 

rntrr  ICiufuluiiii-  drr  1  l»t't%.iiiiiii-ii  ^   l\Mii>.|..iiilfii 


III. 


t  ns  ^^  iij  ?, 


/    / 


*M-  **|      ♦*.! 


^ntn  "-   /ff«  ?i 


I     /    'f 'II  'r  ti  *^-''  */r- 


^  t  ..  ^       •  '    /    •;     V..  ;    ■'    '<'...         '    »*        s  ^' 


'/ 


l ,  ■».   .  . . ,  /K 


i  \\vu-\imv^rn  Ulf  «It«'  ^/|  inu^H  \  eTHrliu  iutiriu  uuraus  sich  /.|^  als  rin«* 
tirr  Wur/rlii  i-tiiiT  rtlririuiii-   /!"■"  ih\iiU'^  fi-ihu  luul   ai('  e/,  Ihn 
auf  riiini  /uii,irliH|  u  illkurlirlM^iu  iiarhlirr  aus  t  i  J  i  7.u  ht^Ntuumrii 
,lrn    t'akl*»r    f.r.tnniiit     u.n'tliMi.    .Itnlcr    \\  ur/.rl   X,;    rnlNiUnrlit  tMU 

Sx^li'iu  dvi  a,.  r»ri  rim-r  iiai'liHl  lii»hrr«'ti   \|t|jri>\iiiiati<»n  u'„  ,|  ,  hum! 

f.'s  :i'i\:i   M^  h   iiiiii,   ritus,   uv/i«    rfidü-tiit*  'l^  ^'^v'/^'/zr/  nv>////, 
i/#7'  M.  ri/i^J/*  /!#'    li/%*//'i/rA  I  r'  I  in  tit-r   Tal  eine  .iftnaheniht: 
ttn   iiie   .;*•%//* /i/r   /,*ni//i-    iinfsieHi,   ivrir/ie  mti    n'irrhsr^Hirni  ff 
sirii   ^i!ii*e"fi-ii    i   veiiN-sxrri.   mi  ila^^  slvU  riii   kuiu rt-fiil«'-.  \  «t 
f.thrrn  *•!  'iltl , 

\\  II    hriiMlilf'u  /Jitiai'i^Hi    ili'n   r,nindtu.u    iukI    waUh'u  iltnnriU 
-.j.rr,  hriiil  In  I  frilrr    \ |*|.rM \ttHat inli   iHr   kl.'UisIr  ilrr  W  ur/rlu  d^t^r 
lh'|iTtiHiiaitlrau!rir'!tt|ii|,:.   Ilivi'irlmrn  uir  luit  r/^r«  ilas  lulah*  ih.t-=' 
trrrirli.it   Mm  ii'ii  III  l«»»/u,^4  all!   die  H; 


'l  .  */.! 


it   ,  ii"  %%  «  I  */r  </i 


H..T  -lii.!  ..l..r   u.-»-«»  .lt.-s.-ll...|»  >(I.t..^s,-  i»,.^ll<h.  ui.-  «ir  si,.  im 

.,  .i.H.ii.t ..  >  a»iri.  /„.  •;  .lu..!, ./  Ml  .TM-i/.M..  wi.-.i.T  i.i  */,. 

.i...  lar.H.l.-  U.-.t  \M..  .!„'/.  .ui'i  u*-<m  //  v..,.li.t.  nitiu.it  .li.-.-r 
kl.-m>.l>-  \\<tt  l..rl«.»!it.-».t  ..h.  ...i.-r  v\.-iuj;H!rit-,  uiruiaK  /.ü.  1  ).i 
uunal...  .1  ui.a.l„.  vu.-.a.ra  iMUH-rkl.  [...Mtiv  sin.l,  s.,  h.il..'»  'li.' 
/„  ,ut.-  unl.-irr.i.-n/./.  a.T  .ir  I..-lirl.i|4  nahe  korum.-u.  Soll  hin, 
,l„'u'  (,,;■»:■-  >„,!  .t.m  >  -/''^  <,nin,lh,m-<  :.tn.,„u>u-nßill<-n .  s» 
,ni,su„  u7?    „//.«/«/////.■•!<,  s„s^ahl.-H.  >l.isK  iluich  viiu-n  Aus 


Platte  beliebig  genau  darstellbar  sei;  eine  Forderung,  die 
durch  Polynome,  Fourierreihen  us^v,  befriedigt  ivird.  Dann 
kann  lim  A;^  von  dem  kleinsten  Wert  von  ija  für  belie[)ige  iv  nicJil 
verschieden  sein,  und  wir  erhalten  eine  Reihe  von  Funktionen  iv^ , 
<^2^  <^'35  .  .  .  f^'ti"  die  J  gegen  seinen  Grenzwert  konverglerL.  Daraus 
folgt  nach  den  Untersuchungen  von  D.  Hubert  ( ♦ )  und  B.  Levi  (-), 
dass  die  ivi  gegen  die  gesuchte  Grenzfunktion  konvergieren, 
von  gewissen  Punkten  vielleicht  abgesehen,  die  hier  ohne  Inleressc 
sind  (^). 

Nimmt  man,  statt  der  ersten,  stets  die  :;(V6'//e  Wurzel  der  Deler- 
minantengleichungen,  so  gelangt  man  zum  ersten  Ober  ton  usw. 

Die  Randbedingungen  (5)  und  (6)  sind  um  so  genauer  erfüllt,  jr 
näher  a,/  seinem  Grenzwert  liegt.  Gleiches  gilt  von  der  Dillerential- 
gleichung.  Dabei  ist  jedoch  zu  bemerken,  dass  die  üitvvi(dve  hingen 
nach  Polynomen,  Fourierreihen  usw,  stets  nur  eine  bestinimle 
Anzahl  gliedweiser  Differentiationen  zulassen,  so  dass  (was  aiicli 
wirklich  der  Fall  ist  für  die  unten  zu  betrachtenden  Entw  iekclungeji 
nach  den  Umix)  Uu{y))^  sie  möglicherweise  gar  nicht  drei-  und 
viermal  gliedweise  differentiierbar  sind,  und  daher  durch  Eiiisclzen 
in  (3)  und  (5)  Jiicht  verifiziert  werden  können.  Es  ist  eine  all- 
gemeine Eigentümlichkeit  interpolatorischer  Funktionen,  dass  si(? 
um  die  darzustellende  Funktion  hin-  und  herschvvanken,  \\m\  i\\vv. 
sukzessiven  Dißerentialquotienten  bei  gegebener  Gliederzahl  eine 
immer  schlechter  w^erdende  Approximation  geben,  die  l)ald  ganz 
unbrauchbar  wird,  was  dann  der  Divergenz  der  Reihen  entspricht. 
So  stellt  der  Ansatz  I,  p.  267  zwar  die  Amplituden  iv^  nicht  aber 
deren  zweite  Differentialquotienten  befriedigend  dar. 

Entwickelungen  nach  Polynomen  genügen  stets  den  gestellten 
Anforderungen  ;  man  kann  also  bei  jeder  Form  der  Platte  für  ^\i 
den  Ausdruck  x'^'f  setzen.    Denn  da  jede  licliebige  Funktion 


(M  D.  HiLBERT,  Math.  Animiert,  t.  LIX,  ii)o'.>. 

('-)  ß.  Li:vi,  Bendiconti  clel  Circ.  mat.  dl  Paternio,  i.  \\U,  i<)o(i. 

{'•)  Diese  Punkte  können  überall  dicht  liegen,  aber  nm-  so,  dass  sie  l)ci  einer 
Integration  der  Funktion  über  jedes  beliebige  Bereich  oline  Kinlluss  bleiben.  Hei 
den  Fourierreihen  und  andern  für  die  '^^.  in  Betracht  kommenden  iaterpolato- 
rischen  Funktionen  sind  die  Koeffizienten  aber  durch  Integrale  gegeben,  auf 
welche  die  singulären  Stellen  somit  ohne  tCiriHuss  bleiben;  die  Reihen  nehmen 
daher  in  solchen  Stellen  den  aus  der  Stetigkeit  folgenden  Wert  an,  d.  b.  Funk- 
tionen mit  solchen  Singularitäten  sind  als  Gren2^verte  ansgeschlosscn. 


ilu's   j||siH'*«ulMlri  r  für  fl»'ll   /Ur}{r|.J    U  1  irci'rnt  Uiln  üul  iru  tt'U  «•iliri'!.;!'- 
I  hfirhlclHrlirii    I  »r»ll  }i ;,;  im;:,f  II   .::«"fuiul . 


WM      ,A  Islt'Uii'f  al'*    |t'»l»'   Iti'lii'iii:;«'  /.thi  ufiiUK'lit  wrrttiMt    kamt   tur 

«  ■■  «        I  ^ 

HU  \uii   1  ,j      li-:«  1»«'  '  ^"it»"  ^««11     .,;  •■ill  :    luiT  Ii.iIh'Ii  uir   al^o  «'mm   au 
;;riialM'lif'li    r.  tlMiMiiH.il.jtf^ilnirk   \^ni  J'''-  J'  •,  i!«*r  /u  rillia  t  jlillrr'füll 
H'fi..ti'  t^l.    t  H*  i't    *  '.  jii*  li  »iri'iiiial  i'4,  lialtul  \i>li  jfrr  \,iltir  \inij     » 
iltfT  4tn'!i  ^uiii   '-iHS,  .ilillf-n  lii,l*'f|.i»laln»u-'*HiHiluH  aU.     Um*--.  Lih'^I  '^irli 
.ilutr  '«r!f«'i  i--'-*  au!    1  iiuLf  i*  »in'ti  mt'ii!  «'r«*i-  \  a|-ia!t«'!u  aU'=.tli'iin<"ii . 

i  Ih  Mli«l  Ht»"  m!I  1  .Hiiin  HMlirji  «litlrri-lllili'l'har  mimL  lialiut  \h!I 
.uia|n'.!rii  I  iii  hI  ,i  tfl» 'it  al»,  \\  U'  '-«ir  imh'ii  ln-i  «Im  l'Jit«  H'ki'luuurn 
ita*  li  ili'li  II...     I     ,   «•;     ^    '  /**    lir%|»ri'f  lirii  ^rm    wri'jlrii. 

l-^t    tlir   \  ai  l.iliMit   *,ir    Nrlli'4    i,:r%\is%^'n    llvtUuVJUKlt'U    miU'rw^nU'H 
%\A''>   li»'t   .'lllr;  »'^l'.itltilr'li   I'l.iih'll   *lr|    l'all    l'»l.    Wtä  aill    Ii4l}»li" 


V.I-III  filli-.'*n  '■•*  lliir'-^*fli  allf  'Ij  tlli"'^!'  |lr«liii;.;lMi;i*'li  i'lhillrll.  Ihrsvn 
fall  liatfi-  H  li  ili  tii'i  r-{|i{„;.i|igH  /jltiTltn«  \rl»f'll  r'i|i|4i»firtlii  1h- - 
-prurlirii, 

JKi*."»  tili"  IUI  !ir,„;«-iii|i'  \|fliitti|f'  ,111*  li   all!  \tt*!«"  an*!r'ir   |*rMhl**lu«'. 

l!|%|ir>»*||t|iTr     .i  li!    I  tlf  !♦  1^»"«  ti  llt "» ji|l  »li!r||ii%     ifir'     |.J    *4<iH    aU-n    vltH^V 

\Iiliiiiitiiir'4Miiiruiii|„;  .tlil*-ill»ar  -aittl ,  ait;;f'U  rmlrl  urulrn  kaiiu, 
hiatir-lil  katiiii  *-rivaitiil  /ii  H«'itlrii.  I''s  t-if  titiii  /«  /ft-nu  tlann  %|r 
III.  h  Hiikiti  lt.    Iifi    ::rr'i-nrlt'i    \\  ab!   4rr-ltf.    niiiiirTiMJi    hraurlihar 


28o  OEUVRES  DE  WALTHEU   RITZ. 


Entwickelungen  nach  den  Eigenschwingungen  von  Stäben 
mit  freien  Enden. 

Die  Amplitude  u(x)  eines  an  beiden  Enden  freien  Stabes  genügt 
bekanntb'cli  ( ^  )  der  Gleichung- 

und  an  beiden  Enden  den  Bedingungen 
d-  u  d^  u 

woraus  sich  u  als  eine  Summe  trigonometriscber  und  hj|)erboli~ 
scher  Funktionen  ergibt,  während  k  Wurzel  einer  bekannten 
transzendenten  Gleichung-  ist.  Jeder  Wurzel  //;,  derselben  ent- 
spricht ein  Eigenton  Um.{x)^   und  es   gilt  die  Orüioi^onaluäts- 


/  Uf,i  u,i  der  =  o         fii 


( 2'.>.)  /  Uf,i  11,1  dx  =  o         tiir         m  ~/--  //, 

das  Integral  über  die  Länge  des  Stal)es  erstreckt.  Um  <lie  Sym- 
metrie Verhältnisse  gehörig  hervortreten  zu  lassen,  wähle  nuui  als 
Anfangspunkt  ^  =  0,  die  Mitte  des  Stabes;  ferner  besiimn^e  man 
den  willkürhchen,  konstanten  Faktor,  mit  dem  je(h3  L()sung  noch 
multipliziert  werden  kann,  durcli  die  Bedingung 

( i>.3 )  /  ajf^  diG  =.  i. 


/"''■ 


und  setze  endlich  der  Einfachheit  halber  als  Längeneinheit  d\c 
halbe  Stablänge  an,  so  dass  x  =z  ±:  i  die  Koordinaten  der  End- 
punkte sind.  Dann  ergeben  sich  für  die  Um^  wie  man  leicht  fmihu., 
die  Ausdrücke : 


(1)  Zur  Theorie  der  Sclnvingungen  freier  Stäbe  vgl.  man  z.  B.  Lord  Uayi.kkui. 
Sound,  §  160  (r. 


(•>, 


Für  i:'ri'*i^i''  ni : 
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I  ^'-^ 


^/m 


mit  der  Nr'in%tii,^*uiii;^/.«ht  \itll  i'iu/nlViliri*JU  Inn   wclrlirii  rlrr  S 

i;(*r'a«lliuin  l»i*-i!»i.    1  hf  \uU\riittt,i;kril  ili<»Hrr  Kiiifuhnm^  wird  «^ 

<iruu«lluti   tiui    /wrt   kiiiitrujiimklrii;  alli;-riiHnu   »il»i  jrilrHiu.it 
hulf\  ?id  tili'   \ii/4l«i  »li-r-  t\ii«ilfni}iuiiklt*  iliT  fu!H|i|-iM'hrii«t<'li  Sriiv 
j;iuif:   an.      I*h*    NfluuiiL-inn;   i4    i*inr    itrraiir    l^'unkticni    \«m   .r 
«^rraslf  //i ,  riip^  titi;,:i'iati»'  liir  iiin:f*i".Hlr  ///. 

IHr    W  iir/riii    /..t.  /.i>   /»ri*    »..   ^*»tt  lau;;/»,«    ^^    i8i«g/»i«  •     «*  iHi! 

Vt>u  i  ^»  ]     v.    mir    fii    ilrr  li'"*'  Slrllr  irrHrliirilfiu   /*  li  llurli  wriii 

Dir   \\  iii/.r|li  /.  5,   /»,./.,...  .    \i»tl  taiiu  Xrn        tilnf/«,    ■  ■  *»  HilMl 

.1  --^  ",        * 

\ll|4**tii»'iii   ^'4  Im  i/<  ,    '  i  aiil  l'iiiil' Sfrtlf'it  ^«'Uau 


Für  m  >-  2  ist  auf  vier  Stellen  genau 


('2<S)  Um{0C)  =  COS  f  ~  —  y  j '  ' ' 


ni        I  \ 


für  gerade  m^  und 

(•29)  U,n{cc)=?>\ 


^'Kf-l 


ni — I  . 

(—1)    -      $\)  K-   —  -  j  TZX 


n --l-x-^ y-^ -i— 


für  ungerade  in. 

Die  hyperbolischen  Teile  sind  für  kleine  x  um  so  kleiner^  als 
ni  grösser  ist;  für  qualitative  Betraclitangen  kommen  sie  nur  in 
der  Nähe  der  Endpunkte  in  Betracht,  und  es  reduzieren  sin!»  die 
Um  auf 

cos  im —     und      sin  (  ;??  — 

Infolge  von  (22)  und  (28)  lassen  sich,  wie  l)ekanut,  (h'(^  Koef- 
fizienten einer  Entwickelung 

i  3o)  f{x)  =  AoMo-4-  Ai  ?ii-J-.  .  .-h  A,„ff.,n(x)  H™. .  . 

durch  MultipUkation  mit  ?/„,  und  Integration,  wie  Lei  den  Fourier- 
reihen,  bestimmen;  es  ist 

C^^'  A,;^=j       f(^)u,,(x)dx. 

Schreibt  man  dies 


il  ^<"^'" 


und  integriert  partiell,  so  wird,  da 
verschwinden, 

und  weiter 

A„,  =    '    [/"f^l"'  _  i   r"*  ^»  du,,, 


|li      '  Ulli    i    \*  i     1»'H  lih.ii    lilrilil    tiir   jf'fit''-    ///  ,     tun!   f\j 
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ä    1^1        lli       l,.*i»l    I;  V  5  I  i'.il.   /  H  .  *  if,  .    ilii'    //,,^^  *lir    lM'4«'utuukliHürn 
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,,ii,i     4^1    !i    !ii*ijf     th  ...iif.      .,  .|»H  li    tu    *lri    \r|    i'HHT  kutuirrn^ilir 

.lir   .«, nii.fh  -      linlur-isi-   !l|IIri,T'lttiir'rl*,irkril  iU-'i  lirilir«  -.MM. 

\iiii    M3i4     ,il*-i    'liT    1-!iiirlii        Ui    nml    «lir    iMk-j'iMlrn    llr}}*4rtl 
ii.iii„;»  js   ,  1,,'ti   M     Jl     iit^N.ii'li   u.    »MMiu   iji.ui   t-ui$/,r   ♦Irr   r/^   uri'J.t^''^: 
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.u.^H         U>         'Ui        .,i..Lii!Nli    III«  ist     Itri!  jriilt'lrii    l^'unkt  mmh'Ii 

'         '  '  AM« 

I    .     ..  «  »  ^ 


1,  ..i  I  i; 


i.l\     \l!. 


eiiLspriclit,  erkennt  man  wie  praktisch  wiclilig  diese  Einführung 
ist. 

Dass  damit  aber  die  ui  wirklich  zu  einem  vollständigen  Ortho- 
gonalsystem ergänzt  sind,  lässt  sich  nacli  einer  Methode  von  Liou- 
ville  zeigen,  und  ist  in  letzter  Instanz  darauf  zurückzuführen,  dass 
nun  jeder  Ausdruck  (^ ) 

(33)  Ao  «0 -4- Ai  2^1 -+-•••-+- A/«t6/;i 

höchstens  m  Wurzeln  besitzt,  über  die  man  oil'enbar  willkürlich 
verfügen  kann,  durcli.  geeignete  Wahl  des  A/;  dies  war  vo/'  der 
Adjunktion  von  z^o?  ^^\  (mit  keiner  bzw.  einer  Wurzel)  nicht  der 
Fall ;  bei  den  Entwickelungen  nach  .den  Eigenfunktionen  einge- 
spannter Stäbe  ist  keine  Adjunktion  notwendig  (und  möglich),  weil 
der  Grundton  im  Innern  keine  Wurzel,  der  erste  Oberton  nur 
eine  usw.  hat. 

In  einem  analogen  Fall  bemerkt  nun  Liouville,  dass,  wenn  man 
f\x)  durch  (33)  darstellen  will  und  der  Methode  der  kleinsten 
Quadrate  entsprechend  die  A/  so  wählt,  dass  das  Integral  des  Fehler- 
quadrates 

(34)  /        [/(^)-— Aoz^o— Aiz^i  — .  .  .\^  dx 

ein  Minimum  wird,  man  für  die  A/  eben  die  Formel  (3i)  erhält. 
Ist  («oWo-t- <r^i  U\~\~.  .  .-{-ctniUm)^  das  totale  Differential  von  (33) 
nach  den  A/(£  =  unendlich  klein,  die  ai  willkürliche  Zahlen),  so 
ergibt  die  Forderung  des  Minimums  : 


\f{x)  —  Ao  Uo  —  Ai  i/i  — . . .—  h,n  u„i\ 
X  [aQ  ilq ■+-  a^  Ui -^ . , . -i-  a„t  Um]  dx  •• 


für  beliebige  ai.  Daraus  folgt,  dass  j{x)  durch  Ao?/o+  •  •  •  min- 
destens w -f- I  mal  geschnitten  wird,  sonst  könnte  mau  über  die 
Wurzeln  von  a^u^-\'...  so  verfügen,  dass  sie  mit  den  Wurzeln 
des  ersteren  Ausdruckes  zusammenfallen,  und  das  Integral  wäre 
positiv  und  nicht  =  o.  (Mehrfache  Wurzeln  sind  als  Grenzfälle 
zu   betrachten.)    Lässt   man  nun   m  unbeschränkt  wachsen,    so 

(^)  Der   Beweis   dieses   Satzes   von   SLiirni  lässt  sich  genau  wie  bei  I^ikmann- 
Weber,  Part -Differential s;l.^  t.  11,  p.  69  führen. 


si'luH'idii  \„//„  '...  •  \.i://,,;  dir  l'*uükl!(»u  fij')  in  einer  unlH'- 
srluaiikt  w.H'liseutlru  Zahl  mhi  Vnuklvn  ;  dir  auL:rnährrlr  l''uukfi<in 
ii^Ziiiii'ii    um    dir   rxaktr    hin    und    lirr.    S<ddirsslirli.    \rr\\and(dt 

sirh  \rt«<i  ■'  ...  iü  rinr  ;:}rirlini.isHt;:  knn\rr^rntr  ludlir,  und 
^/'i.r'i  \i,i/n  \j//$  -,,.  t-.l  rinr  sfrtii:«'  l''nnkti<m  mit  unriullitdi 
\irlru  \tdl|Hinklrii.  Sind  dir^rlltru  i;!<*i«dunassii;  \<Tlril!,  so  isl 
sir  \idl  :  !irsif/ru  Mt»  t/  rin/.<dne*  n.iu!uni;ssirltrn,  stj  Idribl  sir  in 
ktriurn  HrTrirbrn  um  dirsrll^rn  '•  ,  und  liat  ausNrrliall»  nur  vluv 
radlirlir  Vn/ab!  p  \tni  Nullslfdlrn.  hirs  l'^l  alirt'  ni<dit  nn'ij^tiidj: 
tiuin  kunntr,   \idia!d  m     ■  p    *    t/  ist»  tllr  Kur\t* 

*'ti  lrt:rn,  daN*'.  *.ir'  ahrrafl  _t:!rjrlir^  \  ur/rirhrn  liat  wir 
/^'.ri         \|,  ii„        \tiii-     .... 

und  da"*  !utr;4ral  uirdrr  itUHiln   Idirljr  i  da  du*  kirinrn  llrrricln*  atd' 

da'^  \  nr/i'U'lu'u  «dinr  I%utllu'-Hldrilii*n  K  ^-V**/////  /t*i/M'#v*4'/^v"/  ^    V„,  //,„ 

iriVA/i»'/i  4'#'4***'^^  ,/"^  '^"  ■'. 

In  L^an/  rnt^Mrrrhrndrt'  \N  ri'sr  Lih**|  hh'U  nur  ;;*'riL:nrlrn  Slrh«;- 
krjl-^bi'duH^UUivrn  !;rnu;;rndr  I''uidv!uin  /.urirr  \  arialudn  ^/ i ./".  J' I 
iltiirrb.dl»    dr%    \'irir<'k^    „r  *  '   .*'  "     ^     '^*    ruir    absolut    tunl 

^Jririini,i*.'^i;4  k«»iH  rr'p:ri}lr  llidbr 

riilu  trkrbt  liilt 

»      I         .  !  J 
^i   a.  .  \,.5.,j         I  I  J'-  ^,}    i  M,„i  .r  t  Wi,  I  _r  I  i7.r  t/t  , 

«  I  «  9 

t!t»'  /«riiii.il  »;ltrd«ri%r  itarb  J  ittld  V  rblbTiilt tiri't  urrdrn  darf, 
und  «tr  ^"^  "^"^  I  /#?'/#'•  kiiiHer^irrl.  /^/V\' ä'f  i//r  AVi/ir/r/»^r"/////_4% 
#/iV-  it  !/•  /iir  iiii\ri  /*/*M/i/f'i«  fiHn't'inirii  irti/Zr/i .  Wdt'  %ti/.rn  aUu 
i   ii,M  ..  -V,*,..,  ■   r,   I   )        11,,.,    J'  f  «,..  I  I   « 


und  f"'»  :,:rnii;;i'ii  dir'-^«'  \ti*.driirk*^  ihm  uIh'U  S,  '»-'a  uaid  -^jj  htr  dir 
'*.,  -rarlllrit  i''i*i  dn  uii^ris.  <  dririi/ril i-  rrkmu!  ntiin.  dit^s  i  :ia  i  ini 
.dl-r'uirinrii  i$ii  fit  i  iidrr  .iiiial  diHrrrnliirrl  urrdrn  darf,  wir 
M  bt.n  i»brn  lii'ruin.,;rdi«4irii  \uirdr,  d,  b.  dans  zur  llrrrtdujtut^  dir^rr 


Differentialquotienten,  bzw.  zum  direkten  Einselzen  der  Lösiuii^- 
in  die  Grundgleiciuing  und  Randbedini^ung ,  unsere  Ausdrücke 
sicli  nlclit  eignen  werden.  Durch  diesen  Verzicht  ivird  aber  ge- 
rade  die  DarstelLung  der  fjisung  selbst  ivesentlich  vereinfacht. 
Bevor  wir  zur  wirklichen  Bcreclmung-  des  A^^^,/  übergehen,  ist  es 
nötig-,  uns  von  den  allgemeiueu  Eigenschaften  der  L()sung'  (p  (^,  y) 
ein  Bild  zu  machen. 


Allgemeine  Eigenscliaften  der  Lösung. 

Sei  {v{x,  r)  irgend  eine  Funktion,  die  den  Gleichungen  (3), 
(5),  (G)  genügt,  lind  a  der  durch.  (lo)  gegebene  zui>ehr>rige  Eigen- 
wert. Die  Symmetrie  dieser  Gleichungen  und  der  Runder  lässt 
ohne  weiteres  die  Richtigkeit  folgender  Sätze  erkennen: 

\.siiv{xy  y)  eine  Lösung,  so  ist  auch  fv  ( —  x,  -hy)  eine  zu  dem- 
selben A  gehörige  Lösung.  Falls  also  u-  einem  einfachen  Ton  eul- 
spricht,  sind  diese  zwei  Ausdrücke  höchstens  durcli  das  Vorzeiciieu 
verschieden  (welches  durch  die  (Bedingung  ((S)  nicht  festgelegt 
ist),  d.  h. : 

Einfache  Töne  entsprechen  Funktionen^  die  in  bezug  auf 
jede  der  beiden  durch  den  Mittelpunkt  des  Quadrates  gehenden 
zu  den  Seiten  parallelen  Achsen  entweder  gerade  oder  un- 
gerade sind. 

Mehrfache  Töne  können  stets  aus  ebensolchen  Funktionen 
linear  zusammengesetzt  werden. 

Führt  man  ebenso  die  Substitution  ^  =:j^' ;  y  =  .// ;  w[x,y) 
=  iv'  (x^T  r')  aus,  so  ist  in  bezug  auf  die  neuen  Variabeln  die 
Form  der  Gleichungen  ungeändert  geblieben;  w^(x'^y)  muss 
ebenfalls  eine  Lösung  sein,  die  zu  demselhen  ).  v\ie  ^v  (x^  y)  ge- 
hört, und  sich  bei  einfachen  Tcinen  von  fV' (^*,  y )  nur  um  das  Vor- 
zeichen unterscheiden  kann. 

Einfache  Töne  entsprechen  also  entweder  in  x  und y  syni- 
nietrischen  oder  in  x  und  y  antisymmetrischen  Lösungen: 
d.  h.  im  ersteren  Fall  ändert  sich  w  nicht  bei  Vertausch ung  von 
X  und  y]  im  zweiten  ändert  es  sein  Vorzeichen. 


Mehrfache  Töne  entsprechen  Summen  solcher  Lösungen. 

Dies  bedingt,  dass  wir  bei  den  Entwickeluns-eii  nach  den 
Uni(x)u,i{y)  uns  darauf  beschränken  können,  die  diesen  verschie- 
denen Symmetriebedingungen  genügenden  Lösungen  einzeln  zu 
herücksichtigen.  Ist  iv  gerade  in  x  und  iny,  so  werden  nur  gerade 
Uni(x)^  Ufi(y),  d.  h.  gerade  m^  n  auftreten.  Ist  es  ausserdem 
symmetrisch,  so  wird  A^^/i  =  A;iw, ;  im  andern  Falle  A„i//=  —  Anm- 
So  werden  wir  zu  den  anfangs  besprochenen  EnUvickelungen 
nach  den  ^Aggregaten  Um{''^)  Un{y)  d=  Un[x)  Um{y)  geführt. 

Über  den  Verlauf  der  Knotenlinien  lässt  'sich  folgendes  fest- 
stellen : 

1.  wenn  sich  zwei  oder  mehr  Knotenlinien  im  Innern  schneiden, 
so  bilden  sie  nicht  notwendig  gleiche  Winkel  untereinander,  wie 
man  nach  Analogie  der  Schwingungen  von  Membranen  erwarten 
könnte  ; 

2.  ebensoweniii*  steht  eine  den  Rand  schneidende  Knotenlinie 
Immer  senkrecht  auf  ihm. 

Zinn  Beweis  entwickle  man  in  der  Nähe  des  betreffenden  Schnitt- 
punktes iv  nacli  l^otenzen  von  x  und  y.  Für  den  Fall  zweier  in 
x=:o^  r=o  sicli  schneidender  Knotenlinien  ist  ausser  tr  =  o 
auch  divjdx  =  o,  div jdy  ■:=.  o  für  .x  =  o,  y  =.  o  zu  setzen  ;  also 
f,v  =z  ax'^-\-  2  hxy  -f-  cy-  +  ci! x^  -f-  ...  Bei  Membranen  ist  nun  di(^ 
Gleichung  A(v --)- A- (P  =  o  identisch  zu  erfüllen,  woraus  für  die 
Glieder  niedrigster  Ordnung  folgt  a,  -\-  h  ■=.  o\  dies  ist  aber  die 
Bedingung,  damit  die  zwei  durch  ax-  -h  i  bxy  +  cy-  =  o  definier- 
ten Geraden  sich  rechtwinklig  schneiden.  Bei  Platten  dagegen 
bringt  die  Gleicliung  AA(P  =  /c-  iv  die  Glieder  j)i^*^^'  Ordnung  mit  den 
Gliedern  m  —  4^''''  Ordnung  in  Zusammenhang;  insbesondere  blei- 
ben die  Glieder  zweiter  und  dritter  Ordnung  ganz  willkürlich;  die 
Ivnotenlinien  können  sich  unter  beliebigen  Winkeln  schneiden. 
Wenn  die  Winkel,  wenigstens  bei  Rechtecken,  dennocli  meist  90" 
betragen,  so  liegt  dies  in  manchen  Fällen  an  Symmetriegründen, 
öfter  aber  auch  daran,  dass,  wie  schon  hervorgehoben,  im  Innern 
eines  ()uadrates  für  iv  die  angenäherten  Ausdrücke 

cos/i„i,a;  cos  /t/ij-  ±:  cos A-n^  cos /c,ny^ 

cos /c„i X  sin /.„ X ±  cos k,iX  sin k,n.yi     usw. 

gelten,   welche    der  Gleichung  b^sv  +  (A'^'^^-j-  k\)  tr  =  0  genügen, 


lind  somit  die  Eigenschaften  von  Membranensclnvingiing-en  haben. 

Am  Rande  ergeben  die  Bedingungen  für  die  Glieder  erster  Ord- 
nung in  iv  gar  nichts,  für  die  Glieder  ax-  H-  9.bxy  -f-  er-  die  Glei- 
chung a-T-uc  =  o,  aus  der  über  den  Winkel  der  Knotenlinie 
gegen  den  Rand  nichts  geschlossen  werden  kann. 

Interessanter  sind  die  Ergebnisse  an  einer  Ecke.  Hier  niiiss 
(d-vv;dxdy)  ■=.  o  sein.    Ferrer  ist 


nebst  den  Ableitungen 
dieses  Ausdruckes  nach/, 


d-  w 

()'-  w 

-    'JL  — -    =  0 

öx-^     ' 

'   oy' 

(37) 

(38  —       -r-j-    -^i'l-i-  U)  ~-.-         =  O 


0-  IX'  ä-  w 

<fy-  o^'-  \       nebst  den  Ableitungen 


endlich 


dieses  Ausdruckes  nach  x^ 


(40 


d*  w  d^  iv  t?*  w 


dx'-*  dx-  dy-         dy'* 


eine  Gleichung,  die  beliebig  oft  nach  x  und  y  differentiiert  werden 
darf.  Wir  legen  die  Koordinatenachsen  in  die  zwei  sich  in  der 
Ecke  schneidenden  Seiten  und  suchen  die  Koeffizienten  der  Tay- 
lorschen  Entwickehmg 

WO  Um  ein  homogenes  Polynom  /?i*''"  Grades  in  x  und  >''  ist,  zu  be- 
stimmen. Aus  (o^)  und  (ig)  und  d-iv/dxdy=i  o  folgt  zunächst, 
dass  u^  identisch  yerschvyindet,  wenn  a  ^  i  ist,  was  wir  annehmen. 
Ebenso  ergeben  (38)  und  (4^),  nebst  den  Diflerentialquotienten 
von  (3-)  nach  y,  (89)  nach  .r,  dass  ii^  ^  o  ist.  Danach  weicht  iv 
von  dem  linearen  Ausdruck  Uq^  11^-=  a-\-  bx  -{-  cy  nur  in  den 
Gliedern  vierter  Ordnung  ab,  was  zuerst  von  Lanib  [loc,  cit.)  be- 
merkt worden  ist.  A  n  den  Ecken  ivird  die  Platte  nicht  merklich 
deformiert. 

Für  die  fünf  Koeffizienten  der  Glieder  vierter  Ordnung  ergeben 
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sich  durch  Diflerenüation  von  (3^'}  hls  f  4o  i  für 

/  rj*  w  \ 
r  I  ?      ösw. 

vier  Gleichungen,  aus  (4 1 )  eine  fünfte ;  die  Koeffizienten  derselben 
sind  also  sämtiicli  bestimmt  und  proportional  a  : 


4  8 1 1  —  a  j 


Ebenso  sind  die  Glieder  fünfter  Ordnung  linear  in  ^,  c:  diejenigen 
sechster  und  siebenter  Ordnung  verschwinden  usw.    Für  die  Glie- 


^& 


der  m}^^  Ordnung  ergeben  sich  durch  m  —  a  fache  Difiereniialion 
von  (3^)  nach  y,  (Sg)  nach  x ;  durch  m  —  3  fache  von  (38)  nach 
y,  (4o)  nach  X  vier  Gleichungen;  die  Bildung  der  m  —  3  Diffe- 
rentialquotienten von  (4 1 )  vervollständigt  die  Zahl  der  m  -r-  i  Glei- 
chungen, durch  welche  alle  Koeffizienten  von  Um  durch  solche  von 
Um-^i  slso  schliesslich  durch  a,  b.  c  und  /.  ausgedrückt  werden 
können. 

Die  Entwickelunsr  von  w  in  einer  Ecke  häno't  also  nur  ab  von 
den  vier  Konstanten  a,  b.  c.  A.  Da  wir  aber  über  den  weiteren 
Verlauf  des  Randes  in  einiger  Entfernung  und  über  die  daselbst  zu 
erfüllenden  Bedingungen  hierbei  nichts  vorausgesetzt  haben,  so 
müsste  die  Entwickelung  von  iv  eine  unendliche  Anzahl  Konstanten 
enthalten;  der  von  diesen  Konstanten  abhängige  Teil  von  iv  ist 
an  der  Stelle  j:  ==  o,  j^  =  o  nicht  nach  Polenzreihen  entwickel- 
bar,  die  Lösung  ist  in  den  Ecken  nicht  analytisch.  Nur  sehr 
ausnahmsweise,  z.  B.  in  dem  oben  zitierten,  von  Lord  Ravleigh 
bemerkten  Spezialfall  jjl  =  o  sind  einige  der  Lösungen  analytisch, 
weil  es  dann  gelingt,  mit  den  drei  zur  Verfügung  stehenden  Kon- 
stanten den  Bedingungen  an  den  andern  Rändern  zu  genügen. 

Es  ist  wahrscheinlich,  dass  um  die  Ecken  herum  die  Lösung 
mehrdeutig  ist,  so  dass  die  analytische  Fortsetzung  von  iv{x,  y} 
über  den  einen  Rand  hinaus,  um  die  Ecke  herum  bis  zum  andern 
Rand  und  ins  Innere,  hier  nicht  die  Ausgangswerte  von  %v  ergibt. 
Für  den  Fall  eingespannter  Platten  ist  ein  entwickelbarer  Be- 
standteil überhaupt  nicht  vorhanden,  wie  man  leicht  findet. 


BerecJinung  der  Koeffizienten. 

Es  seien  die  fvoorclinatenachsen  durch  den  Mittelpunkt 
Quadrates  parallel  zu  den  Seiten  gelegt  und  als  Längenein 
die  halbe  Ouadralseile  gewählt,  so  dass  für  Um{x)^  ^^nij) 

Ausdrücke  (24),  (aSj  gelten. 

Man  hat  nunmehr  einen  Ausdruck  der  Form 

s       s 
0        0 

in  das  Integral 


^'^■'^■■■^-"i:i:[m-m 


1  \x  - 


einzutragen  und  die  Koeffizienten  von  A^^^^^,  r^mn-^pq  zu  berecln 
Dies  führt  zur  Berechnung:  der  Grössen : 


(  4*J  )         y-mn  =  «/Em  =    /  «/«  Un  dx 


A4    /-4  ' 

a  (  A'm  Um  u'n  —  ^n  "«  ^'m  ).r=! 


Äo/i  —  a/io  =  o; 


^+1  ^H-i 

/        u';^ ul  dx=zö         (ni^  n);  /         ii",l  dy  =  k),, . 

Man  erhält  diese  Formeln  durch  Berücksichtigung  der  Differei] 
gleichung  für  Um  und  Un  und  partielle  Integration.  Für  m 
sind  sie  ungültig;  hier  ergibt  sich 

—  kfn  ( ci)- k,n  —  cos^k,n )  ,     cos'^  km  cl)" k,n  tattfl  k^ 

■  2  k„ 


c^- km  -f-  cos-i  X:,;i  ct)--i  km  -h  COS'-i /Cm 

für  m  gerade,         (tooo  =  0), 
(46)     { 

■kli(5\)-^km-^sin^-km)    ,       ,     sl)2yt,„  sm^~km  cotk,, 

'  '  2  An 


für  m  ungerade,         (o3ii  =  o), 


und 


—  ^^'w^'<^^"^"w  —  €oS'A-,„  i  _     e« >-- /;„, c n-  /; ..;  taug /; „, 


?  für  m  gerade,         .'aj,,,  ==  «i  . 


für  /?2  ungerade,         i'^!«—  j   . 


iiei^iiügt  man  sich  mit  vier  genauen  Ziffern,  so  ist 

m 

cos/j;„  I  —  1 1"  sin  /,•,,,  ■:  —  I 


V^Ctl-  /Cjn  -r-  cos  ^  /.*„,  v' '"-  V  5l|-  /."«  —  >io-  A',,, 

für  ;«  >  o. 

cos  /'._►  —  *  I  —  <> . «'» I  "'i  i 


und  es  folgt  für  /??  >>  2,  /i  >>  2  : 

4  A'/rt  <  A'/n  —  Aß 


(48. 


wo  7  =  0,  wenn/?!  und  n  verschiedener  Parität  sind  :  =  ( —  i)    "    , 

m  ■■*-  n 

wenn  rn  und  n  gerade:  und  =  —  ( — i'i    -    ,  wenn  m  und  n  un- 
gerade sind.   Es  ist  /t*w==  {J^i  —  V)'t:-2  zu  setzen 

'■   -I9  *  ^min  =  —  A"7;^  —  K/ii, 


f     )0) 


'   '^7n  ~T~    ■J  A'/;j  . 


Mit  einer  Genauigkeit  von  mindestens  2  Proz.  sind  diese  For- 
niein  aucli  für  m  und  n  gleich  2  anwendbar,  und  es  ist 

«  [   für  n  i^erade, 
^dn — Oj         W/iO — '^Kn{ — i)"  /  =  o  für /i  ungerade, 

,    ocow  =  a^io  =  o, 

ct>i„=o,         (0,^1  =  2  v/"i(A'ß  — 1)(— ij-     f   für  w  ungerade, 

"~^       1=0  für  n  gerade.' 
an  =  3,  ai,j  =  a;ai  =  9.  v/3(— i)  -  ^ 

Der  Koeffizient  von  i\.;^„  im  Integral  V  wird  nun 

r  5  l )         A^  H-  A";^  -h  2  a(D„j^«  ü);2;2  -f-  2  (  I  —  iJL )  :Ljnm  ^na—  ^^^s  =  ^^ mV     —  ^5- 


Der  Koeffizient  \on  2  knm-^pq 

und  es  sind  die  Gleichungen  zu  lösen 


(54) 


(53) 

.    (  o==a;,^^>Aoo4-a;,^f^4oi-^«V"- AioH-...-4-(aSf^---)^^)  A^,. 

Zur  Vereinfachung  wird  man  die  aus  der  Symmetrie  der  Lösung- 
sich ergebenden  Beziehungen  zwischen  den  k.mn  sogleich  einführen  : 
bei  einer  in  x  und  y  geraden  symmetrischen  Lösung  kommen  nur 
gerade  Indizes  in  Betracht  und  es  ist  k.m,i  •=.  Knm ;  die  Zahl  der  ün- 
bekannlen  reduziert  sich  so  bei  gegebenem  s  beträchtlich.  Ähn- 
liches gilt  für  die  andern  Fälle  von  Symmetrie.  Nichtsdestoweniger 
wäre  eine  Rechnung  auf  drei  bis  vier  Stellen  für  eine  grossere  An- 
zahl von  Eigenschwingungen  undurchführbar,  wenn  das  Glei- 
chungssystem nach  dieser  Reduktion  nicht  die  Eigenschaft  hätte, 
dass  die  dUl'^  der  Diagonalglieder  erheblich  grösser  sind  und  mit 
m  und  n  rascher  wachsen  als  die  übrigen  a^,^Jf .  Infolgedessen  lässt 
sich  das  System  (53)  mit  einem  geringen  Aufwand  an  Rechnung 
durch  sukzessive  Approximationen  leicht  lösen.  Wir  wollen  dies 
für  den  Fall  in  x  und  y  ungerader,  aber  symmetrischer  Schwin- 
gungen zeigen,  zu  welchen  der  Grandton  der  Platte  gehört.  Wir 
wählen  für  p.  den  Wert  u  =  0,226  (vgl.  unten),  und  entwickeln 
bis  zu  den  Gliedern  in  W5,  setzen  also  5=5.  Es  sei  abkürzend 
^m{y)  =  Vm  gesetzt  und 

W  =  Ao2^iPi-f-  Ai(WiP3-h  V^Uz)  -{-  Asi^s^s-H  A3(Mi('5H-  W5P1) 

Das  System  (53)  ward  hier 

;  0  =  (13,95  —  X)  Ao —  3^,08  A 1-4- 18,60 A2H-  32, 08  A3  —  37, 20 A4 -h  18,60  As, 
l  0=  —  16,04  AoH- (4ii  ,8  —  X)A,  — i20,oA2— i33,6A3-i- i66,8A4-m4oA5, 
j  o  =-i-  18,60 Ao'—  24O30A1-4-  (1686  —  X)A2 —  2i8,oA3  —  i]34A4-+-  330A5, 
1  0  =H-  165O4  Ao —  i33,6  Ai  -h-  io9,oA2-f-  (2945  —  X)A3—  4^4  Aj;. -4-  179A5, 
/  o=— i8,6Ao-f-i66,8Ai— 567A2— 424A3-!-(63o3  — X)A4™  1437A5, 
\  0  =-h  18.6A0-4-  280 Ai—  33oA2-f-  358  A3~  2874 A^-t-  (13674  —X)A5. 

Würde  sich  das  System  wirklich  auf  seine  Diagonalglieder  be- 


— ^^.. "...«....-«.....  ,,.l, 

schränken,  so  wäre  die  kleinste  Wurzel  ),  =  i3,Q5,  die  iiyclislt- 
i  I  i  ,  8  usw. :  für  die  erste  bleibt  Ao  wiilkürlicii,  die  andern  Ai  sind 
Null  ;  für  die  zweite  gilt  dies  für  A|  usw.  Da  es  auf  den  konstanten 
Faktor  nicht  ankommt,  setzen  wir,  um  den  Grundton  zu  erhallen. 
Ao=:  ij  und  in  erster  Annäherung  Ao=  13,9.5.  Dann  ergeben  die 
füof  letzten  Gleichungen  die  übrigen  A/.  IVeseniiich  ist  nun, 
dass  diese  A/  gegen  i  klein  sind,  so  dass  sie  nur  mit  geringerer 
Oeaauigkeit  berechnet  zu  werden  brauchen.  Beschränkt  man  sich 
auf  vier  Stellen  beim  Schiussresoltal,  so  sind  sämliiche  Opera- 
tionen,  auch  schon  die  Berechnung  der  w,„;^  und  %„in  und  ihrer 
in  den  a%l'  auftretender  Produkte,  mit  dem  Rechenschieher 
ausführbar,  wodurch  bei  dem  Charakter  dieser  Operationen  die 
Rechnung  sich  sehr  einfach  und  sicher  gestaltet.  Direkt  mit  vier 
Stellen  zu  berechnen  sind  bloss  die  in  den  b}mm  ^mn  und  den  d^^'' 
auftretenden  Potenzen  der  Ä7. 

Wir  berechnen  für  die  A/  eine  erste  Approximation,  indem  wir 
alle  Glieder  rechts  vernachlässigen  neben  den  Diagonalgliedero, 
es  wird  also 

-j- 16,04  .  —18,60 


411,8—13,95'  ."      1686—13,95'         ^     **" 

Diese  A/  sind  ersichtlich  sämtlich  klein.  Aus  der  ersten  Gleichung 
fol«:l  eine  kleine  Korrektion  für  A : 


""o 


oA  =  — 32,o8Ai-f-  i8,6oÄ.2-f-32,o8A3~3;,'2oAi-r-i8,6oAs. 


Diese  Werte  der  A/  und  a  -j-  oA  setzen  wir  in  (54)  ein  ;  das  Ergeb- 
nis wird  in  den  einzelnen  Gleichungen  nicht  Null  sein,  aber  doch 
eine  kleine  Zahl.  Die  Korrektionen  der  A/,  die  dadurch  nötig 
werden,  berechne  man  wieder  unter  alleiniger  Berücksichtigung 
der  Diagonalglieder;  eine  oder  zwei  sukzessive  Korrektionen  ^e- 
jxil^en  meist,  um  die  vierte  Stelle  bis  auf  wenige  Einheiten  fest- 
zustellen. 

Hat  man  eine  erste  Approximation  schon  berechnet,  unter  Be- 
rücksichtigung einer  kleineren  Anzahl  Glieder  der  Entwickeiung, 
so  wird  man  sie  bei  der  Berechnung  der  erweiterten  Formel  vorteil- 
haft benutzen  können.  Im  vorliegenden  Falle  ist  es  z.  B.  zweck- 
mässig, zuerst  das  System 

„„  (  (13,95  — A)Ao— 32, o8Ai=o 

^""■^  \  -~i6,o4Ai4-(4ii,8-X)Ai  =  o 


zu  lösen,  welches  dem  Ansatz 

entspricht ;  diese  Werte  trägt  man  in  das  vollständigere  System 
(54)^  und  berechnet  nun  die  Korrektionen  oAo,  SA)  undAo.-.Ar, 
in  der  angegebenen  Weise  (*). 

Die  Korrektion,  die  A  erfährt,  ist  stets  negativ j  weil  a  das  Mini- 
mum des  oben  besprochenen  Integrals  ist,  welches  bei  der  Anwen- 
dung von  mehr  Konstanten  notwendig  abnehmen  muss. 

Nimmt  man  A,  ==  i ,  A  =  4i  ^  ? 8  und  berechnet  ebenso  die  Kor- 
rektionen, so  erhält  man  den  nächsten  Oberton,  der  dieselbe  Sym- 
metrie besitzt.  Wieder  ist  die  Korrektion  von  "k  negativ  ;  dies  tritt 
jedoch  erst  ein  für  das  System  (54),  nicht  schon  für  die  erste  Ap- 
proximation (55).  Der  Grund  liegt  darin,  dass  das  neue  a  einem 
Minimumwert  des  Integrals  nur  entspricht,  wenn  die  Bedingung 


// 


wq  w  dx  dy  =  o         (wo=  Grundton ) 


hinzugefügt  wird,  welcher  durch  den  Ansatz  (55)  nur  roh  genügt 
wird,  während  (54)  sie  innerhalb  der  Genauigkeit  der  Rechnung 
erfüllt.  In  dieser  Bedingung  liegt  auch,  wenn  mehrere  Ober- 
schwingungen mittels  (54)  berechnet  worden  sind,  eine  einfache 
Kontrolle  der  Rechnung.  Denn  ist  tv  =  Ao  w,  p^ -f- ...  die  eine  der- 
selben, (v^=  A^  «,  (^  -}-  . . .  irgend  eine  andere,  so  ist 


//• 


ww'  da;  dy  =  AoA',j  h-  ikiK\  -h  AoAo  -H2A3  Ag-f-  2A4A4.  + A5A5, 

und  dieser  Ausdruck  muss  einen  Betrag  haben,  der  zu  vernachläs- 
sigen ist. 

Der  Umstand,  dass  die  Diagonalglieder  grösser  sind  und  rascher 
wachsen  als  die  übrigen,  gilt  auch  für  höhere  Approximationen, 
und  folgt  daraus,  dass  die  w m/z,  <^mn  {f^f-^  rt)}   die  in  die  andern 

(^)  Die  erste  Annäherung  gibt,  wenn  A(,=  i  ist: 

Ai  =  o^o4o3;  A^=  —  0, oo53;  A3= — o,oo36;  A4= -{- 0,0019;  Aj  =  — 0,0022. 
Exakt  ist: 

Ai=o,o394;  A2=  — o^oo4o;  .A3=  —  o,oo3/| ;  A4  = -f- 0,0011 ;  Ar,=  — 0,0019; 
und  )v  =  12,43  stau  i3,95. 


XVir.    —    THEORIE   DER   TRANSVERv,\Lm;||WIN«i;m;eN.  2-,^ 

Glieder  eingehen,  nach  viB'u  r.19)  und  1  .jo  1  wesenllieli  Liri^^ani^.-r 
waelisen  als  die  (ß^m  ond  a««,  A^;^  und  /•;  der  Diaiiunabiieder.  Fiir 
liöliere  OLertrme,  die  kompilziertcii  Füiiklioneii  eril,S|*rrriu:'ri,  i-l 
nalilrlicli  die  Entwickekin-'  weniger  rasch  koii\erL:'eiit:  iinisierliiii 
bleibt  auch  hier  der  Fehler,  der  Lei  Beschriinkuiii:  auf  das  llaiipi- 
glied  u„i{'ri^  ^'mdn  eatstehl,  von  der  Ordiiuni:- -,^-,  und  dies  bt-diis-L 
Avegen  des  raschen  Osziliierens  der  11.  v  für  ^i:r«»ssere  //i,  fiir  dit- 
iviani^figuren  nur  Fehler  von  etwa  1  Proz. :  fiir  die),  \oii  5~!o  iVoz. 

Die  Aggregate  //o^'o*  ^^<>^'t  =^  ^-U  ^'u-  die  linearen  Funklifinen  \on 
wJ?  und  r  entsprechen,  ergehen  a  ==  «i :  dies  hl  sellislversländliidi, 
da  die  Platte  eben  bleibt.  Aus  dem  Ausdruck  von  J  verscdi\\iri<lf*n 
sie  und  kt'kmen  daher  bei  allen  liechniinueii  weggidassen  uertieii. 
Bei  Eniivickelungen  nach  den  £i\i:-eFifiiHl'iionen  iVs  der  Pifttii' 
aber  müssen  sie  beibeiiallen  werden,  ebenso  wie  Uq  und  u^  ffir 
den  Stab, 

Im  folgenden  sind  die  höheren  Approiiiiialionen  für  diep-iiigen 
Töne  angegeben,  die  in  erster  Annäiieriing  den  Foririein 

ii}fi  V fi  zu  Vffi  ii.i 

entsprechen,  mit  m  <C  4  ^  n  <C  ^  ;  es  sind  die  Glieder  Ijis  zu 
m  =:  n  ■=.  5  beibehalten,  womit  die  dritte  Stelle  bis  auf  i-\k  Einh. 
sichergestellt  ist.  Dies  bedingt  für  die  Klangfigiiren  eine  noch  ge- 
riiio-ere  Unsicherheit,  die  ganz  innerhalb  der  Beobachtungsfehler 
liegt. 

JDeoi  Aggregat  Um^'n-r- ^'mihi  entspricht  stets  ein  etwas  gnssseres 
A,  also  ein  höherer  Ton,  als  dem  Aggregat  Um^'u — ^'m^/«*  uenn 
m  und  n  beide  gerade  oder  ungerade  sind.  In  dem  andern  Falle 
liegt  ein  Doppelton  vor,  und  es  sind  die  Schwingungen  w  ■=.  u„Sn^ 
i-v  =  i-m^i/i  auch  einzeln  mr>glich,  ferner  jede  lineare  Verbindung 
der  Form  A 11  ^n  ^//  -f-  B  i^,«  w,^ , 

Zur  Berechnung  der  A7<r^/?^i?yZ^i,*7/r<LV?,  d.  h.  der  Linien,  in  welchen 
i^^  verschwindet,  wird  man  zweckmässig  die  beobachteten  W  erle 
als   erste  Approximation  benutzen  (^).    Bei  der  Berecimiing  der 

(  ^)  Tabellen  für  zi,,  zf,  iiibt  Lord  Hayleigii,  Sound.  §  17S;  für  vier  Sieüen  ^ilid 
die  zweiten  Differenzen  Lei  der  Interpolation  zu  Lerücksiciitige».  Zur  «iirt-kien 
Berechnung  auch  der  «■,,  W:,,  ...  benutzt  man  iiiiL  Vorteil  die  Tafein  iier  Funk- 
iionen  cos  und  sin  (Kreis-  und  tl  yperbelfiinktionen  )  von  Dr.  Carl  BuimAU,  Berlin, 
1907. 
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Korrektionen,  die  stets  sehr  klein  sind,  genügt  die  Berücksichti- 
gung des  Hauptgliedes  der  Formel.  Von  m  und  /i  =  4  an  bis  m 
und  n  =  7  sind  die  Klangfiguren  auf  Grund  der  vereinfachten  For- 
mel Uni^n-^  li/i^m  berechnet,  da  hier  genaue  Beobachtungen  nicht 
vorliegen  und  auch  schwer  möglich  sind. 

Die  Tonliölien. 

Aus  einem  bekannten  a  ergibt  sich  nach  (4)  die  Anzahl  Schwin- 
gungen pro  Sekunde 

(56)  .^Jl./Z^ELZ. 

Genaue  Beobachtungen  über  die  absoluten  Tonhöhen  unter  ge- 
nauer Angabe  der  Elastizitätskonstanten,  des  Verhältnisses  2  h  der 
Dicke  zur  halben  Seite  der  Platte  und  der  Dichte  p  des  betreffenden 
Materials  sind  mir  nicht  bekannt.  Die  relativen  Tonhöhen  der 
verschiedenen  Obertöne  gegen  den  Grundton,  wenn  für  diesen  der 
Ton  G  gesetzt  wird,  hat  Chladni  (* )  angegeben.  Es  ist  die  gleich- 
massig  temperierte  Skala  vorausgesetzt;  ein  -j-  bedeutet,  dass  der 
wahrgenommene  Ton  etwas  höher  w-ar,  ein  —  dass  er  tiefer  war. 
Leider  ist  von  Chladni  nicht  angegeben,  ob  er  Metall  oder  Glas 
benutzt  habe,  wodurch  der  Wert  von  fji  erheblich  unsicher  wird; 
vielleicht  hat  er  Platten  aus  beiderlei  Material  in  einzelnen  Fällen 
gebraucht,  im  allgemeinen  jedoch  zeigt  die  Übereinstimmung  mit 
unserer  für  Glas  ausgeführten  Rechnung,  dass  er  Glasplatten  be- 
nutzt hat.  Durch  den  Übergang  zu  Metall  wird  die  Tonhöhe  leicht 
um  eine  Sekunde  verändert,  wie  dies  beim  Kreis  schon  die  Berech- 
nungen von  Kirchhoff  gezeigt  haben. 

Die  Tonhöhen,  die  auf  Grund  exakterer  Formeln  (unter  Be- 
rücksichtigunghöherer Approximationen)  berechnet  sind,  stimmen 
genau  mit  Chladnis  Angaben  überein.  Es  sind  dies  die  Haupt- 
schwingungen, in  der  Tabelle  mit  *  bezeichnet.  Die  übrigen,  nach 
dem  einfachen  Ansatz  w  =:i  UjnVn±  VmUn  berechneten,  sind  teil- 
weise um  \  Ton  zu  hoch.  Dies  wird  uns  nicht  wundern,  da  ja  die 
entsprechenden).,  wie  oben  bemerkt,  stets  zu  gross  sind,  und  zwar 

(1)  E.-F.-F.  Chladni,  Akustik,  Leipzig,  1802,  p.   i38. 
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sind  sie  Lei  den  Ilauptschwing-un-en,  wie  sich  ^i^zf^l^i  hal,  meist 
um  5-10  Proz,  zu  i^-ross,  was  einem  viertel  Lis  ^Mneiii  Ivalhen  Tone 
entspricht.  So  ist  a  aus  dem  Ansatz  u,  v,  -leicli  i:;,  7  i  :  Lei  genauer 
Berechnung- dagegen  ia,43  (vgl.  oben  1.  Würde  man  die  hriheren  ) 
auf  den  Grundton  beziehen,  wie  er  in  erster  Ap|)roximation  ^^^'egebeii 
ist,  so  würden  die  Töne  um  \  Ton  zu  erniedrii^en  sein,  und  die 
Übereinstimmung  wäre  so  gut  wie  sie  überliaupL  liei  der  olieii 
erwähnten  Unsicherheit,  erwartet  werden  kann. 

In  der  folgenden  Tabelle  sind  die  Schwini^-uogen  nach  ihren 
Tonhöhen  geordnet,  und  jedesmal  die  charakteristischen  Haupt- 
giieder  Um^'n^^mUn  angegeben,  nebst  den  zugehririgen  A.  Das 
Zeichen  ±:  deutet  einen  Doppelton  an. 

Tabelle  der  Tonhölieii  ( '±  =  o,->->  j  ». 


HAUPTGLIEDER 

>. 

BER. 

BEOB. 

HAUPTGLIEDER 

A 

BEB. 

BEOB. 

"l^'l 

1243 

G* 

G 

U.^Vi±l  U.i\ 

;:;2^o 

g.-^ 

//., 

«0  ^' •  —  ^'.»  ^'2 

26,40 

d* 

d 

U^  i\  ±Z  U.,  t\- 

■'^'V.2  7 

a.,— 

S"«.-^ 

«0^'2-^^fl«.. 

35,73 

e* 

e 

U.  i\- 

54-<f) 

ais,-^ 

aü-. 

U^  V.,  ±1  U.,  Pj 

8a,  8 

k- 

h 

"0^.—  «,;4\) 

.VwiG 

c^  — 

—  ( 2  ] 

"öt'i^tw.jt'o 

23;  ;i 

gis*  -e 

gis,-i- 

U^  V^ U-^  i\^ 

'i  .'1.7 11 

c, — 

aw_,-— 

U,i\ 

266,0 

als^*  — 

ais*  — 

"6^6-^W,i', 

5fi  jo 

c^  — 

-r^i 

u,v,^a.K\ 

3i6,i 

ih* 

h, 

uy\±:  i\UQ 

tiiiOti 

r- -r- 

Cj  — 

^^^C'J-|-  Uj_i>^ 

378 

cis^* 

eis. 

«3  Vr^  -T-   M.,  t'3 

63o3 

cis^ 

Ci  — 

w.  t'3  dz  «/  j  <^2 

7-16 

//.,*- 

//.; 

U.,  i\  —  U^  V, 

7010 

d,-r- 

rWi  -1- 

"d^i—  ^'o^'4 

88f3 

gis^^ 

S'^: 

Uy\-^  «6^2 

7840 

dis:^  — 

rf,~ 

"d  V^  ~t-  t\,  U^ 

94i 

gis.,~{- 

^«.-+- 

i/.  r^ziz  j/ji'j 

«)03o 

^. 

dis\ 

Wjy.ih  w.  t'i 

I  i3r 

ais.. 

ai's.. — 

'^C^'3==W3t6 

TOS^'O 

/. 

e^ 

?/;.  V. 

1.554 

C34- 

c. 

W5  i'5 

13670 

er    _4- 

0  .i     ' 

/«i-f- 

u^y,—  «4^2. 

1702 

d,~ 

eis. 

«6^-4—  "i  ^'6 

i3S4o 

^4-^ 

5^4  + 

M.  i\  H-  W4  t\ 

2020 

dis^ 

rfj 

«'6^'4-^  w.i'e 

i5r.*o 

if«,  -f- 

^i-^ 

Uy.±i\Ur^ 

2  5  00 

A- 

A- 

if^t'-^Zt    W->',; 

20  |00 

^    /I4 

«iX- 

U^  f.,  —  t'i  M3 

2713 

ßs. 

ßh- 

^'6^'ö 

3^7  |0 

<-, 

-(*) 

Ml  P^  +  t'i  «- 

2945 

/^>3-^ 

ßsA') 

Dabei  ist,  um  daran  zu  erinnern,  Un 
setzt. 


;^,«i^xj,  Vu=  ^hiO')  ge- 


(  M   Von  rJiladni  von  dem  vorifren  Ton  niclit  "etrenut. 


Die  Übereinstimmung  der  mit  *  bezeichneten  Schwingungen 
mit  Chladnis  Beobachtung  ist  eine  vollkommene,  während  nach 
KirchhofFs  Rechnungen  für  den  Kreis  Abweichungen  sich  zeigen^ 
die  für  u  = -^  (Poisson)  kleiner  sind  als  für  a  =  j  (Wertheim). 
Dies  zeigt,  dass  Chladni  auch  hier  mit  Glasscheiben  operiert  hat, 
und  dass  für  Glas  a  jedenfalls  kleiner  als  y  ist,  und  von  dem  hier 
benutzten  Wert  o,  220  nur  weni^-  abweicht. 

Benutzt  man  für  eine  Schwingung  den  angenäherten  Ausdruck 
{^„^^=:  Ufn{x)  Ufi  (y)  nz  u ,i [x)  Um{y)^  so  berechnet  sich,  wie  schon 
hervorgehoben,  das  zugehörige  angenäherte  a  aus  der  Formel 

.  „  l 

a 

WO  Jmn  das  für  iv  z=zWfnn  gebildete  Integral  (7)  ist,  während 

Setzt  man  hierin  die  für  Um{^^.  28  1)  gegebenen  Ausdrücke  ein,  so  ^ 

wird 

-r-  2 (  I  —  \l)  (cc,n m  ^nm  ^  ^Am  )  Jn  ^  Jl, 

(58)  X  =  2/:^„-f-o|^w2j„,-f-o(i— f^)a2,,,,         für         in  =z  n. 

Bei  m=z  n  kommt  das  untere  A'^orzeichen  natürlich  nicht  in  ße-  i 

tracht ;  bei  den  Doppeltönen  \erschwinden  in  A  die  Glieder  mit 
den  doppelten  Vorzeichen,  so  dass  beide  Vorzeichen  dasselbe  a 
ergeben. 

Nach  den  Gleichungen  (4B)  bis  (5o«)  sind  die  tsimm-,  ^-mm  zwei- 
ten Grades  in  den  Ä7;  die  ol^u^  und  (s>mfi  für  m^  n  dagegen  ersten 
Grades.  Zur  Aufstellung  einer  angenäherten  Formel  für  A  be- 
schränken wir  uns  auf  die  Glieder  vierten  und  dritten  Grades ; 
dann  können  wir  die  =1:  Glieder  in  A  gegen  die  übrigen  vernach- 
lässigen (wodurch  je  zwei  benachbarte  Töne  in  einem  vereinigt 
werden).  Für  die  i^mm-^  "J-mm  benutzen  wir  die  Ausdrücke  (49)? 
(5o),  (5oa),  dann  ergibt  sich  angenähert 

(59)  \  =  (k%,~i-k^~y^■^2^kl,kl-i-(6--SlJ.)/,„,kn(/c„^-^kn): 
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%vohei 

/»'/«  =  ^  I  m j 

ist;  für  m  =  o  und  m  =  i  Lst  dag-egen  A'«™  /^  =  o  zu  selzeii, 

Ist  II  =z  o,  so  schwiegt  die  Fläcfie  aogeniiliert  wie  ein  Slab.  und 
es  stinimen,  wie  bei  einem  solchen,  die  Tonhrihen  mit  den  t"Hia- 
draten  der  ungeraden  Zafden  angenähert  iiherein,  wie  schon  Chladni 
bemerkte.  Für  n  =z  i  ergibt  sich  dasselbe  llesoltat:  nach  der 
Formel  (5;)  sind  die  entsprechenden  Trme  aber  in  Wirklichkeit 
etwas  verschieden,  die  Abweiciiung  ist  bei  den  Grondirmen  relaliv 
am  bedeutendsten.  Sind  endlich  m  und  n  genügend  gross,  so  er- 
gibt sich  das  asymplotische  Gesetz  derl 

i.Go.i  X  =  [m*-+-  n''-^'2{i-^  'j.)m^-fi-^  i  ^  'f. 

/i  / 

Die  Scliwlngungszahlen  sind  der  'Wurzel  aus  a  proportional 


Die  systematisclieii  Fehler  bei  der  Beobaclitiiiig  Chladnisclier 

Klangfiguren. 

Für  eine  Anzahl  von  Klangfigoren  hat  Slrehlke  [^)  sehr  genaue 
Messungen  an  verschiedenen  sorgfältig  gearbeiteten  quadratischen 
und  kreisförmigen  Platten  aus  Spiegelglas  angestellt.  Insbesondere 
hat  er  drei  quadratische  Platten  benutzt,  deren  Dicke  etwa  -J~,  ™ 
und  jj  der  Seite  war.  Die  Beol)achtungen  stimmen  für  die  drei 
Platten  innerhalb  o,  oo  i  der  Seilenlänge,  manchmal  nocli  genauer. 
Diese  Genauigkeit  erweist  sich  jedoch  für  den  Vergleich  mit  der 
Theorie  als  illusorisch  und  ist  durch  den  Lmstand  ermöglicht,  dass 
Strehlke  die  Unterstützung  und  die  Erregung  durcli  den  Violin- 
bogen für  eine  bestimmte  Klangfigur  bei  allen  ^''ersuchen  genau 
an  dieselben  Stellen  verlegte.  Weicher  Art  nun  bei  diesen  Ver- 
suchen die  wichtigste  systematische  Fehlerquelle  ist,  ergibt  die 
Diskussion  der  Messungsergebnisse  in  folgender  Weise  : 

In  einer  Klangfigur  (vgl.  unten  Fig.  iii'k  in  welcher,  der  Sym- 
metrie nach,  die  beiden  Diagonalen  Knotenlinien  sein  sollten,  im- 


det  Strehlke  an  deren  Stelle  zwei  lijperbelartige  Kurven,  deren 
Scheitel  im  Abstand  von  0,087  (die  Quadratseite  als  Einheit  ge- 
setzt) lagen.  Auch  Chladni  gibt  an,  dass  er  dies  Verhalten  unter 
Umständen  beobachtet  habe.  Theoretisch  ist  dies  ausgeschlossen; 
denn  durch  eine  Drehung  um  90^  entsteht  bei  solcher  Dissymme- 
trie  eine  neue  Figur,  die  derselben  Tonhöhe  entsprechen  muss ; 
es  läge  also  ein  Doppelton  vor  und  eine  unendliche  Anzahl  von 
Figuren  müsste  möglich  sein;  dies  widerspricht  der  Erfahrung, 
die  zweite  Figur  muss  also  mit  der  ersten  identisch  sein,  die  Dia- 
gonalen sind  Knotenlinien.  Wie  kommt  diese  Abweichung  zu- 
stande ? 

Es  ist  klar,  dass  zur  Überwindung  der  Reibung  die  Schwin- 
gungsamplitude ein  gewisses,  von  der  Beschaffenheit  der  Oberfläche 
und  des  Sandes  abhängiges  Minimum  dz  z  überschreiten  muss ; 
unterhalb  desselben  bleibt  der  Sand  unbeweglich.  Wo  sich  die 
zwei  Durchmesser  schneiden,  ist  aber  ausser  w  =  o  auch 

div  dw 

dx  '  öy 

Bezogen  auf  die  Durchmesser  als  Achsen  ist  der  Ausdruck  für  die 
Amplitude  (^(^,  Jk)  in  erster  Annäherung 

w  ^=  k.xy        (A  =  const.), 

und  der  Sand  bleibt  in  indifferentem  Gleichgew^icht  innerhalb 
eines  Gebietes,  w^elches  von  den  zwei  Hyperbeln 

zfc  £  =  S.xy 

begrenzt  wird.  Ob  der  Sand  sich  hier  gleichmässig  verteilt  oder 
gegen  die  einen  oder  andern  Ränder  des  Gebietes  gedrängt  wird 
(beide  Fälle  sind  beobachtet),  hängt  von  der  Stelle  ab,  wo  der 
Bogen  angelegt  wird,  von  w-elcher  aus,  neben  dem  betrachteten 
Ton,  auch  Nebentöne  von  verschiedener,  zum  Teil  beträchtlicher 
Höhe  sich  als  Wellen  ausbreiten  und  eine  Bewegung  des  Sandes 
bewirken  können.  Theoretisch  ist  der  Vorgang  nicht  zu  übersehen 
wegen  der  Reflexionen  an  den  Seiten  des  Quadrates.  Bei  dem  be- 
sprochenen Versuch  von  Strehlke  ist  der  Sand  an  die  Ränder  des 
Gebietes  getrieben  worden,  w^omit  die  beträchtliche  Abweichung 
von  der  Theorie  sich  erklärt.    Allein  dieselbe  Ursache  ist  auch  in 
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der  ganzen  Ausdehnimi^  der  Kiaiigtiguren  wirksam,  wenn  imch 
hier  der  Anstieg-  von  der  Amplilude  Null  zu  =r=  e  raselier  eriuhL 
der  mögliche  Fehler  also  kleiner  wird.  Aber  mehrere  Tciuseiidslt'i 
der  Seitenlänge  beträgt  er  unter  allen  l'msläiiden,  so  dass  die 
Übereinstimmung  der  Versuche  Strelilkes  auf  weiii^-er  als  ~~~^ 
der  beite  untereinander,  und  ihre  Al>weichiini.^  um  mehrere  Tau- 
sendstel, ja  um  beinahe  -^  (}^  einzelnen  Fällen)  von  der  Tlieorie 
nichts  besagt. 

Hierher  gehört  auch  die  von  Strehlke  und  schon  \on  Chladni 
gemachte  Beobachtung,  dass  bei  einer  Ivreisscheibe.  wenn  drei 
oder  mehr  konzentrische  Kreise  die  Klangfigur  bilden,  der  innerste 
Kreis  entweder  diffus  bleibt,  oder  eine  Ellipse  bildet,  während  die 
andern  Kreise  keine  messbare  Abweichung  von  der  Svmmetrie 
zeigen.  Strehlke  (^)  erblickt  den  Grund  in  einer  imgeniigenden 
Homogenität  der  Platte  ;  doch  ist  kaum  begreiflich,  warom  diese 
Ursache  stets  nur  den  innersten  Kreis  beeinilussen  sollte,  und 
warum  die  Kreise  manchmal  einfach  ditlus  bleiben.  Dies  folgt 
aber  ohne  weiteres  aus  dem  Umstand,  dass  die  Amplitude  bei  drei 
Kreisen  gering  ist  und  vom  Rand  gegen  die  Mitte  zu  i»i  Mitlei 
abnimmt ;  daraus  folgt  um  den  innersten  Kreis  eine  besonders 
grosse  Zone  indifferenten  Gleichgewichtes  für  den  Sand.  \\  ird 
nun  die  Amplitude  sehr  erhöht,  etwa  indem  man  zum  Bestreichen 
der  Platte  mit  dem  Bogen  ein  in  die  Mitte  eingebohrtes  kreis- 
förmiges Loch  benutzt  (Strehlke),  so  werden  die  Sandkörner  zum 
Teil  an  den  Rand  des  Bereiches  getrieben,  es  entsieht  eine  ellip- 
tische Figur,  deren  Achsenrichtungen  von  der  Streichrichtung 
abhängen.  Bei  Strehlke  war  die  eine  Achse  um  o,oo3  zu  gross» 
die  andere  um  o,oo3  zu  klein  (Durchmesser  der  Platte  =  i );  eine 
Grössenordnung,  wie  sie  a  priori  zu  erwarten  war. 

Den  Wert  von  [x  für  seine  Platten  hat  Strehlke  nicht  angegeben. 
wodurch  der  Vergleich  mit  der  Theorie  ebenfalls  etwas  (wenn 
auch  nur  wenig)  unsicher  wird.  Für  Glas  haben  verschiedene 
Beobachter  Werte  zwischen  0,210  (Voigt)  und  0,207  (Gauion* 

Den  Einfluss  der  Streichrichtung  auf  die  Knotenlinien  hat  auch 
Zeissig  (-)  direkt  beobachtet. 


(1)  F.  Strehlke,  Po^g.  Ann.,  t.  XCV,  1855,  p.  ogL 

C)  J.  Zeissig,  Inaug.-Diss.;  Wied.  Ann,,  t.  LXIV,  1898,  p.  H60. 
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erhalten;  ich  habe  das  Mittel  ü.  =  0,220  gewählt,  welches  jeden- 
falls nur  um  ~  fehlerhaft  sein  wird;  auf  die  Knotenlinien  ist  dies 
ohne  merklichen  EinOuss;  bei  den  Haupttünen,  die  in  höherer 
Approximation  berechnet  werden,  ist  die  Korrektion  für 


gegeben;  genaue  Beobachtung  der  Verhältnisse  der  Schwingungs- 
zahlen können  in  der  Tat  dazu  dienen,  ijl  zu  bestimmen. 

Der  Einfluss  der  endlichen  Dicke  h  der  Platte  dürfte  wohl 
erst  in  den  Gliedern  zweiter  Ordnung  in  Betracht  kommen.  Da 
Dicke/Seite  der  Platte  bei  Strehlke  =  ~  bis  -~  war,  gibt  dies  Feh- 
ler von  der  Ordnung  o,  0002  bis  0,0006  (Seite  =  i),  die  nicht  in 
Betraclit  kommen. 

Durch  die  Art  der  Unterstützung,  vor  allem  aber  durch  das  Be- 
streichen des  Plattenrandes  mit  dem  Bogen,  wird,  wie  Lord  Ray- 
leig-h  (/oc.  cit.)  hervorhebt,  die  Bewegung  zu  einer  nicht  ganz 
freien,  was  sowohl  auf  die  Lage  der  Knotenlinien  wie  auch  auf  die 
Tonhöhe  von  Einfluss  sein  kann.  Endlich  sind  diese  Bewegungen 
stark  gedämpft,  vor  allem  durch  die  Fortleitung  des  Schalles  durch 
die  Luft,  zum  Teil  auch  durch  innere  Reibung  :  auch  hierin  Hegt 
eine  Abweichung  vom  theoretischen  Ansatz,  die  aber  wohl  in  ent- 
gegengesetztem Sinne  wirkt  wie  der  Einfluss  des  angelegten  Bogens, 
so  dass  sich  beide  Fehlerquellen  zum  Teil  kompensieren  dürften. 


Die  Klangfiguren  quadratischer  Platten  mit  freien  Rändern. 

Im  folgenden  sind  die  Formeln  für  die  Eigenschwingungen,  die 
sich  auf  Grund  der  mitgeteilten  Methode  ergeben,  zusammen- 
gestellt und  mit  den  Beobachtungen  von  Strehlke  verglichen  (^). 
Bei  den  höheren  Eigenschwingungen,  wo  keine  genauen  Messungen 
vorliegen,  sind  die  angenäherten  Formeln  (I)  p.  267  zugrunde 
gelegt;  der  Fehler  (1-2  Proz.)  ist  bei  dem  Maasstab  der  Figuren 
bedeutungslos,  und  bei  den  mannigfachen  Schwierigkeiten  und 
Fehlerquellen  der  experimentellen  Herstellung  der  Figuren  dürften 


(^)  Die  Ausdrücke  für  w  sind  auf  drei  Stellen  genau,  doch  wird  die  vierte 
Stelle  geführt,  um  eine  Anhäufung  von  Fehlern  zu  vermeiden,  die  die  dritte  Stelle 
stark  beeinflussen  könnten. 


die  liier  .iregebeneii  die  Wahl  der  Ciiter-iiiizurm'spurikle  und  somit 
die  experimentelle  Darsteliiiiig  wesenllicli  erleichieni. 

Die  im  folg^enden  mitgeteilieii  46  K.langlii:nre!i  erseliMpfeii  un- 
gefähr das,  was  ohne  ailzugrosse  Schwierii^-keil  experimentell  er- 
reicht werden  kann ;  sie  sind  von  Chiadni  in  seiner  Akustik  zum 
grösslen  Teil  gegeben  worden,  jedoch  sind  die  Zeichfiiiii^-en  meist 
nur  ziemlich  roh,  wie  sclion  der  \"ergleieh  mit  Strehlke  zei,^t^  und 
es  sind  Töne  als  doppelt  und  ineinander  transformierbar  bezeich- 
net, die  es  nur  durch  die  Methode  der  Herstellung  i:e\vorden  sind: 
dementsprechend  sind  diese  Figuren  stark  verzerrt. 

Für  die  Doppeltöne  wären  an  und  für  sich  unendlich  viele  Figy- 
ren  mr^glich.  Den  Ausdrücken  Uni(x)af^{y)  uz  iin{x)ii„i{r)  ent- 
sprechen hier  zwei  Figuren,  die  auseinander  durch  Drehung  um 
90"  entstehen;  den  einzelnen  Schwingungen  ii„i(  x) Ufity)  Linien, 
die  angenähert  parallel  zu  den  Seiten  verlaufen,  und  deren  Lage 
den  Wurzeln  von  W/«(x)  =  o  bzw.  iinij''}  =  o  entspricht;  sie  schnei- 
den also  jede  Parallele  zur  j::- Achse  (bzw.  zurj-Achse)  in  Punkten, 
die  genau  so  liegen  wie  die  n  i'bzw.  m)  Knotenpunkte  der  n''^'^ 
(bzw.  m'^°)  Schwingung  eines  Stabes  von  gleicher  Länge  mit  freien 
Enden.    Für  jeden  Doppelton  wird  eine  Figur^  die 

entspricht,  und  eine  solche,  die  Um[^'}  i^niy)  =  (^  entspricht,  ge- 
geben. Wie  man  die  Schar  der  unsymmetrischen,  der  allgemeinen 
Formel 

\Urn(^)  iiniy}^  B  Uni  J^)  Um(  f  )  =  « 

entsprechenden  Figuren  ihrem  ungefäliren  Verlauf  nach  daraus 
herstellen  kann,  ist  oft  für  den  Fall  von  Membranen  usw.  beschrie- 
ben worden  ;  da  für  jeden  Ton  diese  Figuren  sämtlich  durch  gewisse 
feste  Punkte,  die  Pole  der  Figur  gehen  müssen,  wird  ihre  Kon- 
struktion dadurch  auch  erleichtert.  Diese  Pole  sind  [in  ersier 
Annäiierung)  die  Nullstellen  der  Gleichungssysteme  u„,{x)  =  o, 
Umiy)  =  o  und  Un(^)  =  o,  Un{y)  =  o,  Ihre  Lagen  sind  also  auch 
mit  denen  der  Knotenpunkte  freier  Stäbe  identiscli. 

Die  Figuren  sind  zunächst  nach  den  Symmetrien  der  Schwingung 
geordnet;  innerhalb  jeder  Abteilung  nach  der  Tonhöhe.  Es  sind 
angegeben  die  Formel  fürtv,  der  Wert  von  1  für  ;j.=  0,223  ^Glas) 
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und  die  Korrektion  dieses  Wertes  für  jjl  =  0,226  +  o[^  (wo  3  |jl 
klein  ist);  letztere  allerdings  nur  bei  den  genau  berechneten  a, 
wo  sie  allein  einen  Sinn  hat. 

Aus  dem  schon  besprochenen  Sturm-Liouvilleschen  Satz,  dass 
ein  Ausdruck  der  Form  Aw/?i(:2?)  -f-Bzz,2(x),  wo  m^/zist,  höchstens 
m  und  mindestens  n  Wurzeln  hat^  folgt,  dass  eine  Parallele  zu 
einer  Seite  des  Quadrats  die  durch 

ll„,(x)Ua(y)±^m{y)Ua(^)  =  O 

gegebene  Figur  in  höchstens  m  und  mindestens  n  Punkten 
schneidet.  Die  Korrektionen,  die  die  höhere  Appro^simation  ein- 
führt, sind  zu  klein,  um  hieran  etwas  zu  ändern. 

Ist  (Vorzeichen  -|-)  die  Diagonale  x=:y  keine  Knotenlinie,  so 
wird  sie  von  Knotenlinien  (und  zwar  senkrecht)  geschnitten  in 
den  Punkten,  derenKoordinaten:r=j' die  Wurzein  von  Urn(^)  =  o 
und  Un(x)  =  0  sind,  also  in  n  -j-  m  Punkten,  deren  Abszissen  und 
Ordinalen  wieder  den  Knotenpunkten  schwingender  Stäbe  ent- 
sprechen. Auf  scheinbare  Ausnahmen,  die  durch  nahe  Koinzidenz 
zweier  Wurzeln  entstehen,  wird  unten  hingewiesen. 

Ist  das  Vorzeichen  —  genommen,  so  gehört  stets  die  Diagonale 
X  =y  zur  Klangfigur.  Sind  dann  n  und  m  beide  gerade  oder  un- 
gerade, so  gilt  gleiches  von  der  zweiten  Diagonale.  Wenn  nicht, 
so  liegt  ein  Doppelton  vor,  der  sich  somit  durch  seine  geringere 
Symmetrie  kennzeichnet. 

Sind  m  und  n  ungerade,  so  gehören  die  beiden  Koordinaten- 
achsen (Seitenhalbierenden)  zur  Figur.  Diese  Sätze  liessen  sich 
leicht  vermehren;  sie  gestatten  es.  zu  einer  oeoebenen  Klan<^- 
figur  die  zugehörigen  Indizes  ni,  n  zu  finden. 

Es  ist  im  folgenden  wieder  abkürzend  Um  =  Uni{x)^  Vn=-  i^n{y) 
gesetzt,  wo  die  u,i(x)  die  durch  (24),  (20)  p.  38 1  gegebenen  Funk- 
tionen sind ;  die  x-Achse  ist  nach  rechts  gelegt,  diey-Achse  nach 
oben,  durch  den  Mittelpunkt  des  Quadrats  parallel  den  Seiten. 
Längeneinheit  ist  die  halbe  Seitenlänge.  Wegen  der  Symme- 
trien hat  man  beim  Vergleich  mit  der  Erfahrung  nur  positive  x 
und  jK  zu  berücksichtigen. 


A.  Lösungen,  die  in  x  und  y  i{n:^u-'rade  und  syttanelriscii  sind.. 

Fi-.  I. 


I.    Gr lindton.      Ä=i2,.i> —  i?^,oo;ji. 

W  =  Ui  Vi  -r-  0.0'>94i  Ui  i'3-^  i'i  «.;;  I 

-      ( >  .  0040  U^  V-^ O  .  0034  I   U  I  T;;  —   W;,  V  |    i 

-4-  0.00 f  1  i'  ii..^i7^~~  (i-A'z  •  —  <»,o()i9«3r„. 


II.         X=  378  —  57G;jl. 

U'    =—    0,075  i<ll'l-f-    *    Ul  Vs—    ll;jVi     ! 

-h  O  ,  1  73  «3  i\3  —  O  ,  0.|  '>  i  *7  i  i';j  —  W  -  i'i  ) 
O  ,  O  i  3  l'  ^^3  t'ii  -r-  //.-.  «-'3  )  —  «K  029  //3  S-";; . 


Es  ist 

V  beob.  : 

X  beob. : 

X  ber.  —  X  beob.  : 


Fig.  --i. 


■:^ 


L/ 


o,5jo         0.57'^       o,63o         0.690         0.752 
^^9^75        t>.875o     0,8 12;;        0,7300       0.6S73 

0.<)03       0,00-2  0,000       O.OOl        — 0,000!j 


"V 


N 


0.819       0,893 
o,62'3o_    0,5622 

0.000  (S.OOO 


Nach  der  Formel  u^  v'.j-f-Wa  t'<  =:  o  ergeben  sich  die  Koordinaten 
der  Punkte,  in  denen  diese  Kurven  die  Diagonalen  schneiden,  zu 
a:=y  =  0^-36  (beob.  7191;  die  der  Randpunkte  der  Kurven: 
j;  =  i,r  =  0,533  (beob.  0,487;.  Da  die  Seite  gleich  2  ist,  würde 
die  angenäherte  Formel  für  die  Kurve  Fehler  von  0,8  bis  2^  2  Proz. 
der  Seite  geben,  was  im  Masstab  der  Zeichnung  schon  kaum  zu 
bemerken  wäre,  geschweige  die  nach  der  genauen  Formel  erhal- 
tenen Fehler. 


III. 


k  =  { 334. 


W  =  O  ,  009  iliVi  —  O  ,  07  J  (   Ui  V^  -h  C^i  ^3  I 
-f-  U3  V3  —  O  ,  057  (  lli  P5  -r-  IH  t'l  ) 
-f-  O  ,  12  l  (  U^  P5  4-  U^o  ^^3  )  —  O  j007  M5  t^5 


Messungen  fehlen. 


Fis.  3. 


I\  .       >.  =  2q4'>- 


iV  =  Hl  C'5-^  U:,Vi. 


Diese  Fi^ur  fehlt  l)ei  Chiadiii. 


o 

G 

1 

\/ 

■1 

Fi^ 


V.      A  =  63o">. 


«•  =  ii.^i^~-i-  U",V:t. 


r 

vVi 

^'^ 

Fig.  (j. 


VI.       A  =  13674. 


{%>    =    Ur^V-. 


B.  Lösungen^  die  in  x  und y  ungerade  und  antisymmetrisch  sind. 

I .  A  =  ■)  i  6 ,  f  —  270  &[JL. 
IV  =  Ui  V3  —  Vi  U:j  -4-  o ,  ouo'>  (  u  1  P5  —  p  i  W3  ) 

-T-  O  ,  003  3  (  Us  V;i t'3  f/3  ). 

Fig.  8. 

II.  A  =  a7i3. 


>^ 

^ 

X 

\ 

X:VII.    ■—    THEOEIE    DER    TaAXSVERSALSCflWINGUXGEX-  Vf 

Fig.  u. 

r 

Ifl.      A  =   'IS/O. 


G.  Lösungen,  die  i/t  x  and y  gerade  und  symmetrisch  sind. 

Die  Klangfig-uren  dieser  und  der  folgenden  Abteilung-  erscheinen 
Desonders  leicht  und  es  können  besonders  \iele  Obertcme  zur  ex- 
perimentellen Darstellung  gebracfit  werden. 

I.     A  =  ja,73  -r-  20,b  0|X. 


W  =  Uu  Vo  -r-  U2  V<,  --  O  ,  0'>.38  ll-i  P.2 
-r-  O  ,  O I  30  (  Wo  «H  -+-  ^\\  ^'V  } 
-f-  O  ,  00'l6  (  ;/2  ^4  -r-  P2  ^'4  ) 
-f-  0,0016^4^4. 


X  beob-  : 
1'  beob.  : 

y  her. — y  beob.  : 


0,000         0,100        0,200        OjSoo         0,400        o,5oo 

0,840         0,8*29        «^^790        0^744         0,675        0,589 

-T-o,oo3     -7-0,001     -r-0,00')     — o,oo'.>     -4-0, oo3     -4-0,004 


Die  Abweichung  ist  offenbar  einem  der  besprochenen,  systema- 
tischen Versuchsfehler  zuzuschreiben.  Die  erste  Annäherung 
£/j)  ^2 -h  t>o  ^^2  ergibt  für  die  Schnittpunkte  mit  den  Achsen  die 
KLoordinaten  o,  83o  (beob.  o,  SSg)  ;  mit  der  Diagonale  o,  552  (beob. 

Oj  546). 

Fig.  II. 

II.      A  =  266,0  -274  OJJL. 


tl^  =  O  ,0  I  22  (  Z^o  ^2  -+-  t-'o  "2  )  -^  "U-i "^2 

—  O  ,  0 1 88  (  Wo  ^-'4  -r-  Po  «4  ) 
-f-  O  ,  0880  (  W4  P2  -r-  ^4  ^^2  ) 

—  0,0044^4^4. 


4zD 


ar 

beob. : 

0,  100 

0 ,  200 

Oj3oo 

0,400 

hAnK  • 

n  ^^'^ 

r^     f^\f. 

f^    ^'^« 

fS      =^f.i\ 

3o8  CBi'VRES    DE    WALTHER    RITZ. 

Für  den  zweiten  Teil  jedes  der  Kurvenstücke  ist : 


•  her.- 


y  beob.: 

0,600 

0,700 

0,800 

0,900 

X  beob.: 

0,495 

o,5i7 

o,5'24 

0,528 

^beob.: 

-r-0,O0'J 

-r-0,005 

— 0 , 004 

— 0,006 

Die  berechnete  Kurve  ist  in  den  fast  geradlinigen  Teilen  weniger 
gekrümmt  als  die  beobachtete.  Ans  w=  112^2  würden  sich  Paral- 
lele au  den  Achsen  mit  x  bzw.  r=  o,55i  ergeben  haben.  Da  in 
den?  Punkten  der  Kurven,  wo  sie  sich  sehr  nahe  kommen,  die 
\mplitude  gering  bleibt,  der  Sand  also  in  indifferentem  Gleich- 
gewicht sich  befindet,  wenn  nicht  sehr  sorgfältig  operiert  wird,  so 
wird  meist  die  Figur  als  aus  vier  Geraden  bestehend  erscheinen, 
wie  auch  Chladni  sie  angibt;  an  den  Schnittpunkten  wird  sie  un- 
deutlich sein.  Der  Fehler  der  ersten  Annäherung  in  den  gerad- 
linigen Teilen  beträgt  i  Proz.  der  Plattenseite. 


III.    A  =  94i. 


W  —   UqV»,---  Pü£/;. 


Fig. 12. 


IV.     A  =  2020. 


W  =z  U^V:,-{~  P2«V 


Fig. i3. 


V.    A  =  548o. 


Fig.  14. 


W  =  Uf,i\. 


Vf.    A  =  56 io. 


(von  Chladni  nicht  beobaclilel). 


Fig.  1.1. 


Vir.    A  =  7840. 


tr  —  lui^Q^  ^'2^^6- 


Fi«.  iG. 


k'    ! 

■'^-^  : 

N 

■N 

/^N  1 

^ 

Die  nahe  Koinzidenz  der  Wurzeln  j:  =  o,  552  von  ^2=0  und 
:r  =  0,544  ^'on  Ug=o  bedingt  hier  und  in  Fig.  23  die  nahezu 
geraden  Linien,  und  die  scheinbaren  Ausnahmen  von  den  p.  3o4 
gegebenen  Sätzen. 


Vin.     A=   I5l20. 


W  =  //it^ß-f-  Pi^/ß. 


Fis.  1- 


"'z- — \ 

'^ — \^ 

^ 

0 

^ 

U' 

Xf.    X  = -28740. 


W  =  iig  ('6 

(fehlt  bei  Chladni). 


Fig.  18. 

■ — H 


JJSUTEES    DE    WALTIIER    RITZ. 


D.  Lösungen^  die  in  x  und  y  gerade  und  antisymmetrisch  sind. 


I.    X  =  26,40- 


—  0,0129(^0  ^'4—  '^\^\) 

—  0,004  5  («2^4  —  ^2^^4). 


Fig. 19. 


11.    A==886- 


w  =  M0P4— t;o^^4. 


in.     X  =   !70'2. 


w  =  ^^.><^4 —  p.->  Wi. 


Die  Figur  stimmt  auf  weniger  als  i  Proz. 
mit  Strehlkes  Messungen. 


Fig.2r. 


!V.     X  =  : 


W  =  UqVq—  VQUß 

(fehlt  bei  Chladni). 


Fisi.  22. 


V.      A  = 


XVn.    -'-    TUFjnnE    DER    TRA.\SYERSAL>CI!\VINr,!;M»E>'.  iU 


ir  =  //2i\:  —  i'^Wß. 


VI.    A=  13840. 


ir  =  Wv^»;—  r^  w,]. 


/ 


/ 

\ 

/' 

/ 

X — , 

Fiu.^i 

E.   Doppeltöne. 


1.    A  =  80.8  —  73  < 


i^' ( .r,  y )  =  Ui  Vs  —  o , ül)8-2  U2,  i\) 

H-  o ,  0760  iiz  t-'a  -i-  ö :  0260  ei|  t' ., 

-4-  O  ,  0073  Mö  Tu  —  O  ,  0027  M3  i'4. 
O  j  O  I  I  '2  i^ä  t'2  -T-  <J  5  0030  11^  V'^ , 


¥\^.  . 


Fig.  26. 


Die  allgemeine  f-^ormel  ergibt  sich  fiieraus  (^vie  bei  allen  Doppel- 
tönen) 

A  a^ ( ,r ,  y )  -^Bwix,  y). 

Die  erste  Figur  (20  )  entspricht  8  =  0;  die  zweite  (26)  B  =  —  A. 

Pole:x  =  y  =  o;   dz  ^  =  o,  52^  =  ifcjK  (heob.  1 ;   die  berech- 
neten Pole  liegen  auf  der  Diagonale  um  0,001  mehr  nach  aussen. 


3l2 


«CfVRES    !>!■:    WALTifI-:R    IMTZ. 


Viii.'j- 


I      I* 


If. 


•>i-,  1 . 


w !  .r.  y  ?  =  -—  o ,  nl\~'$  // 5  r*  —  II.3  V^ 

—  O  ,  O  [  5f }  ££5  V-2  —  O  .  <>35  'j  i'/  j  1'; 
~f-  O  .  0000  W5  C'„  -—  O  .  O  f  00  W-]  T; 

—  (K  OOO"  f/5  C'-_»  -r-  O  ,  00  I  r>  W;;  i'; 


Pili.  :>S 


Für  die  annähernd  parallel  den  Seilen  \ erlaufenden  Kurven  in 
Fii!'.  2^  findet  sicli 


r 

X  beob. 
X  her.  —  X  beob. 


0,400    o,5oo 
0,788    0,730 

0,003       — 0,0003 


o,  100  o,->oo  O,  )00 

o,7j8  0  57''>3  0.746 

■0,004')     — O5O05]     — 0,0045 

r  :       0,600  0,700  0,800  o,goo 

^beob.  :       o.7'.>2  0,717  0,716  0,717 

xber.  —  a?  beob.  :  — o,ooo5     -r-o,ooo5     -r-o,ooo5     4-0,0010 


Als  Pole  sind  beobachtet 


r  =  o. 


X  =  0,760, 

;  JT  =  0,716, 


ber.  o,7rH, 
ber.  0,72*2, 


nebst  den  symmetrischen,  in  den  andern  Quadranten  gelegenen 

Punkten.    t'Vgl.  Fig.  \i-.) 


Ifi.    A  =  746. 

iv  i  ,r ,  y  5  —  —  o ,  0709  u  1  i".2  -^  o , 02 1  }  u-^  c-\^ 

-r-  II3  V2 0,1  260  Ui  i\ 

—  o  ,oo38  «3  i'„  -T~  o ,  1 234  «3  ^'4 

O  ,  0095  £^5  <^2  —  0,01 00  U7,  Qu . 

Strehlke  gibt  die  Pole  an,  die  jedoch  mit  die- 
ser Formel  nur  auf  i  Proz.  stimmen,  was  sich 
wohl  aus  dem  Umstand  erklärt,  dass  sie  in  einer 
Zone  nahezu  indiflferenten  Gleichgewichtes 
liegen  (in  Fig.  29  dort,  wo  sich  die  Kurven- 


Fig.29. 


— 

^ 

) 

■^ 
y 

r 

( 

11 

^vii.    Turimu:  m:u  Tii\\svr.R-\i-i.iiwiNCii:xi.E5. 

Fi-..  ;. 
IV.    /.  =  if*i. 


iV    r.r.    £/,  4";  -—    //^i"'.  . 


V.    ). 


ii<C 


VI  .      >.  =  3'iio. 


1^ 


J ^ 

I 

1 ^ 

l  1-      >    . 


x/ 


I    -,. 


«         i 


Fiu.:;'» 

l              ■' 

i              ^  i 

1      ,                1                i      : 
•      1                1            _^ 

\ll.   >■  ^  39-27. 


FIk. 
—J~ 1 -" 

— \ — n 

1    '  '^ 

i             ! 

il  i  . 

! 

Fig.  ?>S. 


Vfil.  >•  =  t)o3o. 


hi^ 

.);r 

1        ! 

! 

1 

i 

1 

! 

i^U 

- i 

Fig 

v<. 

IX.      }    =hu 


U'    -^   li^  i\.. 

iV  z=  II,  i;,.  —  i".  1/,, 


1 



I 


Fig.  i:>. 


\.    } 


sr  =  «.  r,;  —  r.-j  «,; 


ä''§-  1 1. 


Fi^.  45. 


XL    /.  =  20400. 


«'     —     //;,  t'„  1-,;,    ?^, 


1 

.■ig.',ü. 

1       / 

%^ 

^ 

ScMussbemerkungen . 

Es  braiiciit  wolil  kaum  betont  zu  werden,  dass  dieselben  Ansätze 
auch  für Reclitecke^'ellen;  sind  <2,  Aderen  fialbe  Seilen,  so  werden 

sieh  Liisiingen  der  Form 


««(^j"«(|l™^^'^(l)"'^ 


ergeben  und  das  Verfahren  Ideibt  im  übrig-en  ungeändert. 

Ist  eine  Seite  des  Rechtecks  eingespannt,  die  übrigen  frei,  so 
wird  man  dementsprechend  für  die  Richtung  x  der  zwei  freien 
Seiten  diejenigen  Funktionen,  die  einem  an  einem  Ende  einge- 
spannten, am  andern  freien  Stabe  entsprechen,  einführen:  für  die 
zweite  Richtung  bleiben  die  11^  anwendbar. 

Entsprechendes  gilt  für  die  ringsum  eingespannten  Platten  usw. 

Wie  dieselbe  Methode  Gleichgewichtsprobleme  zu  behandeln 


geslattel,  habe  ich  in  der  eiiii:'aii;:-s  zitierten  Arbeit  i^ezeiuL  Win! 
z.  B.  eine  rechtecki,t:'e  Platte  ihirrh  an  den  Riiodern  ani:reife!ide 
Ivriifle  ii'eboi;-eii  i^  Maxwell  i.  so  ist  für  die  Iransversale  iJefürmatiiüi 
ii'(xyi  derselbe  Ansatz  t  Entwiekehniiren  iiarh  f//„.  ij".«  ")£/«*  j' />  i 
zu  machen,  wie  wir  ihn  in  dieser  Arbeit  benutzt  haben:  die  Ivoef- 
lizienten  bestimmen  sieli  daraus,  dass  die  potentielle  Energie  -''sie 
ist,  bis  auf  einen  Faktor,  durch  unser  Integral  J  g'egeben;  plus  drm 
die  Arbeit  der  Kräfte  für  ein  kleines  iv  ausdrückenden  Randiiile- 
gral,  nach  Einfüfirung  des  Ansatzes,  mT^glichst  klein  sein  soll.  Da 
das  Randintegral  w  nur  linear  enthält,  ergeben  sicli  diesmal  lineare, 
nicht  homoa'ene  Gleich uns'en  für  die  Koeffizienten.  Für  eine  qua- 
d ratische  Platte  und  geeignet  symmetrische  Kräfte  erhält  oian 
wieder  die  Gleichungen  t^54)  p.  2i)'Ä,  wenn  darin  A  =  o  gesetzt 
wird  und  die  linken  Seiten  (Nuilj  durch  l)estimmte  ZaMwerle  er- 
setzt werden.  i3ie  einmalige  Aufstellung  des  Schemas  i  54)  genügt 
also,  um  eine  ganze  Reihe  von  Gleichgewichtsproblenien  bezüglich 
quadratischer  Platten  einfacli  zu  li')sen. 

Es  ist  oben  bemerkt  worden,  dass  ein  Polynom  stets,  bei  jeder 
Begrenzung,  als  rnfsglicher  Ansatz  für  «'in  Betracht  kommt,  wobei 
nur  fraglich  bleibt,  ob  bei  der  verlangten  Genauigkeit  die  Rechen- 
arbeit nicht  zu  gross  wird.  Da  der  Eigenwert  des  Fundamental- 
tones, "Aq,  dem  Minimum  von  J  entspricht,  so  wird  im  ganzen  bei 
jeder  Approximation,  wenn  es  sich  um  den  Grundton  handelt, 
A  das  durch  die  Methode  am  genauesten  gegebene  Element  sein. 
Zur  Berechnung  des  Grundtones  aus  den  Konstanten  der  Platte 
wird  also  sehr  oft  der  Ansatz  eines  Polynoms  mit  wenigen  Gliedern 
genügen.  So  entspricht  der  Symmetrie  des  Grundtones  beim 
Kreise  der  allgemeinste  Ansatz 

( a  )  iv  =  xy  {a  -^-  b( X--T'  r-  )  -r-  cx-y-  —  d{  x* -r- y* )  — . ,  .]^ 

wobei  die^-  und  j-Achse  die  Knotenlinien  der  Kiangfigur  bilden. 
Trägt  man  dies  in  das  über  den  Kreis  vom  Radius  R  =  i  erstreckte 
Integral  J  [Gleichung  (7)  p.  1^.73]  ein,  so  ergibt  unsere  Methode 
ohne  weiteres  für  Aq  folgende  sukzessive  Approximationen  : 
Wenn  man  Formel  ( a)  mit  dem  ersten  Glied  abbricht 


Ao  =  .^,  =  yi  in 


(b  =  c  =  d  =  . ..  =  o): 

I 


Ht.  «Cl-Viit-    iJi;    WALIilKH    lUTZ. 

llei  zwei  iilu'dern  • /.g  \^'nr'/j,'l  einer  Gieicliung  zweiten  (jrades 

wälirend  aii^  fvirrhliHlfs  lieciniimgeo  sich  er|^iht 

/.„=  •i7/Ci- 

l,.>ei'  Ft*hlrr  iler  Toiiliiilie,  die  \' /.q  proportional  ist,  ist  somit 
sciioii  in  zweiter  Annälierün^::-  nur  |  Proz.,  also  an  der  Grenze  des 
Beoliachlbareii. 

Ebenso  eleiiientare  Recliiiiiiii:-eii  erg-eben  die  Grondtune  und 
selbst  die  tTsten  Obertöne  des  Dreiecks,  Fünfecks,  Secbsecks  usw., 
und  überhaiif)!.  irgendweiclier  diircli  gerade  Linien  und  Kreis- 
btJireii  beereozier  Figuren. 

Götliniieii,  Janoar  1909. 


XVIIL 


rei:hei{i:hes  ciutiqu.es 


L'ELECTHODYXAMIQUE   GEXEKALE. 


Annales  de  Chimie  et  de  Physique,  y  <erit.\  t.  XfIL  \k  i'O -'}-'}, 


IXTRÖDUGTION. 


Les  phenoiiienes  electriques  el  elecl,rodjiiamiqiies  oiil  acquis 
dans  ie  cours  des  dernieres  aiinees  iine  ioiporlaiice  de  plus  eii  plus 
grande;  iis  engiobent  rOptiqiie,  les  lois  du  rayoiinemeiit  et  les 
phenomenes  molecolaires  innombrables  lies  ä  la  preseiice  des 
centres  charges,  ions  et  eiectrons;  enlin,  avec  la  iiotioii  de  masse 
eleclromagnetique,  c'eslla  Mecanique  elle-memequi  semble  devoir 
devenir  im  chapitre  de  rEleclrodynainique  geiieraie.  Sons  la  forme 
que  lui  a  donnee  M.  H.-x\.  Lorentz,  ia  tlieorie  de  Maxwell  devien- 
draii  aiiisi  le  pivol  d'uiie  conception  nouveiie  de  ia  iiaUire,  oü  les 
lois  elecLrodynamiqiies^  considerees  comme  primordiales,  com- 
prendraient  les  lois  du  mouvement  comme  cas  parliculiers  el 
joueraient  dans  les  theories  physiques  le  röle  fondamenlal  qui, 
jusquici,  revenait  ä  Ia  Mecanique. 

Dans  ces  conditions.  ii  est  evidemment  desirable  qu'iine  critiqoe 
rigoiireuse  des  bases  de  cette  theorie  leur  doniie  le  degre  de  clarte 
et  de  precision  que  la  Mecanique  elle-nienie  n'a,  apres  beaucoup 
de  controverses,  atteint  qu'ä  une  epoqiie  toute  recente.  II  convient 
de  se  demander  quelles  bjpotheses  sont  necessaires  el  peuvent  se 
deduire  de  Fobservation,  quelles  autres  sont  logiquement  inutiles 
ou   neuvent    etre   ela^-uees    sans    aue    rexoerience    cesse    d'eire 


ilans  la  premiiTe  Partie  de  ses  i^erons  surV Electricite  et  VOp- 
tit/aei^K  M.  l*oiiiea!'e  a  roiisacre  ä  la  crilique  des  theories  plus 
Oll  üiyius  ilisliiii'ies  iliies  ä  Maxwell  liii-iaeioe  et  a  Hertz  des  pages 
cla^siqiie^ :  p'  iie  nie  suis  cloiir  allache  qira  la  forme  qu'a  prise  la 
tht'iorii*  eiilre  les  loaiiis  ile  M.  Loreiilz,  forme  (fiii  presenle  des 
a\aiitages  bieii  coniius.  C  hielqiies  resiiUals  peuveiit  (raiileiirs  laci- 
leineiit's'elendre  aux  aulres  iheories.  fei  encore,  je  n'ai  eu  souveiil 
qii'ii  rappeier  tili  ä  coiiipleter  les  idees  einises  par  M.  Poincare 
ei  surtoul  par  M.  Lorenlz,  a  q»i  rront  naturellement  pas  ecliappe 
ies  aspecls  divers  soiis  iesqtiels  peul.  elre  presentee  sa  theorie. 

J'ai  neg'üge  eii  i^'eneral  les  piieiioiiieiies  d'ordre  moleculaire  qui 
depeiitienl  de  la  th«"«Hie  corpiisciilan-e  <le  lYdeclricile  :  cette  con- 
ceptioii  S!  teeonde  esl  evidemiiient  iiidependanle,  dans  one  large 
inesure,  des  idees  qifoii  peut  se  faire  sur  !e  mode  d'action  des 
char^'cs  eieclriques  ies  iiiies  sur  ies  autres  par  i'intermediaire  de 
Fellier,  qui  fail  plus  speeiaiemenl:  l'objel  des  equalions  eleclrodj- 
naoiiques. 

i^e  resultal  de  ces  reclierches  n'a  pas  ete  favorable  aux  tlieories 
arluelles.  La  discussioii  des  difticulles  qu'elles  souleveiit  moatre 
qoe  ceiles-ci  ont  une  commune  origiiie  intimement  liee  a  la  con- 
ception  meine  de  i'eliier,  qui  est  ä  la  base  de  toiites  ces  theories. 
Oll  verra  en  partic ulier  que  : 

i"  Au  point  de  vue  slricteinent  iogique,  les  forces  electrique  et 
magiietiqüe,  qui,  en  apparence,  jouent  dans  la  iheorie  un  role  si 
fofidanientab  sont  des  notions  qu'on  peut  entierementeneliminer; 
eile  ne  conlient  en  realite  que  des  relations  d'espace  et  de  temps  : 
on  revient  ainsi  aux  ancieniies  actions  eiementaires,  avec  cette 
seüle  difierence  qu'eiies  ne  sont  pios  instantanees. 

2'"'  La  theorie  admet  une  infinite  de  soiotions  satisfaisant  ä  toutes 
les  eonditions,  niais  incompaiibles  avec  l'experience,  et  conduisant, 
par  exemple,  a  des  perpetiium  mobile.  Pour  ecarter  ces  Solu- 
tions, il  faut  admettre  par  hjpothese  les  formules  des  potentiels 
retardes,  Ces  formules  introduisent  Firreversibilite  dans  FElectro- 


(^)  H.  Poi\CARE,  Electricite  et  Optique  :  La  Lumiere  et  ies  Theories  electro- 

dy namiques ;  2*  editioa,  Paris,  i(}-n. 


dviiajuique,  alors  «|iie  les  ecjoaliuns  gi'tnerales  adiiielteiil  la  rever- 
sibilhe.  Je  iiiuiitre  qiie,  conlraireiiient  uux  idees  reciif-s.  elles  ue 
peiivent  se  dediiire  d'mie  specialisation  etüivendlile  de  Felat  iiiilial. 
Elles  C€HistiUieiU  ime  hvpothese  iiouvelle.  el  qiii  reiid  iiiiitiies  les 
eqiialioES  aiix  derivees  partielles:  pour  expriiiier  ciaireiiieiit  cetle 
hjpolliese,  il  est  nece.ssaire  de  di.^liiigiier  les  actioiis  eleiiientaires, 
c'est-a-dire  de  renoiicer  a  Fidee  fondaiiientale  de  Maxwell  qiii  ies 
rejelait. 

3"  I.a  nolion  de  locaiisaliim  de  Feiiergie  dans  reiherest  iiideter- 
iiiin«'e  et  comporte  pliisieurs  Solutions  siiriples. 

4''  L'impossibilite,  remarquee  par  Maxwell,  de  ramener  aux 
Eii'eines  notions  la  gravi tation,  dont  Fenergie  negative  correspon- 
drait  ä  un  milieu  instable,  monlre  qiie  ces  notions  iie  sont  pas 
d*uiie  application  generale  aux  forces  de  la  nature. 

5"  L'action  et  la  reaclion  ne  sont  pas  egales,  et  celle  inegalile, 
dans  la  mesure  oü  eile  provienl  de  rintroduclion  des  vitesses  abso- 
lues.  est  contra ire  a  rexperienre. 

6^  Les  experiences  de  M.  Kaiifiüanii  sur  la  deviabilite  electrique 
et  magnetique  des  ravons  3  du  radium  ne  demontrenl  pas  qiie  la 
niasse  des  electrons  soll  loiit  entiere  d'origine  eiectroosagnetique 
et  depende  de  leiir  vitesse  absolue,  parce  que,  d'ime  part,  rieii 
n'oblige  ä  admettre,  comme  le  veut  la  tkeorie  de  Lorentz,  cjue  les 
forces  soient  Ibnctions  lineaires  de  la  vitesse  f^cela  poorrait  n'etre 
vrai  que  pour  les  petites  vitesses  i,  et  que,  d'autre  pari,  une  expe- 
rience  de  MM.  Treu  ton  et  Noble  montre  que  Fexpression  de  ia 
quaniite  de  mouvement  electromagnetiqiie  en  fonction  de  la 
vitesse,  de  laquelle  M,  Abraham  a  deduit  ceile  de  la  masse  elec- 
trodynamique,  est  certainement  inexacte. 

-''  La  theorie  de  Maxwell  et  de  Lorentz  part  d'un  sjsteme  de 
coordonnees  absolues,  c'est-a-direindependant  des  mouvements  de 
la  matiere;  pour  etre  en  accord  avec  Fexperience,  qui  a  toujours, 
en  Optique  et  Electrodjnamique  comme  en  Mecanique,  confirme 
le  principe  de  la  relativite  des  mouvements,  on  est  abiige  ensuite 
d'eliminerce  sjstemeabsolu  pardes  hypotheses  peu  vraisemblables, 
snpprimant  la  notion  de  corps  solide,  et  celle  d'invariabilite  des 
masses  ponderables;  il  faut,  de  plus,  changer  les  principes  de  la 
Cinematique,  considerer  la  regle  du  parallelogramme  des  vitesses 
comme  une  premiere  approxioiation,  valable  aux  faibies   vitesses. 


el  faire  du  Itfiiips  et.  »Je  la  siriiiiilaneite  des  iiolioiis  toutes  relatives 
II  serail  rciiirellriliie,  p<i!ir  l'economie  de  notre  peiisee,  cjiri 
faliiit  aJmelire  de  lelles  coiiipIicatioES.  Je  crois  qu'au  lieu  de  ton- 
eher  ä  la  Gnt'iiialiqiie,  c'esl  ilijpothese  de  Tether.  et,  avec  eile 
la  reprt:!seiilciliiin  des  phenoiiienes  par  des  equations  aux  derivee; 
parlielles.  (|u°ii  faul  abaiidoiiner.  La  necessite  d'expliquer  que  le 
Corps  m:  renconlreiit  aiicoiie  resislance  de  la  pari  de  Felher  qu'il 
traversent  et  iie  moditienl  pas  son  etat,  bien  d'autres  considera- 
lioES  encore,  oiil  d'aiiieurs  amene  ä  faire  de  Fether  mecanique  d( 
Fresnel  uii  siiiipie  espace  physiquey  absolument  compenetrable  i 
la  maliere,  im  sysieme  de  coofdonnees  absolu ;  i\  n'est  plus  qu'ün« 
abstraclioii  iiiaüiemaüqiie,  et  sa  suppression  ne  serait  que  la  der- 
aiere  iiliase  d'uiie  iongue  evoliition. 

Celle  cuiiclüsiofK  üomme  je  le  montrerai,  n'entraine  nullemen 
ie  retour  aux  aclions  ä  distance.  Cependanl  eile  heurle  de  fron 
bien  des  idees  recues,  el  je  suis  le  premier  ä  reconnaitre  qu'un* 
li%*podiese  qiii  a  rendii  tie  grarids  Services  a  la  Science  ne  peut  pa 
elre  condamnee  par  le  seul  iiiotif  qu'elle  sonleve,  a  i'heure  qiri 
est,  des  difliciilies,  paraissaiit  inextricables.  On  pourra  toujour 
esperer  de  l'aveiiir  la  Solution  de  ces  difficalles,  ou  penser  qu'elle 
sont  inherentes  aux  ciioses,  et  independantes  de  Fimage  qae  non 
nous  eil  faisons.  II  n'en  est,  lieureusement,  pas  ainsi  :  c'est  ce  qu- 
j'ai  cherclie  ä  demontrer  dans  la  seconde  Partie  de  ce  travail,  oiai 
la  theorie  que  je  presenlerai  n'a  nuUenient  la  pretention  d*etre  un- 
solutii^o  satisfaisante  el  definitive  d'un  probleme  si  difficile.  Soj 
bul  est  en  premiere  ligne  de  faire  voir  conibien  est  large  la  par 
d'inconnu  qui,  iiialgre  les  progres  recents,  subsistedans  cedomaine 
et  dans  quelle  mesure,  bien  plus  faible  qu'on  ne  serait  tente  de  \ 
croire,  l'experience  peut  etre  eonsideree  conime  une  contirmatioi 
de  la  llieorie  de  Maxwell  et  Lorentz,  meme  lorsqu'on  adopte 
comiiie  je  le  ferai,  ies  idees  si  r,eniarquables  de  ce  dernier  savan 
sur  la  Constitution  atomii|ue  de  Felectricite,  la  nature  du  couran 
de  conduction  et  des  dielectriques,  en  un-  niot,  la  theorie  de 
electrons,  Ces  reclierches  montreront,  de  plus,  qu'il  n'est  pa 
necessaire  dintroduire  des  mouvements  absolus^  etde  bouleverse 
la  Cinemalique  et  la  notion  de  temps  :  les  vitesses  relatives  seule 
Y  interviendront.  11  iij  sera  pas  fait  usage  de  notions  sujettes  ; 
erilique  lelles  que  la  polarisation,  le  vecteur  electrique,  la  forc 


vi  de  cliar^-es  eleelriqiies,  re^  cieniirfe^  iie  JMiianr.  iMjiniiie  Iv^ 
?ii.i.sses  eii  Meca!iif|iie,  «|üe  ie  r«jle  de  coeffirienl^  erjiii'i'iialjleiiienl 
rliuisis  el  iiivariaLies  |iou!*  ini  Imi  oii  im  rlerlroii  ilt-leriiiiiie,  Kii 
un  eerUihi  sens,  c'est  doiir:  Jä  loie  llit-orie  ri]eeao!C|iir*  «le  rf'-leriri- 
eite.  .\faisje  ii'ai  pas  erii  dp\oir  faire  irilervenii*  ee^  iiief%iiiisiiie- 
ialenls.  |)lii.s  oii  iiioiiiH  eoinpücjoes,  qiii  joueiit  «iariN  h  tlieone  ilr 
\lax\veil  Uli  roie  >.i  iiiiporlaiiL  Ces  livpotlieses  soiit  iiiiiiiles.  el,  n 
fallt  Ie  dire.  bien  peu  salistaisaiiles.  li  siiftk,  eii  ellVt,  «ie  rappt-ler 
c|iie  ies  Corps  puiiderables  dosveiil  passer  ä  lra\ers  ces  fiieranisrye^ 
fOiiij)Iiipies  saus  les  deranger.  ei  saus  epFfuner  d*a<'tioii  sensible, 
meoie  qiiand  leur  vilesse  atteiiil  cfdie  «It^s  rHr|)s  Celestes  :  Tiiiipe- 
iielraliiliie,  eii  parli^'iilier,  ii'existe  doiie  pas  poiir  ^e^  iiieuries 
Hiecaiiiqiies,  et  c'esl  la  im  poiiit  cpii  ii'esl  pas  loupiirs  suffisaio- 
iiieiil:  iriis  eii  evidence.  L'ex|>erierice  a  iiionlre  (pie  les  aclions  iie 
soni  pas  iiistaiitaiiees  _:  eile  ii'a  pas  rshele  traee  irun  eyqjs  qui 
.siibsisterait  dans  les  espaces  iiiaierielleoieiil,  \ides.  J'ai  donc  erii 
poiivoir  oie  borner  a  doiiner  de  la  ioi  de  propai^-alioii  de  ees  actions 
oiie  ioterpretaüon  cinemarique  Ires  simple  empruiilee  a  la  tlieorie 
eiiiaiiative  de  la  kimiere,  el  salisfaisant  au  principe  de  la  relativite 
du  moüveinent  :  des  parlicules  licü\es  sonI  eiiiises  constaiiioient 
claiis  toüs  les  seiis  par  les  charges  eleclriques:  elies  conliniient 
indefiniinent  a  se  moiivoir  en  ligiie  droile  et  avec  iine  vitessecons- 
laiile,  lueme  a  travers  les  Corps  maleriels.  L'aetion  siibie  par  ime 
eiiar^^'e  depend  iiniqiiemenl  de  ia  dispositioii.  vitesse,  etc.,  de  ces 
partieules  daos  Fentourage  immediat  de  la  cliarge.  Les  parlicules 
sont  donc  simplement  la  representation  concrele  des  donnees  cine- 
iiiatiques  el  geometriques.  Ces  lijpollieses  suffisent  pour  Ie  but 
purement  crilique  qiie  je  me  suis  propose  ici.  Elles  permettenl 
d'etudier  en  detail  la  Ioi  de  Faction  elementaire  entre  electrons  en 
inouvement,  et  fönt  voir  en  particnlier  que  cette  Ioi,  presqoe 
c^ntierement  inconnue  aux  gxandes  vitesses,  comporte,  meine  aux 
petites  vitesses,  un  parametre  iodetermine  K,  qui  n'est  pas  sans 
analogie  avec  celui  qu'Helniholtz  a  introduit'dans  sa  theorie. 

Je  tiens  toutefois  a'  preciser  la  porlee  toute  provisoire  de  ces 
hypotlieses.  En  eifFet,  lorsque  les  partieules  (ou,  si  Fon  veut,  les 
aclions  bu  energies)  emises  par  un  corps  eleclrise  atteignent  une 
autre  Charge  electrique  et  en  modifient  Ie  mouvement,  Ie  principe 
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crai!l!mi  el  de  rt%iirlioii  exii^-e  i|u'el!e.s  siiljissf^nl  de  ieur  cuie  iiiie 
cleviatioii  an  im  riiangeiiieiiL  et  ü  est  fort  re!iiarc|ualilt*  que  l'ex- 
|ierieiii"€*  tie  Fizeaii  sur  reiilraiiieiueiil  des  ondes,  de  meine  que 
certaiiis  aiilres  faits  tFOptique.  rie  soiit  pas  eooipatibfes  avec  Vhy- 
potliese  adioise  ici,  vi  exitj-eiit  uoe  teile  reactioii.  C'est  le  contraire 
qui  arri\e  dtins  fliypotliese  de  Fether,  aiiisique  Fa  iiiis  enevidence 
M.  Poiiicart^  :  la  iheorie,-  de  Herlz,  cjii!  satisfait  au  principe  d'actioii 
et  de  reacliim,  est  mcoiiipatihle  avec  Fexperience  de  Fizeau;  celle 
de  Loreiilz,  qui  liy  salisfail  pas,  ex|)Iiqüe  parfailenient  Fexpe- 
rieoce.  .\Iais  M.  Ptdncare  a  liioiiü-e  qit'en  attriiiuant  a  l'energie 
rajonnaiiie  une  quaetite  de  moiiveiiienL  ioäil  s'arrange;  or  celle 
lijpotfiese  est  naturelle,  si  cette  energie  est  prqjeiee,  et  non  pro- 
pagee,  et  c'esl  precisemeiit  ce  qui  periiiel  de  sauvegarder  le  prin- 
ripe  daos  la  iiouvelle  imuf^'e  que  je  |)ropose.  On  peiit  meme 
eiitrevuir  la  possiidiite  d'oblenir,  |)ar  ces  principes,  les  termes 
electrodvnamiques  dependaiit  de  ia  vilesse  et  de  Facceleration,  par 
ia  seide  coiisideration  de  la  |>ropagation,  prohleiiie  que  Gauss  a 
pose  dans  sa  ceiebre  lettre  a  \V.  Weber,  et  cjue  la  theorie  de 
Maxwell  ii'a  pas  resolu,  puisqiFelie  iiilroduit  [jour  ces  teroies  une 
quantite  speciale,  ie  polentiei  vecteur. 

Je  reviendrai  ailleurs  sur  ces  questions  :  les  remarques  qui  pre- 
eedent  suffiseiit  a  expliquer  pourquoi  je  n'ai  pas  fait  rentrer  l'Op- 
lique  daos  ie  cadre  de  cette  etude  critique. 

Sous  bien  des  rapports,  la  tbeorie  nouvelle  ramenera  donc  le 
lecteur  ä  des  idees  ckssiques  destiiiees,  semblait-il,  ä  Foubli  defi- 
nitif.  Liiilerprelatioii  de  certaines  experieuces  en  sera  necessaire- 
iiient  luodifiee.  En  particulier,  une  parlie  ou  la  totalite  de  la  masse 
poiirra  bien  elre  d'origiue  eleclromagnetique,  mais  eile  sera  con- 
slante  et  ne  saurait  dependre  d'une  vitesse  absolue.  Ce  sont  les 
forces,  et  non  ia  masse,  qui  \arieiit  :  les  experiences  de  M.  Kauf- 
mann atlmettent  egalemenl  cette  nouvelle  maniere  de  voir. 

Les  Douvelles  foniiuies  sont  applicables  ä  la  gravitation;  elles 
permettenl  de  supprimer,  au  moins  en  grande  partie, .  la  cliver- 
gence  ia  plus  sensible  qui  subsisle  a  Fheure  qu'il  est  entre  le  calcul 
et  l'experience  :  le  mouvement  du  perihelie  de  Mercure. 

La  tlieorie  des  electrons  a  constitue  un  premier  retour  partiel  des 
idees  de  Maxwell  ä  cFautres  plus  anciennes,  et  pour  ceux~la  meme 
qui  considerentcomme  indispensable  une  nouvelle  evolution  dans 


le  nieiiie  seii.s.  les  livpollit-se^  si  fetorities  iiilr«j*liiil,e-  par  .M.  Lorenlz 
coiiser\'ent  lüsile?  leiir  iiiiporlaiice.  et  la  tbriiie  iiiatlieiiialique  qirll 
leiira  lioniiee  conliniiera  clans  bien  des  cas  a  elre  Li  plus  eh-^^aiite 
et  h»  |)lus  |iraliqiie. 

PHEMIERE  PARTIE. 

^    L      -    KaPPKL    UE    L\    TliEüRIE    UE    LoßEXTZ   I  ^  .. 

Uli  sait  qiie  Maxwell  ii'avait  pas  fail:  dlivpollieses  siir  ia  naliire 
du  courant  eleclriqiie.  M.  Lorenlz  admet  qiie  tont  couraiit  decon- 
doction  resulle  du  iiiom'eiiienl  de  parlicoles  electriques,  soumises 
a.  uiie  Sorte  de  frottemeiii  daiis  les  condueteurs,  a  (h'S  forces  elas- 
tkjiies  dans  les  dieleclricpies;  et  de  iiombreiix  faits  soiit,  dans  ces 
dernieres  anoees,  venus  confirmer  celte  livpolliese.  Celle  conrep- 
lion  a  perniis  a  M.  I.oreiilz  de  ne  roiisiderer,  ilaiis  ses  «'quations 
fondamentales,  fpie  le  seol  dielerlriqiie  etlier.  Renoiieant  ä  une 
explicatäOü  piireiiient  iiuk'aiiiqiie  eta  riiiipeiietraliilite  deia  nialiere, 
M.  Loreutz  eoiisidere  l'ether  ecHniiie  iinniobile.  el  |)reseet  meiiie  a 
i'iiilerieurdes  ioiis  et  t'Iertrons.  Ces  derniers  le  moditieiit  phvsi- 
queineiit,  et  eetle  luoditicatioii,  qu'ii  est  diffieile,  ä  vrai  dire,  de  se 
representer  50ils  iine  forme  concrele,  est  caracterisee  par  deux 
vecteurs  :  ie  vecteiir  electrique  oii  deplacement  dielecirique  E, 
dont  les  composaotes  sont  E.^,  Ey,  E-,  et  le  vecteiir  magnetique 
li  iH^,  Fiv,  H-V  Les  cfiarges  electriques  sont  lixees  aiix  ions  con- 
sideres  comme  iiideforiiiables.  Soieiit  z  ladensite  electriqiie,  mesu- 
ree  eii  uniteseiectrostatiques,  au  poiiU.-«y:;,  a  rinstant /,  le  Systeme 
de  coordoniiees  etaiit  lie  a  Fether  iinmohile,  et  v  Ia  \itesse  de  la 
matiere  eieetriqiie  en  [X,  i\  z^  t),  c  ia  vitesse  de  Ia  himiere;  ona, 
entre  ces  «Tandeurs,  le  Systeme  d'eqiiations 
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(^)  H.-A.  Loren  TZ,  Archives  neerl.^  t.  XXV,  1892;  Versuch  einer  Theorie  der 
elektrischen  und  optischen  Erscheinungen  in  bewegten  Körpern^  Leiden,  1896; 
Elektronentheorie  :  Enzyklopädie  der  math,  Wissenschaften,  Bd.  V,  Heft  i, 
Leipzig,  i9(>4-  —  Poincare,  Electricite  etOptique,  Ghap.  Ill,  p.  42». 
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I A-  i'li.uiip  ainsi  t'ree  cJaiis  l'ether  par  les  aiitres  charges  present« 
eierce  siir  Frlriiieiil  de  cliari^-e  z  ch  Li  force  mecaniqiie  represente 

fii  ^rarideiir  el  eii  liirertioii  par  le  vecleur  Fp«:/^^  oü 
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Daos  teile  tlienrie,  il  nV  a  pas  de  magnelisme  :   raimaiitatio] 
proiieiil  des  cooraiils  paiiiculaires  d'Ampere. 

Moyeiiiiaiit  ceiiaines  hypolheses  sur  lesquelles  noiis  aurons 
reveiiir,  ee  Systeme  d'equatioos  s'integ-re  par  Fintroduction  de 
p&tenii'eis  retardes.  On  demontre,    en  eilet,   que  toute  soludoi 
du  Systeme  i^l  'i  a  (V),  oü  Ton  suppose  p,  (.v,  ^^y,^'z  donnes,  peut  s^ 
III eure  soiis  la  forme 
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les  fonctlons  #  (potentiel  scaiaire)  el  1^,  A^.,  A^  (comjiosaiites 
du  potentiel  vecteur)  etaiit  conlinues  asec  letirs  derivees  pre- 
mieres  dans  tont  Fespace,  niilles  ai'infini,  el  saLisfaisanlaiix  equa- 
tions 
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M.  Lorentz  satisfait  a  ces  condltions  en  posant 
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A,=.... 

Ces   expressions  ont  la  forme  de  poteatiels   newtoniens,  avec 
celte  diilerence  qu'au  lieu  de  prendre  ia  valeur  de  p  au  i^oinix^yz^ 

a  rinstant /:,  ii  faut  la  prendre  ä  Finstant  anterieur  t^z=zt ,  le 

temps  -  etant  necessaire  a  la  propagation;  c'est  ce  qu'avec  M.  Lo- 
rentz nous  indiquerons  par  la  notation 

Le  champ  est  ainsi  completement  determine,  et,  en  introduisant 
les  ei:pressions  (XII)  et  (XIII)  et  dans  les  formules  (VII),  (VIII) 
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et  des  expressions  aiialogiies  poiir  F,-,  F^,  Eii  inirodiiisant  ia  de 
vee  totale 

Ti  ""  Ti  '^    ■'"  (Ix  "^    ■'  «fr    '      '  ^-^^  ' 
et  posanf 

I  XV|  Li'j-.  r,  z,  i.  i\i'.  i'v,  p-  t 

M.  Schwarzscliild  (*)  a  trouve  poiir  F^  la  forme  remarqualile 

Cesl  k  forme  des  equations  deLagraoge.  Les  expressions  (XI 
et  (  XYl)  donnent  ia  force  subie  par  un  point  electrique 
Charge  egaie  ä  faniie,  exprimee  au  moren  cVactions  e lerne 
iaires  analogues  a  ceiles  que  Ton  consideraitdans  FancienneEl 
trodynamique,  ä  la  notioo  de  transmission  non  instantanee  pr 
qiron  retrouve  d'ailleiirs  cliez  Gauss  et  C.  Neumaiin.  Une  cbai 
e\  sensiblement  ponctuelle,  exerce,  soiis  des  conditions  tres  ge: 
rales,  siir  une  aotre  cliartre  analo^iie  e.  une  Force 


]  \         ißX  dt    üi\J 

I  \  ()}'  dt      iWyJ 


/■  ■  -   IX    i  ■ 


iiaii>  ees  loriiniirs»  la  iiHliitfi  «le  i'liriiiii)  iiuilt-rwrnl  pj-.,  II  r^i 
ti-rs  reiiiar«jiiaifle  qiie  (llaiisiii'^.  riirrrli,ni!.  romiiM;'  W^elser.  d  i*'iiilre 
roiiiple  8le<  a<iiyiis  rleelriN,lviKiiiiii|ii»'s  au  inuTeii  srariiMii^  d  .sij»«-- 
tciiii-e  dept'iiilaiil  des  |)n'^!|.!H!i>.  \ih'^^.v<  t/l  ;irt-i-|*:-n-iiiuii-  jlr--  |?niiil^ 
t"1ec,iri(|iie>.  a  elf}  «'Hiiduil  aiix  iiitHneN  fVaiiHile*»  W  p!  \\I  ,  a\er' 
rette  >Piile  dillereiife  «|iii-  les  ;ir!ifio>   ^niii    in>f43iilaiit''r^.   »-ii   -orte 

i|ii'il  faul  prc^iidrr  les   valeiir-.  de    :    i-l    *.'    «i   rio-laü!   /«  *^l  ji'iai    j 

,,.  /' 

I  iiistani  /  —     • 
r 

(Je  resiillul  \vv>  !-«-iiKin|iialiIt%  sjy  a  \l.  >i;liwar/>t:liihL  iiiuiilie 
4|iie  la  tlii-orif  de  Li">reiitz  sr  ra|i|i!'Oi*lit'  lieaucoiip  \A\iy  iin'on  iie 
pourrail  le  rroire  au  preiiiier  al)urd  dt*.«^  lli*'<jrie>  .iiirifinir-. 

La  preiiiirre  ibrme  doiiiire  |,>ar  !\!.  L«-jreii!z  j  -^a  lli^-ofie  riai! 
läiidiis  aljslriiile.  eil  re  ^eris  i|iie.  siähaiil  la  \mv  lr;u.*i''t'  |i;jf  \Lii.- 
\i  fdl,  51  partail  des  f'qinilioiis  <Ie  Lairran^e  eii  v  inlrDiliikiüil  de> 
\iirialdes  de  drifx  es|it*ees,  delt'^rioiiiaiiL  les  iines  It-s  |insilii'sii^  'i*^> 
parliroles  elerlr!>ees.  les  aiifres  Yvlal  deYMun'i  <*ii  allrüiiie  a  i/e 
ilemier  iiiie  eiiergie  eiiieiiialiqye,  saos  preciser  ses  iiioineriieiils 
iiileriies:  W  siiffil  qiie  i-eiix-id  exisleiil.  Le  priiieipe  iniaiiiilloii 
|»eriiiet  ei^-aleüieiiL  eii  aslreigiianl  les  \ai'iatioii<  a  reiiaiiie^  romii- 
hcins,  d'oI)le!iir  les  «'«qualioiis  foo<laiiieiitalps  '  L  a  '  \  !  ;•  eii  mn-!- 
deriinl  feneri^ie  eiectriqiie 

izf'^ ^-v.1  d. 

ciiiniiie  eiier^i'e  pi^lentielle,  et  reiiergie  inagiielique 


j  ''^~  i¥J.  \  lil^    l'-E    \\  W.lillM    VA  II. 

ti  i^^'IjI  riri'  taile  mwi-^  dt.*-  iuriiii'>  fim-^r^«'".    -   , 

r.?'S  driix  a-.|»eflN  de  ]:!  lli».'tfrif  ili»  Ijirf^iilz  >oiit  iieUemeiil  «i 
liiiri,-*.  Le  M/coiitJ  !«i.'  faiMsf' »«^if  «ir  L;i  thrsirie  «le  LiiriiiO!"  ■■''**.  i| 
Itiiil  f*ii  L'Hiitliif-.iiit  .siii  iii«>iiif>  luriHiilt's,  fjiil  >iir  k's  iiiomeiiie, 
dt'  1%-lht/r  «laii>  iiii  i'li;iiii|»  t'lt'rlrHiii.i;:ii.ikii|iU'  tles  liypolheses  p 
rise>.  eiii|}riJiil.i'^e-  ;tii\  €ii!irr^|?liiir.i^  «Je  Lon.l  fvelvhi  sor  I  et! 
^vn'iNl.ilN|iie»  L'tilif^i'  t'äf,  iiiüoiiiprpssiijfp  t^t  se  iiieot  «.laus  la  dir 
liiifi  tlr^^  liL^iit'^  de  fsifi-e  iiijii:ns'lii|3.ie.>. 

rhi  ^-ail  !|iir'  .\l;i\v\elt  et  Hertz  Pxpli«|Jiriil  les  fori-"e>  irii'eaiiit|i 
i|i.i'i.'pr«'iiiu'  la  iiKilii-re  Jans  im  i-l^aiiin  elpiiriiiriagiielitpie  par  i 
pressiijiis  iiiie  W''\hvr  e5l  sii|'i|)iise  eirrcer  siir  la  iiialirre,  et  iD.\ 
seiiipril  :  rjiriinri  df  Vuu  e-i  «'Liale  ti  upposee  ä  In  r«'aciioii  «!e  Faii 
eil  ioiil  poinl.  t 'f's  pi"i'5sioii>  leiiiieiil.  i'Oiiioit'  lieliiiliHltz  l'a  \\h 
Ire  :  '  .',  a  üiellre  IVlIier  Sii|)|H,iSt'  iiieori'ipres.NiI.»l«'' 5  eii  mcHneiiie 
elles  soiil,  par  iinile  »le  voloiäie.  proporiiuiineiles  a  la  deri\ee 
rappor!  au  li'^iiip^  du  \e4'lei!r  i'adiaiil  S  de  P<n"iiling  : 

\       '^■"  " 

t  XVIII  i  ;  Sv=   -r^iE.H^--  E.,II,  ■. 

I ..  ^.' 

M.  Loreiitz  coiisidere  rellier  ('omiiie  iiiimoldle;  iL  est  d< 
amene  a  aliaiidoniier  cetie  llieorie  dc^s  pressionsde  Maxwell,  el, 
la,  Tr^alile  de  racliofi  et  de  ia  reactioii,  la  force  noii  coiiipen 
etaiit  caraclerisee  par  le  \eeleur  ■ —  1  ''*';. 

Reiiiarc|iJoiis,  eii  lenniiiaiil  ee  rapide  expose,  que,  si  i'oii  ad) 
poiir  i  ellier  des  iiiomemenls  inconiios,  la  soiiilion  des  equati 
II  esl  deleniiiiiee  i|ii'a  des  (|iiaoliles  pres  de  Fi^rilre  de  la  viless« 
I  t-ther  tlivisee  par  e**lle  de  la  Iiimirre. 

<■'■?-  LoiiE.Mz.  Proc.  Am^ierdaffi  Aead.,  ii^-i.'i,  p.  ij.)8 :  Elektronentheorie.  \) 
et   170. 

\'  I  LiRMoii,  Aether  find  Matter,  Catuhridge,  190;;»,  Cliap.  IV.  —  ScHWARZst-i 
ijf  JÜinner  Xaciir.^  1  .ui,  p,  i^S. 

!"f  Liioiui;,  IV<it\  //or.  Ä,*c..l.  UV,  189:;,  p.    j;>S;  Aether  and  Matter. 

.  '  i   Gesa^firnelie  Abha^idinfigen,  t.   III,  p.  '>■•»♦]. 

1  '-"  .  PiuM:ii;5,  iiit^ririciie  ei  Optique,  p.  .Vi^. 


.I . 


«^.    -ti'    Vir     :..:  ,    i      .  _..    ^   „     I     ' 

Lcftlt-  Ijm^JmIj  f.iii    )|  I,,.;  ^^  ,  *«^:.-  iL'.-  5    .  i     '- 

[»ai  ^^  ti  "Ir  I  -IUI  ^  -^',111  ,,  »     ,_^  :,      ,.,'  !      j    , 
liialitf*  I  >\i  h  i!    _-i'iif'  l:   i  d    i  1:1  l  ^  iii*       .     l 
Je    4'»ilf    ^«ii'iHt-    tun  ],'.u.^  uidi^'    l   ]•»-       ..-i^- 
iiiJilaK.",  .FuiiLäiil    uh.^    ''!<-!':.*      i  .  ^  !■    !  ^i'     1   - -; 
llOliä'll  N  i'-Hiiiifjf*  'h:j]^  .  .wi,;ii.'   rd^    ^d^'i^iV.i    .      ^ 

[iiatiMii^  »'!  J5li«|ur-«.  '-(3:1  üfi^r:  wj  i  u**     .t'*;:^  t\/t4-    i     -^  .\    .r  ,     «:.. - 

loiiioiirs  ini  deplyrenu'iih  «n  !'ai.-^  i/'r    1;.].    5^?/     ^-    i*  :.:     ?        i^*, 
Jans  re  dernier  cm^.  ii'urrK'-r  ii--i;'.j-.    i'.       1  f^i.-     .     .  .     :»      '-  j 
Jeui  fuiTcN.  liaii^  !e.-  i^ciualiun-  Af^  Li  M^  i    ..j|,.f     ;     .    i   ^  '^^    i    .i. 
äxemple  »sartiiöHer  qiiejcjiiqüt,  'i  iie  yvI  -   ]..i..,r-  q..v    \   -     f.  - 
lions  d'espare  et    le  t'^riip^.  a'.ec    «^rfaiü*  «        ?    l^^i**  *    -.i'k.^le 

soiislaeles  plnsiques.  Au  poiiit  de  \iii'  ptii»'nieiH  iij^b|at»  *  e-l 
Jone  a\ec  raison  r|iie  de  iiiiiiibreiix  s^naiils  *'iil  r'^i;ele  ilritrrjijHiiJoii 
Je  la  nolioii  tlf  foree  iJaiis  Ie>  t:wm€ti^  luiiJaiiieiititiix  i.'..*iiime 
Liiiiliie. 

f.'Eleeirod^nyniiqiie  fiitRlerne  est.  IhuI  t'iiiif'ft"  ln'isrt-  sor  le^ 
QOlioiis  «ie  foix'e  t?lertri«|iie  el,  de  foiTe  !iia;^iifiis|iit'.  S"il  y  av.iil,  a 
cela  iiiie  iit^eessite  .iLisolue,  il  fauJrait  le  feirniler.  Mais  i|  ntni  esl. 
fias  atiis!  :  ees  noiions  s''*-^iimifierii  ^fes  fv^//fi/fV»«s.  elles  soril  logi- 
qiiement  iiiiilües:  Iü  llieorie  ii*thiuii«"t\  eii  lierriim/  .lIlalT^e,  i|iie 
l'exisleiice  de  «/erliuoes  rehilioiis  de  leiiips  el  d"rb|)4iee.  i-oiiiiBe 
c"esl  le  cas  poiir  Li  Mecaiiique.  II  seni  doiic  |irrleralik\  aii  |joiiilde 
viie  logiqiie.  d'expriiiier  direelemenl  ces  reialiHiis  :  on  reuen! 
'.iinsi  fiiix  aciions  tit'menifiires  cias^ifpifs. 

En  eilet,  quelle  e>l  exaeleiiieiil  la  definilion  *.les  vecieurs  »-mj 
iliamps  E.  et  H?  Je  di>  qiie  ces  veeleurs  soiil  dtdiiiis  |ar  la  Üwöne 
elie-meme.  En  eftel,    sans   coiiiiaitre  Li   signiticalioii  de   ces  svoi- 


Eoes  examinerons  au  parai^raplie  siiivant,  integrer  les  eqiiaüoiis 
fondameiitales  par  la  loethode  des  potentiels  retardes,  et  [■an  sera 
conduit  aux  expressions  {\IV)  ou  (XVI V;  les  eqnations  du  moii- 
vement  d'oii  poiiit  materiei  de  cliarge  e,  de   masse  fn  et  de  coor- 

donneesxt,  r^,  :J|  seroiit 

I  "^'~iF'  ^  ^^^"'•^'^*^'  ^'^'  ^^'  ^•''^'  ^-''*'  ^'^'  ^■' 

Si  i\in  veul  lenir  comp?e  de  Taction  de  Felectron  sur  lui-meme, 
oji  de  liaisons,  c'est  le  principe  de  d'AIembert  qui  doitetre  appli- 
qiie,  et  Ton  a,  eo  etendant  l'integralion  a  tout  l'electron,  et  desi- 
^nant  par  ox^,  Zvi^  ozi  des  deplacements  virtuels  compatibles  avec 
les  liaisons,  par  ^j,  pj  les  densites  de  la  matiere  et  de  relectricite, 

1%)  I  dzi  -■    a,  --^  —  Gl  F.ci  5-1.  .  .  . ;)     oari 

Apres  avoir  remplace  F^-,  .  .  .  par  leiirs  vaieurs  (XIV)  ou  (XVI) 
fies  termes  relalifs  a  relectron  lui-meme  y  joueront  un  röle 
special;,  on  n'aura  plus,  dans  (i)  et  (2),  que  des  relations  d'espace 
et  de  temps,  meme  lorsque  ul=o,  c'est>a-dire  lorsque  la  masse  est 
tout  entiere  d'origioe  electromagnetlque. 

Or,  je  dis  que  les  equations  de  Lorentz  n'expriment  effective- 
ment  rien  de  plus  que  (i)  et  (2),  c'est-a-dire  que  le  chanip  dans 
Vetker  pur  ne  joue  jamais  de  röle.  En  effet,  on  n'obtient  ce  champ 
en  grandeur  et  en  direction  qu'en  y  placant  un  corps,  et  en  obser- 
vant  les  forces  mecani(|ues  qu'il  eprouve  ou  plutot  ses  mouvements 
et  ceiix  des  ions  dont  il  est  le  siege,  mouvements  qui  sont  indi- 
ques  pardes  plienomenes  lumineux,  thermiques,  chimiques,  etc. 
On  ne  connait  donc  directement  que  F,  et  cela  seufement  en  des 
poinis  ieis  qne  x^,y^,  z^.  ou  il y  a  de  la  matiere  electrisee^  et 
Ton  en  deduit  E,  H  par  raisonnement  (ce  qui  n'est  pas  toujours 
tres  simple  lorsqu'il  faut  avoir  egard  au  mouvement  absolu).  C'est 
dire  qu'il  siiffira  toujours  et  dans  tous  les  cas  de  connaitre  la  for- 
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mule  donnanL  F  comme  somme  d'aclionselementaires  exercees  par 
un  elemenL  de  charg-e  sur  im  autre  element  de  cliarge,  et  que  cetle 
seconde  representation  est,  -dw  point  de  vue  des  faits.  exactement 
equivalente  a  la  premiere  qui  partdii  chanip,  et  les  equations  aux 
derivees  partielles;  celles-ci  ne  jouent  qu'un  role  intermediaire 
puT^ement  mathematique ;  on  ^Qul,  si  Fon  %'eut,  se  passer  coni- 
pletement  des  notions  de  champ  electrique  et  magnetique. 

II  Importe  de  bien  preciser  le  sens  de  cette  affirmation.  Dans  ia 
theorie  de  la  lumiere,  par  exemple,  tout  peut,  dans  la  theorie  de 
Lorentz  ainsi  presentee,  se  ramener  a  des  actions  elementaires 
entre  les  ions  de  la  source  lumineuse,  ceux  des  dielectriques  ou 
conducteurs  qui  constituent  Fappareil  optique,  enfin  ceux  de  la 
retine  ou  de  la  plaque  sensible  qui  recoit  l'impression.  Ainsi  l'on 
est  habitue,  par  exemple,  a  rendre  compte  des  phenomenes  de 
difFraction  qu'on  observe  dans  le  cas  d'une  fenle  pratiquee  dans  un 
ecran  en  considerant  avec  Fresnel  les  points  de  l'ether  situes  dans 
la  fente  comme  autant  de  centres  d'ebranlement.  Cela  n'est  pas 
conforme  ä  la  formule  des  potentiels  retardes  :  les  charges  elec- 
triques  seules  sont  des  points  de  depart  d'ondes.  La  theorie  de 
Lorentz,  ou  la  loi  des  actions  elementaires,  les  expliquera  par 
Taction  combinee  des  ions  de  ia  source  et  de  cenxde  l'ecran:  iiesL 
d'ailleurs  facile  de  montrer  par  le  principe  de  Huygens,  sous  ia 
forme  que  lui  a  donnee  KirchliotF,  l'equivalence  des  deux  procedes 
au  point  de  vue  des  resuitats. 

II  ne  seraitplus  permis  de  dire  que  le  champ  est  un  interme- 
diaire purement  mathematique  dont  on  peut  se  passer,  s'il  nous 
etait  possible  de  percevoir  sonexistence  en  un  point  de  V ether 
Sans  placer  en  ce  point  aucune  matiere.  C'est  ce  qui  arriverait, 
par  exemple,  si  l'ether  etait,  sous  Faction  du  champ,  snsceptible 
de  se  modifier  ou  de  se  mouvoir  plus  ou  moins,  comme  le  veut  la 
theorie  de  Hertz,  et  comme  Fexige  Lord  Kelvin  ( ^  j.  Des  expe- 
riences  interferentielles  auraient  pu  mettre  cette  vitesseenevidence. 
Ces  idees  etaient  tres  generalement  repandues;   mais  on  sait  que 


( ' )  Lord  Kelvin,  Baltimore  Lectures  on  molecular  dynamics  and  the  wai?e- 
theory  of  light,  London,  1904,  p.  159:  «  iL  is  absolutely  certain  ihat  ihere  is  a 
<lefinite  dynamical  theory  for  waves  of  iight,  to  be  enriched,  not  abolished,  by 
electromagnelic  theory.  » 


rexperieoce,  iiilerrogee  a  hieii  de-  repris«*.-;  i^^'i.  n'a  doime  que  des 
resultals  negalifs.  comirie  d'ailleiir.s  loules  les  experiences  desti- 
iiees  a  mettre  i'etlier  eii  evideiice.  i/hypotliese  de  ces  mouvernents 
n'a,  d'autre  pari,  conduil  a  aueiiiie  explication  iiiecaiiique  plau- 
sible des  actions  eiectriqiies  daiis  leiir  ensemble.  M.  Loreiitz  a  ete 
ainsi  aiiiene  ä  en  faire  abstraction  dans  les  exposes  plus  recents  de 
sa  iheorie;  el  c'esl  ee  qui  eniraiiie  Faffirmatioii  qu'on  peut  eümi- 
ner  la  iiolioii  de  Ibrce  et  de  cliaüip  de  cetle  iheorie  sans  touciier  a 
aucuü  fait  «.rexpt'rienee  reei  ou  possible  suivaiil  eile. 

M.  Lorentz  avait  deja  iodiqiie  <  - )  ce  poini  de  vue  :  «  On  voit 
donc  que,  dans  la  nouvelle  forme  que  je  \ais  lui  doiiiier,  la  theorie 
de  l\Iax\vel!  se  rapproche  des  ancieiiiies  idees.  On  peul  meme. 
apres  avoir  etabli  les  foniiules  assez  simples  qui  regissenl  les  mou- 
vernents des  parlicules,  faire  abslraclion  du  raisonnement  qui  y  a 
conduit  el  re^'arder  ces  formules  comiiie  exprimant  une  ioi  fonda- 
menlale,  comparaijle  a  celles  de  AA'eber  et  de  Clausius.  »  Les 
actions.  toutefois,  ne  sonl  plus  in^tantanees;  et  nous  avonsvuqu'ä 
Celle  importante  restriciion  pres,  il  j  a  meme  identite  avec  ia  Ioi 
de  Clausius. 

On  voit  faciiement  que  la  notion  de  champ  introduit  celle  de 
mouvement  absolu,  des  que  les  vitesses  interviennenl  soit  dans 
Texpression  du  champ,  soit  dans  celle  de  son  action  sur  lescorps. 
II  n'en  est  plus  de  meme  s'il  ne  depend  que  des  coordonnees  et 
des  accelerations. 


Je  me  propose  mainienanl  d'eii:aminer  de  plus  pres  les  hypo- 
theses  qui  conduisent  des  equations  aux  derivees  (^IX)  et  (X)  aux 
formules  (XID  et  (Xill)  les  polentiels  retardes,  et  demontrerque 
le  passage  des  secundes  aux  prernieres  est  immediat,  mais  que  la 
proposilion  inverse  est  bien  loin  d'etre  vraie. 

II  faut  remarquer  d'abord  rioiportance  fondamentale  de  ces  for- 
mules. Par  Opposition  aux    phenomenes  mecaniques,   les  pheno- 


(^)  Voir  en  particuiier  0.  Lodgk,    Phil.    Trans.,  t.  GLXXXiV,  1898;  Hender- 
SON  and  Henry,  Phyl.  Mag.,  5*  serie,  t.  XLIV,  1897,  p.  10. 
(2)  Arch.  ne'er.,  t.  XXV,  1892,  p.  433. 


inenes  elecLrr)magiierii|iies  sonl  en  Lreiieral  irr/'\er'siliies  a  caiise  de 
la  radiation:  on  peul  ineiiie.  pfmr  c.a  m;jüt',  esjierer  oblenir  püf 
leur  mojen  ooe  iiiterpretalion  plus  eoiiipiete  des  plienonieees  pliv- 
siques  irrevfTsibies.  Mais  les  equalioos  de  Lorentz  ne  cliansrent 
pas  quaiidoii  y  ciiange  le  signe  du  lemps;  elles  coniiennem  Faftir- 
mation  de  ia  reversibilite,  tandis  que,  dans  les  polentiek  relarde- 
et  les  actions  elemenlaires,  les  direclions  positive  el  negative  du 
tempsjoiient  des  roles  tont  dillerents.  Oii  j  a  introdiiil,  conime 
dans  les  cjcles  irreversibles  de  Helmlioitz.  ime  vilesse  doni  ii  es! 
par  hvpothese  impossible  de  clianger  le  sens  :  la  vilesse  avee 
laquelle  les  oodes  s' eioignent  cunsl^mmeni  des  corps  qui  les  on! 
emises;  c'est  de  la  que  decoiiie  Firrexersibüite  eleetroiiiagnetique. 
L'hypothese  suppiementaire  qui  y  conduil  doitdon«'  etre  exaiiiinee 
avec  soin. 

Soient  J'i^,i\r.  z,  i }  une  fonction  continue,  proportionnelle  a  Ia 
densite  electrique  z[x\y,z.t}  et  z  une  aulre  fonclion  Jouissanl 
daiis  tout  Fespace  et  a  rinfini  des  proprietes  de  contiiiuile  des 
potentiels  et  salisfaisant  parLoul  a  requation 

II  est  facile  de  veriiier  que  Finlegraie 

\       [ r-  =  ( X  —  X-  .)- -^  { y  —  y  \- ~  {z  —  z' )-\ 

est  une  Solution  de  (3).  En  effet,  isoIons  un  Ires  petit  volume  Tö 
autour  du  point^j':;:  on  pourra  difFerentier  sous  le  signe  somnie 
F integrale  relative  au  resle  de  Fespace  pour  laquelle  xyz  est  un 

point  exterieur;  en  y  appliquant  Foperation  —  ^  —  -^^  on  trouve 

AI 

zero.  A  Finterieur  de  Tq?  l'operation  —  s'efiectue  encore  sous  le 
signe  somme^  et  donne  un  resultat  tendant  vers  zero  avec  t©.  Pour 
effectuer  Foperation  A,  posons,  r  etant  tres  petit  dans  t©, 

/  th'f[x',y,z,J  --j  /•        rY(.r'.  v\z\  t)         i  f  df  \  1 

A —^ =/        ■ '■ ^^-^..ir  " 


L'iiperaüon — A,  appüfjuee  au  preinier  lerine,  clonne 


:Jix,y. 


d'aprrsle  tlieoreme  Je  Poisson:  poiir  le  second  terine,  ie  denomi- 
fialeur  /'  maiiquanl,  ie  resuiiat  tend  vers  zero  avec  To;  oh  a  donc 
liieii  reqoatioE  ''3  k  Je  nlnsiste  pas  siiries  condilions  de  continuite 

saus  imporlance  qu'il  faul  adiiiettre  poiir  les  derivees  de/. 
CJii  demoiitrerait  de  meine  que 


dz' fix', y,  z\  t  —  ■ 


-/(y,r'..', /-.^ 


PL  plus  genera  fem  eilt. 


c ) 


sont  encore  des  soliuions  de  «'3"),   poiirvu  que  les   foiictions  arbi- 

Iraires  Fj,  F2   satisfassent  a   la    relatiün 

Fif  X,  y\  3,  /  I  -f-  F.^f.r,  y.  z,  t\  —  f\x,  j-,  :;,  t). 

!.a  süliilion  '^j  correspoiid  a  des  oiides  qui  s'eloignent  en  lous 
seiis  de  la  charge  t'lectrique  qui  leur  a  donne  naissance;  cjo,  a  des 
oiides  qui,  venant  de  riiiiiiiL  convergent  vers  ces  meines  points; 
au  contraire  de 'Ji  qui  ne  depend  que  des  etats  anterieurs,  cp^  ne 
depend  que  d'etats  posterieurs.  La  Solution  cpg  contient  les  deux 
especes  d'ondes;  enfm  'z>^  correspond  a  des  ondes  dont  les  cenlres 
d'ebranlement  peuvent  etre  situes  dans  Tether  pur,  oü  f=^o. 
L'eKperience  monlre,  et  M.  Lorentz  admet,  que  les  ondes  cp,  peuvent 
exisler,  et  Ton  verrad'aiiieufs(§  i)queFlijpothese  contraire  entrai- 
nerait  des  consequeuces  inadmisslbies,  telles  que  lapossibiliLe  d'un 
perpetuum  mobile,  ün  en  conclura  d'abord  que  les  equations 
de  Lorentz  ^el  ie  resuiiat  s'etend  ä  celles  de  Maxwell  et  de  Hertz "> 
admettent  iine  infinite  de  Solutions  satisfaisant  ä  toates  les 
conditions,  mais  incompatibies  avec  Vexperience. 

Oll  trouve  elFectivement  de  telles  solutions^  et  Ton  estameneä  les 
ecarter  a  priori,  chaque  fois  que  Pen  calculeparexempleles  oscil- 


latious  electriques  d'uii  Systeme  (sphere  cuniluctrice,  excitateur  de 
lierlz,  eleclron  oscillant,  etc.  i. 

E\aminoiis  les  liypotlieses  par  lesqiielles  on  croit  poiivuir  eliiiii- 
ne^v  ces  solations.  On  demontre  qii'on  a  identiquemenl  pour  loule 
Solution  de  *''3)  a  l'interieur  d'uoe  siirface  ferinee  S 


di 


(  .5  )       '-f  f  .r,  r,  w,  t  I 

J  r  J^.         ',     '  ^  an        r     an  J         er  an  \^ät  \ 

oü  Ton  a  pose  comme  plus  haut 

Siipposoiis  qu'a  uii  instant  queiconqiie  tz=  (\  sllue  dans  lepassi' 
Ton  ait  eil  partout,  ou   du   moins  a  de  grandes  distaiices,   'f  =  o, 

-^  z=z()\  on   pourra,    pour    toute   valeur    positive   de  /   et  eii  toul 

point.ryo,  cboisir  pour  S  une  spliere  de  centre  xvz  et  de  rajoii 
W^ct  suffisamment  <^Tand  pour  (.|ue  tous  les  lermes  de  Fin- 
tegrale  de  surface  soient  nuls  :  il  resl^ra  Llen  la  formule  \\). 
Ce  raisonnement  appelle  les  remarques  soivantes  : 

i'^  Les  quanlites  qui  Interviennent  «Jans  la  tfieorie  eiectroma- 
gnetlque  du  mouvement  uniforme  de  Lranslaliou  ou  de  rotalion  iie 
satisfont  Jamals  a  la  condition  relative  a  /  =  o:  cette  theorie  reste 
donc  exclue.  1^1  us  generalement,  lesauteurs  qui  se  sont  ser\isdece 
raisonnement  ne  se  sont  guere,  la  formule  une  fois  etabÜe,  preoccu- 
pes  de  verifier,  dans  les  questions  qu'ils  ont  traitees,  si  cette  con- 
dition est  bien  remplie.  Elle  ne  Test  dans  presque  aucun  cas.  Or 
on  a  vu  que  la  formule  doit  etre  absolument  generale. 

2**  S'il  n'j  a  pour  ^  =  o  qu'un  cliamp  tres  faible  ä  grande  dis- 
tance,  ce  champ,  si  c'est  celui  d'une  onde  convergente,  pourra 
acquerir  quelques  in^tants  plus  tard  une  tres  grande  inlensite  en 
unpoint  donne  de  l'espace;  il  ne  suffit  donc  pas  de  supposer  le 
champ  faible  pour  Finstant  ^  :=o  dans  tout  l'espace  (ou,  du  moins, 
ä  de  grandes  distances);  il  faut  qu'il  soit  rigoureusement  nul  (ce 
qui  est  une  hvpotliese  d'un  caractere  inadmissible  en  Physique) 
ou  qu'on  ait  au  prealable  exclu  les  ondes  convergentes,  ce  qui  serait 
une  Petition  de  principe.  Dans  le  cas  du  son  (et cette  analogie  peut 


Irofiiper  laeileiiieiii  i  le  froUeriienl  delruU  toule  oiide  apres  pe 
iFinstaiils,  el  !e  raisoiioeiiieiil  fSl  |irariqueiiieül  apfiiscable;  il  n'e 
esl  pas,ainsj  de  reilier,  ei  Fon  de\Tait  s'atlendre,  a priori,  li  \  troi 
ver  im  etat,  de  rlioses  analoiüie  a  celui  qo'on  observe  au  bord  d'uu 
graode  oappe  d'eau  oü,  a  cole  des  va^<:iies  diveri^eiites  produites  pg 
les  rorfiS  solides  du  riva^re,  il  en  esl  d'aotres  qui  viennenlcoiistan 
iiieiit  du  large  et  ne  soni  produ![e>  par  aucun  corps  solide.  Si  dori 
la  formule  ''4;  n'esl  pas  rigoureuse,  il  l'audra  s'attendre  a  cliaqu 
iastant  ä  la  creatioii  subite  d*un  clianip  inlense,  sorle  de  vagu 
eleelroiiiagnetiqiie  venant  de  rinfini  ou  qui  diver^'C  d'une  regioiid 
rellier  vers  laqiielle  eile  a  d'aburd  converge. 

3°  Le  seul  rayoiinement  soiaire  el  siellaire,  c|ui  cree  dans  tot 
riinivers  sideral  depiiis  loi  temps  exlremement  long  un  cham 
eleciroiiiagnetique  oscillaiit,  obligerait  ä  reciiier  Tinstant  ^  =  o  a 
delä  de  loules  les  liioiles  du  coniiaissable.  Une  hjpoLhese  si  foi 
daiiientaie  ne  doil  pas  presenler  ce  caractere  inadmissibie. 

4"  Examinons  ce  qui  a  du  se  passer  avant  FinstanL  ^  == «.?.  0 
demoiilrera,  eii  changeant  c  en  —  c,  la  formule  analogue 


f6; 


'^{X.y,  z,  ti 

I 

1 

0- 

_  '  ^  '  ör         r  \  an  / 

c  '   Ot  1  r  an^ 

Le  meme  raisonoemenl  donnera 


r- 


dz\ 


c'est-a-dJFe  qu'avanl  i'instant  ^  =  0,  les  ondes  etant  convergente: 
les  Corps  s'echaufFaient  par  le  rayonnement  et  constituaient  ain; 
des  perpetuum  mobile, 

11  est  inulile  d'insister  davantage.  Uhrpothese  qu'on  part  d 
repos  (ou  les  modißcations  sans  iniportance  qui  en  ont  ete  pn 
sentees)  n  ^est  pas  admissible  comme  base  de  la  loi  generale  d( 
potentiels  retardes,  Elle  ne  Fest  meme  pas  pour  des  cas  particulier 
Considerons  un  oscillateur  hertzien  :  ä  Finstant  ^  =  0  Fetincel 
jaillit,  le  cbamp  magnetique,  d'abord  nul  partout,  est  perturb( 
mais,  au  bout  d'un  temps  tres  court,  le  Systeme  est  de  nouveau  a 


repos.  II  ne  l'est  d'ailleurs  pas  exactement.  pas  |4!isr|ii'il  ne  Felail 
avanl  rexperience  :  ii  ne  i'esi:  que  sensibletnent.  Si  iiuos  paiioiis, 
dans  ie  raisonneiiienU  du  preinier  etat  de  repos,  il  ii"v  aiira  c[iie 
des  ondes  convergenles.  Pourquoi  clioisissons-rious  Ie  preinier,  et 
n'avons-nous  aucun  scrupiile  d'ailleiirs,  pour  uiie  noiivelle  expe- 
rience,  de  choisir  Ie  second,  qul  joiie  iiiainleiiaiil  Ie  rule  de  pre- 
mier?  C'esL  que  les  parties  eioignees  de  Fespace,  et  iiiaceessililes  a 
i'experience,  jouent  dans  i'hypoüiese  im  role  prepond^raiit  :  si 
elles  nous  amenaient  des  ondes  convergentes,  nolre  raisoiineiiient 
approximatif  Ibnde  sur  ies  parties  rapprochees  ne  donnerait  bien- 
lot  plus  une  approximalion  meine  grossiere. 

Mais  heureusement  nous  savons  a  priori  par  une  longue  expe- 
rience  que  les  ondes  eloignees  divergent^  el  c'est  ce  qui  nous 
permet  de  les  negliger,  mais  en  rendant  inutiie  la  demonstralioii. 
Si  Fether  presenlait  une  viscosite  anaiogue  a  celle  de  Fair,  des 
considerations  loutes  dlfferentes  inlervlendraient  el  il  n'y  aurait 
plus  Heu  de  s'etonner  de  Firreversibilile,  puisqu'on  Faurait  intro- 
duitedans  les  equations  elles-memes. 

Plus  generaiement,  aucune  theorie  qui  fait  sur  Fetal  initial  des 
hvpotheses  plus  speciales  que  ne  Fexige  la  loi  des  potentiels  ne 
sera  admissible  :  eile  exclura  certains  phenomenes  possibles  el 
admetlra,  pour  /<Co,  des  Solutions  impossibles.  Quelle  est  des 
lors  la  condilion  initiale  necessaire  et  süffisante  pour  que  (4)  ait 
lieu? 

Posons 

on  aura 

(7)  ^  -^  —-^V  —  ö 

dans  tont  Fespace  6  =  0  a  Finfini.  Pour  que  A  soit  nul    constam- 

ment,  il  faut  et  ii  suffit  que  pour  ^  =  o  on  ail  »i;  =  o,  —  =  o  dans 

tont  Fespace.  Cela  revient  ä  dire  que,  pour  que  la  formule  (4)  ait 
Heu  toujours,  //  faut  et  il  suffit  qa  eile  ait  lieu  en  deux  instants 
^  =  0,  t=:dt  inßniment  rapproches^  enonce  dont  il  n'y  a  evidem- 
ment  rien  ä  tirer  au  point  de  vue  de  MaxweH. 

Peut-on  remplacer  Fhypotliese  sur   Fetat    initial   par  quelque 
autre  condition  generale  equivaienle? 

R.  -*2 


-3J<>  lÄLVIiES    in\     WALiatAi    iiliZ. 


M.  I.oreiitz  i  ^  i  ne  fail  pas  u-aii-e  de  ceUe  hypothese.  11  admet 
siiiipienieiit  qiie  Fintegrale  de  surface  dans("5)  s'annule  quand  S 
s'elotgiie  indeliiiimeiit.  Apres  avoir  ecrit  (4),  ü  contlnue  :  a  CeUe 
Solution  liest  «loiic  pas  FinleiiTale  ^-enerale  de  (3);  ii  v  aiira,  par 
exeni|de,  anssi  des  soliilions  correspondant  a  un  mouvement  des 
ondes  qui  serail  dirii^'e  vers  ies  elenients  de  voiume  au  lieu  de  s'en 
eloig-ner.  Nous  Ies  rejetleroiis  de  ia  tlieorie  en  admettanr  une  fois 
poi.ir  toiites  qiie  Ies  elemeiUs  chari>-es  sont  seiils  des  points  de 
depart  de  perturLations.  Nousexeluonsaussi  toiis  ies  etats  del'ether 
qui  sont  completemeni  independants  de  la  niatiere  charg-ee  :  si 
celle-ci  n'exislait  pas,  Pedier  resterait  consJamment  au  repos.  )> 

Mais  appliquons  saus  cbangemeat  ces  idees  a  la  formuie  (6)  : 
rinlegrale  de  surfoce  s'evanouissant,  oii  obtiendrait  des  ondes  con- 
vergenles.  Mais  ni  I'une  ni  Fautre  maniere  de  proceder  ne  sont 
adiiiissibles  :  ces  integrales  de  surface,  considerees  comme  fonc- 
lions  de  -r^ }%  ^.  /,  sont  la  Solution  generale  de  (6);  elles  ne  sau- 
raient  donc  tendre  vers  zero,  pour  une  valeur  donnee  de  x^y^  z^  /, 
lorsque  ia  siirface  s'eioigne  indefiniment  :  elles  ont  une  valeur 
invariable,  linie  ou  nulle,  seion  que  la  Solution  choisie  est  finie  ou 
nulle.  11  n'y  a  rien  a  tirer  de  telles  identites.  Enlin,  il  n'y  a  aucun 
sens  precis  ä  attacher  a  cetteproposition  :  ies  perturbations  depen- 
dant  de  Fetber  seul  sont  excbies.  Si  Fon  adoptait,  a  priori,  Ies 
formules  ^2  o^  'fs?  q^ii  n^  dependent  egalement  que  de  la  matiere, 
on  pourrait  ecrire 

et  Fon  aurait  encore  le  droit  de  dire  que  ^  est  independant  de  la 
matiere,  puisque  son  equalion  düFerentielle  et  ses  conditions  de 
continuite  en  sont  independantes.  Dans  cette  maniere.de  voir, 
c'est  cp,  qui  contiendrait  un  terrae  independant  de  la  matiere.  Dira- 
t-on  enfm  que  Fetat  en  \\n  point  est  determine  par  F  a  histoire 
anterieure  »  de  la  maniere  seule?  D'autres  Solutions  que  (3) 
restent  possibles. 


(^)  Elektronentheorie,  p.  ih^^woir  aussi  Wiechert,  Arch.  neerl.^  1900,  p.  049, 
et  P,  Hertz,  Unieisuchungen  über  unstetige  Bewegungen  eines  Elektrons 
Inaug,  Diss.,  Göttiogen,  1904,  p.  5  et  12,  en  note.  Dans  son  premier  Memoire  de 
3892,  M.  Lorenlz  se  coiUente  de  verifier  que  Ies  equaiions  sohl  satisfaites. 


XVIII.    ■ —    SUI5    L'ELEl,TEOi)¥.\AMIC>i"E    GEM'JMLE.  'ik^ 

L'insuffisanee  de  ces  eiionces,  ei  d'aulres  aiiaiogiies,  lieiit  a  ce 
c|Lie  ia  decom Position  cf  un  cliarnp  eii  ondes  est  uae  Operation 
mathematique  qiii  peiit  se' faire  d'uiie  inßnite  de  manieres, 
Mais  le  caraclere  de  Celle  Operation  esl  doiiliiement  artitiüiei  au 
point  de  vue  des  idees  de  Maxwell,  car  !a  consideralion  «le  rori- 
i;ine  des  ondes  exige  ceile  du  cliainp  enlier  peiidanl  ua  intervalie 
de  temps  fini,  landis  qae  Maxwell  -vrivait  uii  avaiilage  essenliel  de 
sa  theorie  preciseoienl  de  ce  fall,  qu'elie  rend  iiiiilile  laeoosidera- 
tion  des  actions  elemenlaires  et  de  Fori^^iiie  du  cliamp  el  iie  se 
preoccupe  que  de  l'eiitourage  immedial  du  point  coiisidere.  On 
voii  qu'ii  n'en  est  rien,  et  que,  pour  eliminer  les  Solutions  piiysi- 
quement  impossibles,  il  ne  resle  qu'a  adopterr//>/7*o/7*les  foniiules 
des  potentieis  retardes,  qui  distioguent  ies  actions  elemenlaires 
comme  le  faisaient  les  iheories  classiques,  el  a  eonslater  qu'eiles 
satisfont  aux  equations,  c'est-ii-dire  peiivent  ies  reniplacercoiiiple- 
tement,  landis  que  Finverse  n'est  pas  le  eas. 

En  rapprochant  ces  resultats  de  ceux  du  paragraplie  precedent, 
on  voit  qu'en  derniere  analjse  c'est  ia  formale  des  actions  eie- 
menCaires,  et  non  le  Systeme  d^ equations  aux  derivees  par- 
tielles^ qui  est  Vexpression  exacte  et  complete  de  ia  theorie  de 
Loren  tz. 

II  faut  ajouter,  il  esl  vrai,  riiypotiiese  des  coordonnnees  ahso- 
lues.  On  vient  de  voir  que  Tether,  au  Heu  de  jouer  un  rnle  inde- 
pendant  et  meme  preponderant,  comme  on  aurait  du  s'y  allendre 
puisqu'il  est  cense  etre  le  reservoir  de  loute  Fenergie  eleclroma- 
gnetique,  se  derobe  une  fois  de  plus.  Sou  seul  rule  va  consister  a 
fournir,  en  contradiclion  avec  Fexperience,  un  Systeme  de  coor- 
donnees  absolues. 

On  aura  evidemment  ies  memes  difficultes  pour  passer  d'un 
Systeme  quelconque  d'equations  aux  derivees  partielles,  rei^er- 
sibles  au  moins  en  ce  qui  concerne  Fether  pur,  aux  Solutions 
irreversibles  qu'exige  Fexperience.  Dans  ia  theorie  de  Hertz,  cela 
semble  meme  impossible.  Les  equations  aux  derivees  partielles 
et  Ia  notion  dether  sont  essentiellement  impropres  ä  exprimer 
Vensemble  des  lois  de  Ia  propagation  des  actions  electrody- 
namiques. 


mO  tlEUVRES   DE   WALTHER    RITZ. 


§  I.  —  L'kxergie. 


Maxweil  a  moiitre  qiie,  dans  lou^  les  cas  particuliers  oii  Von 
connail  Fenergie  electromagnelique,  celle-ci  peut  se  metlre  sous 
k  forme  d'one  integrale  etendiie  a    tout   i'espace    qui,  dans   les 

hypotheses  de  Lorentz,  prend  la  forme 

W  =  ±.  fy Ei  -^  E|  -  E?  -r-  Hi  ^  H2  -^  H|)  ^, 

Maxwell  admet,  et  c'esl  un  point  importaiit  de  son   Systeme,   que 
ehaque  elemeot  de  volome  est  effectivement,  et  dans  tous  les  cas,. 

le  siege  d'one  qiiaotite  d'energie  egale  a 

Poynting  a  ensuite  demontre  qu'ilresulte  des  equations  gene- 
rales  que  pour  tonte  surface  7  fermee  on  a 


dT  -^  d\\  z=z-dt 


j  S,e  rfcr, 


oü  öTT  est  le  travail  des  forces  exterieures,  et  S,^  la   composante 

siiivant  la  normale  exterienre  du  vecteur  racUant 

Sx=  7-:«  E^-Hz-E-H,.j,         Sv=  -;^(E-H^— E.,.H-),         S-  =  .... 

4  •'  "  4  TT 

Ce  iheoreiiie  s'enonce  elegamment  en  considerant  Fenergie 
comme  nn  fluide  indestructibie  qui  se  meut  parallelement  au 
vecteur  radiant,  image  qui  presente  certains  avantages  et  prete  ie 
tlanc  ä  bien  des  critiques  ( ' ).  En  particulier,  on  peut  se  demander 
si  cet  enonce  :  l'energie  contenue  dans  telvolume  a  teile  valeur 
a  vraiment  un  sens,  alors  que  nous  ne  pouvons  definir  que  des 
differences  d'energie. 

Nous  laisserons  de  cute  cette  question  metaphysique,  pour 
etudier  Findetermination  dont  souffre  ce  mode  de  representation. 


Cm   Fo/r  \V.  Wien,  Annaien   der  Phvült  n.    Ph^m^a 
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L'energie  eiectrostatique  d'im  Systeme  est 

•         -  .  ?1=  ?{OPuJ't,Zi},  ?2=  ?^,^2.  ^2,-2  ' 

les  deiix  integrations  etant  etendoes  a  toutes  les  parties  de  l'espace 
Oll  se  trouvent  des  chargeseleclriques. 

II  est  evident  que  cette  expression  peut,  d'une  infinite  de 
maniereSj  se  mettre  sous  la  forme  d'une  inleg-raie  etendue  ä  toul 
l'espace,  et  celle  que  Maxwell  a  choisie  est,  au  point  de  vue  de 
son  Systeme,  particulierement  simple.  Mais  on  en  peut  indiquer 
d'autres  qui  auront,  par  exemple,  Favantage  de  se  rapprocher 
davantage  des  formes  usitees  dans  la  tlieorie  des  corps  elastiques. 
Ainsi,  introduisons,  au  lieu  de  la  force  electrique  E  en  x,  j',  3  qui 
est 

Ex=   /    ?1 r^ öf-i,  Ej=.... 


le  vecteur 

,      r    (x  —  xi).  r    (r  —  .ri )  ^, 

i9)        ^=J?i 71 ^''^        ^i  =  /?i p. ^'i^ 


d'oü 

(lO) 


\  dx       dy        öz      J    r\       '' 

'   dy        dz  ~"  ^'  dz        üx  ~    '         öx       öy 


Or,  si  iyTi,  s  etaient  les  composantes  du  deplacementd'un  corps 
elastique;  Fenergie  de  ce  dernier  serait,  comme  on  sait, 


"^  ^^  ydx  dy  ^  dy  dz^  dz  öx        4  Ur    '    ^^/ 

I  [dy^        d^Y         I    /dZ,     .    ^IVI  I    , 


3.|'2  OEUVRES   DE    WÄLTHER   RITZ. 

quantites  nulles  I  T ^  -  g)%  •  •  •  et  transformant, 

Si  le  Corps  elastique  estinfinimenletendvi,  en  vertu  des  formul 
(9),  l'integrale  de  surface  s'evanouira,  et  il  restera 

L'electricite  elant  supposee  invariablement  attachee  ä  de  peti 
Corps  solides  (ions)  A'/,  on  a 


=2 


X/ 


p^^'^A"_i_'w  r  r  ij.ii^iL^ 


jLd^mijA^Jk^^        rf  rl 


Le  premier  terme  ne  depend  pas  des  positions  mutuelles  d( 
Corps;  son  integrale  par  rapport  ä  x,jr,  s,  etendue  ätoutl'espac 
sera  une  constante.  Dans  la  double  somme,  les  variables  ^i,  /^,i; 
^2?  J^27  -^2  prennent  les  ensembles  de  valeurs  relatives  a  une  comb 
naison  quelconque  d'ions  differents  krm  A"«  ;  on  n'a  donc  jama 
x^  =.  X2:  Xi  =jK2  7  ^1  =32,  ce  qui  permet  d'intervertir  l'ordre  d( 
integrations  et  d'ecrire 

m      n  ' 

Pour  evaluer  l'integrale  piise  par  rapport  k  cc^  y.  z,  inlroduisoi 
des  coordonnees  polaires   7%  Sr,  cp,  avec  ^1,  y^,  z^  comme  pole, 
ligne  (:ri,yi,  5i ),  (^27/27  iJa)  comme  axe  polaire.  SoIt/'i2ladI 
tance  de  ces  deux  points;  on  aura  ä  calculer 

=  271/      -—(arc  lang- 
en       ?'12   \ 


ri2Sm:3"      /r  =  o 
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Les   valeurs   principales  (comprises   entre  —  —  et  -f- -  )  sont  - 
pour  r  =r  oc,  et  S"  —  -  pour/'  =  o ;  on  trouve  fmalement 


< 


d'ou 


d-,  d-.-, 


On  conckit  enfin,  en  choisissant  A  =  ;^— ^>  que,  claiis  les  hypo- 
theses  faites  et  avec  les  unites  introduites,  V energie  elasiique^^' 
sera^  ä  une  coiistante  additwepres^  egale  ä  V energie  electrique 
Wj.  donnee  par  (8)  et  que  Von  a  en  particulier  la  formule 

formule  irrediictible  a  celle  de  Maxwell,  et  donnant  une  reparti- 
tion  de  l'energie  toute  difFerente.  II  serait  aise  d'obtenir,  en  par- 
tant  de  la,  une  expression  analogue  pour  Tenergie  des  ainiants  et, 
par  consequent,  des  courants;  et  Pon  voit  que,  meine  en  ex Igeant 
la  simplicite  des  formales^  la  localisation  de  Venergie  reste  un 
problerne  indetej^mine. 

11  en  est  de  meme  du  ilux  d'energie  ( ' ) ;  on  peut  toujours  modi- 
fier  le  mouvement  ^\x  jlidde  energie  de  facon  arbitraire  en  ajou- 
tant  au  vecteur  de  Poynting  un  autre  vecteur  (w,  c,  (t^)  assujetti 
seulement  a  satisfaire  a  Pequation  des  fluides  incompressibles 

=  o, 

UJU  UJ  u^ 

d'oü 


^S  =  o, 

Le  theoreme  de  Poynting,  consequence  des  equations  generales, 
ne  leur  ajoute  rien;  la  localisation  de  V energie  doit  donc  etre 
comptee  au  nombre  des  conceptions  logiquement  inutiles  (et 
peut-etre  parfois  nuisibles)  de  la  theorie. 


(^)  Voir  l'ariicle  de  M.  Voss  dans  Encyklop.  d.  math.  Wissenschaften,  t.  IV, 
art.  1^  1901,  p.  111-114. 


Mais  il  est  un  aiilre  aspecl  soiis  lequel  il  importe  de  considerer 
le  theoreme  de  Povoling. 

La  soiirce  premiere  du  theoreme  de  la  conservation  de  l'energie 

a   ete   et  restera    Fiinpossibilite    experimentale     du   perpetuum 

mobile,  impossibilite  qui   doit  subsisler,  quelles  que  soient  nos 

idees  sur  les  apports  d'energie  qu'est  susceptible  de  fournir  Tether 

en  l'absence  de  corps  materiels.  Le  theoreme  de  l'energie,  sous  sa 

forme  classiqiie 

W  =  const., 

expüquali  cette  impossibilite.  Le  theoreme  de  Pojnting,  n'exi- 
geant  que  la  possibilite  de  la  transformatioa  d'une  integrale  de 
voIume  (deja  en  partie  arbitraire)  en  integrale  de  surface,  exprime 
iniiniment  moins  :  loin  de  rendre  compte  de  cette  impossibilite^ 
i!  admet  parfailement  la  conslruction  dhin  perpetuum  mobile. 
Cela  tient  ä  ce  que,  lant  qu'on  n'a  pas  introduit  Tliypotliese  des 
potentiels  retardes,  un  apport  conünu  d'energie  par  des  ondes 
convergentes  venant  de  Tinfini  reste  lout  aussi  possible  que  la 
perte  d'energie  qu'on  observe  en  realite.  Or  un  engin  qui  tirerait 
perpetuellement  de  l'energie  de  Tether  seul,  independamment  de 
la  presence  des  corps  mateiiels,  serait  un  perpetuum  mobile.  On 
sail  d'ailleurs  qu'en  adoplant  la  formule  des  potentiels  retardes, 
on  demontre  (O  qu'une  particule  acceleree  perd  de  l'energie  et 
subit  de  ce  fait  une  reaction  proportionnelle  ä  la  derivee  de  Tacce- 
leratioo.  li  suffit  de  changer  le  signe  de  c  pour  passer  ä  Thypo- 
these  des  ondes  convergentes;  on  voit  alors  que  le  signe  du  vecteur 
radiant  change  egalement,  et  la  nouvelle  hjpothese  conduira,  par 
exemple  dans  le  cas  d'une  particule  en  Vibration,  ä  une  augmenta- 
tion  continuelle  de  Famplitude  avec  le  temps,  et  plus  generalement 
a  une  augmentation  d'energie  du  sjsteme. 

Le  theoreme  de  Pojnting  n' exprime  la  loi  de  Venergie  que 
lorsqu^on  y  remplace  les  champs par  leur  expression  tiree  de 
ses  potentiels  retardes,  restriction  qui  lui  enleve  beaucoup  de  son 
elegance  et  de  sa  portee. 

Si  l'on  part  d'un  etat  oü  le  rayonnement  est  sensiblement  nulet 
oü  l'energie  E|  peut  etre  evaluee  en  travail,  et  qu'on   arrive  ä  un 


(')  LoREXTZ,    Elektronentheorie,   p.    i86.   —    Larmor,    Aether    and  Matter, 
Chap.  XIV. 
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etat  analogue  (energie  Eo),  le  Systeme  elant  suppose  sousirait  ii 
i'action  de  corps  exterieurs,  on  aura  dans  la  theorie  de  Lorenlz 
(qui  suppose  admise  la  formule  des  potentiels) 

Fegalite  n'ajant  lieu  que  si  le  rayonnement  a  ete  continuellement 
nul.  L'impossibilite  du/)e/7?ö^«a/?2  mobile  ne  donne  egaiement, 
dans  un  Systeme  essentiellement  ii^rei^ersibie,  qu'une  inegalite  : 
Fenergie  ne  peut  Jamals  augmenter.  li  y  a  paralielisme,  sous  ce 
rapport,  avec  la  loi  de  Tentrople.  Enfait,  i'energie  eiectromagne- 
tique  ne  se  conserve  pas  en  ^^enerai,  c'est-a-dire  qu'il  n'existe  pas 
d' integrale  W=  const.  On  sauve  la  loi  de  la  conservation  de 
l'energie  en  attribuanlä  l'ether  la  quantite  perdue,  et  ce  procede  a 
certainement  de  grands  avantages,  surtout  quand  on  peut  recupe- 
rer  en  entier  Tenergie  perdue  par  le  Systeme  au  moyen  de  corps 
qui  n^agissent pas  sensihlement  sur  lui,  comme  les  corps  noirs^ 
en  Optique.  Mais,  cette  energie  ne  produisant  pas  dans  ce  miÜeu 
hypothetique  aiicune  modification  qui  soit  perceptible  aux  sens, 
on  peut  se  demander  si.  dans  ces  conditionSj  il  ne  serait  pas  pos~ 
sible  de  sauver  de  meme  toute  autre  loi  analogue,  et  on  Fa  fait 
effectivement  pour  la  quantite  de  mouvement  electromagnetique. 
Dans  le  cas  le  plus  general  du  rayonnement  electromagne- 
tique, la  conser^ation  de  V energie  n^ est  plus  une  loi^  mais  une 
Convention.  C'est  lä  une  evolution  assez  frequente  dans  le  domaine 
des  verites  physiques,  comme  Fa  expose  M.  Poincare  ('). 


§  3.    —    La   GRAVITATION. 

Si  i'on  considere  les  theories  electromagnetiques  sous  leur  forme 
actuelle  comme  une  base  generale  pour  Fexplication  des  pheno- 
menes  physiques,  role  que  remplissaitjusqu'ici  la  Mecanique  seule, 
il  conviendra,  en  premier  lieu,  de  se  demander  si  Fon  peut  faire 
rentrerla  gravitation  dans  ce  Schema  general.  La  nolion  de  champ 


(^)  H.  Poincare,  Science  et  Hypothese,  Paris,  igoi.  Remarquons  encore  que 
cet  enonce  :  «  L'energie  du  monde  entier  sc  conserve  »  n'a  aucun  sens,  sauf  pour 
un  espace  ä  courbure  positive  constante. 


34h  rcrvRES  de  waltiier  ritz. 

avec  SPS  conseqiiences  est-elle  siisceptible  de   s'j  appliquer? 

rf'ponse  donnee  par  !\iaxweil  [^)  est  negatwe. 

EnintriHluisaiiL  en  eflel,  la  force  R^R-rR.;  que  Ja  gravita 
exerce  en  iiii  poiiit  xi':;  de  Fespace  siir  Funite  de  masse,  on  poi 
hien,  comme  en  Electrostalique,  determiner  cette  force  par  le 
lerne  treqiialion  (•jl=  densite) 

0x  dy     '      Oz  -      i  ' 

el  la  vaieiir  de  l*energie  sera 

I  Fimile  de  masse  etant  convenablement  choisie).  Comme  il 
attraction,  Fintegrale  a  le  sigiie  — -.  Or,  dit  Maxwell,  Fenergie  e 
essentiellement  positive,  pour  que  E  seit  positif,  il  faudra  ch( 
pour  la  conslanle  ime  valeur  enorme,  superieiire  ä  la  plus  gra 
valeiir  que  puisse  acquerir  Fintegrale  pour  toutes  les  posit 
possibles  des  corps :  Fenergie  intrinseque  du  cliamp  de  gravita 
doil  donc  etre  diminuee  partout  oii  la  gravitation  est  sensi 
*«  Comme  il  m'est  impossible  de  comprendre  comment  un  mi 
poorrait  posseder  de  telles  proprietes,  je  ne  puis  poursuivre  ( 
cette  voie  la  recherclie  de  la  cause  de  la  gravitaüon.  )•> 

Oll  peot  eocore  dire  que  la  condltion  de  stabilite  d'un  mi 
contiiui,  elasticpte  ou  autre,  est  toujours  que  l'energie  soitmlnir 
qiiand  la  deformation  est  nulle;  ici,  eWe  est  maximum  pourRi 
le  champ  de  gravitation  serait  en  equilibre  instable  ä  Vir 
ei  partout  oii  R  est  nul. 

La  notion  de  champ  ne  semble  donc  pas  pouvoir  s'appliqu 
la  gravitation:  il  ne  saurait  des  lors  etre  question  de  Fenvis 
comme  unebase  generale  pour  Fexplication  des  phenomenes  ] 
siqoes. 

Au  contraire,  la  loi  d'action  elementaire  qui  resulte  de  la  t 
rie  de  Lorentz,  si  Fon  y  remplace  les  charges  eleclriqaes  par 


^)  Maxwell,  Scient.  Papers.  t.  I,  p.  670. 


masses,  peut,  comiiie  d'ailleurs  leslois  analoirues  de  Wel)er.  Gauss. 
5tc.,.remplacer  la  loi  classiqiie  de  la  gravitaiion  sansqiie  les  termes 
iiouveaux  et  la  propagation  ainsi  introduits  aient  d'iiiiliience 
appreciable  sur  les  phenonif^nes  astronomiqiies  i  ^ );  ces  lernies.  eii 
effet,  sont  du  second  ordre  (-)  et,  par  consequent,  exlreiiiemenl 
pedts.  On  sait  que  Laplace  etait  parvenii  a  ce  resulial:  que  la  vitesse 
de  propagalion  de  ia  gTavitation  est  au  moins  loooooooo  de  iV)is 
plus  grande  que  ceile  de  la  iumiere:  mais  cela  tient  ä  ce  que,  dans 
sa  maniere  de  concevoir  la  propagation,  eelle-ci  introduisaii  uii 
terme  du  premier  ordre  et  que,  de  plus,  ce  Lermecorrespoiid  ä  im 
frottement,  ce  qui  n'a  pas  lieu  cliez  Lorentz. 

L'explicatiori  de  Zöllner  adoptee  par  Lorentz  est,  on  le  sait,  que 
l'attractioa  de  deux  charges  eiectriques  de  signe  contraire  estlege- 
rement  plus  gt^ande  que  la  repulsion  de  deux  cliarges  de  meme  signe 
et  de  meme  valeur  absolue.  Gette  explication  detruit  FuDiie  du 
champ  electrique,  et  n'est  des  lors  applicable  qu'aux  actions  ele- 
mentaires. 

§  6.    —   L'aCTION   et   LA   REACTIOX. 

IVetlier  agissant  sur  les  ions  sans  subir  lui-meme  d'action,  le 
principe  de  Newton  n'est  pas  satisfait  dans  la  theorie  de  Lorentz, 
et  M.  Poincare  (^)  a  montre  qiron  a  pour  la  resultante  de  ti^ans- 
lation 

XS^"    £P'-   X$^- 

oü  les  integrales  sont  etendues  ä  Lout  Fespace  et  S  le  vecteur  ra- 
diant.  De  plus,  uncorps  electrise  en  mouvement  uniforme  exerce 
sur  lui-meme,  en  general,  uri  couple.  11  importe  de  considerer 
separement  les  divers  aspects  de  la  question  qui  se  pose  :  peut-on, 
au  point  de  vue  des  falls ^  tirer  de  cette  inegalite  de  Taction  et  de 
la  reaction  une  objection  a  la  theorie  de  Lorenlz?  La  reponse  est 
affirmative. 


(')  Lorentz,  Zittings  verslag,  Amsterdam,  t.  VIII,  1900,  p.  6o3;  Wilkens, 
Physik.  Zeitschr.,  t.  VII,  1906,  p.  846  ;  Walker,  Physik.  Zeitschr.,  t.  VII,  1906, 
p.  3oo. 

I  lO"'** 

(2)  G'esL-ä-dire  contiennent  le  facteur  -  =  —5—  ä  la  seconde  puissance. 

C  6        ^ 

(3)  Archives  neer.,  2«  serie.  t.  V,  1900,  p.  262  ;  Electricite  et  Optique.  p.  h^- 


Consideroiis  (.Faboril  deux  t'iectrons  de  charge  e,  e\  de  coon 
nees  x.  r.  z\  x\  r\  z\  de  vilesse  r,  r'  et  d'accelerations  w. 
places  a  une  distance  i'un  de  I'aiitre  grande  par  rapport  ä  1 
dimensiöiis.  MM.  Lieoard  (/)  et  Wiechert(-)  ont  niontre  que 

a,  poiir  les  potentiels  produits  par  e  , 

Oll  il  faul  prendre  les  quantiles  piacees  eritre  crochets  a  an  ins 

anterieur  t tei  que  Tonde  emise  en  cet  instant  atteigne  (^ 

€11  /;  le  \ecteur  /■  est  dirige  de  e'  vers  e,  et  Ton  a  l'equation 

11  suflira  de  considerer  le  cas  particulier  oü  les  vitesses  et 
accelerations  sont  faibles,  en  sorte  qu'on  peut  poser 


2C2 


L  il  caicul  (aciie,  qu'on  trouvera  d'ailleurs  dans  la  seconde  Pa 

donne  alors  les  developpements  de  ^  et  de  A.,  d'oü  resulte,    ] 
la  foree  F^  exercee  par  e  sur  e^  Pexpression 


l       p-         \  2C-  C-  '  I 

p-C'  Q.C-p  J 

Oll  toutes  les  quantites  v',  w',  r  doivent  etre  prises  ä  l'instant 
oü  p  est  la  distance  actuelle  des  points  e,  e'. 

Gelte  expression  contienl  les  vitesses  et  les  accelerations  d 
maniere  dissvmetrique  et  met  bien  en  evidence  Tinegalite  de 
tion  et  de  la  reaction,  meme  lorsque,  les  accelerations  etant . 
posees  negligeables,   il  n'y  a  pas  de   rayonnement,   Dan 


(')  LiENARD,  V Eclairage  electrique,  t.  XVI,  1898,  p.  5,  53,  106. 
(')  WiECHERT,  Archives  ne'erl.,  2»  serie,  t.  V,  1900,  p.  549. 


:as  d'an  mouvement  de  transiation  umforme  des  points  oii  a 
t?  =  p',        w'  —  o; 

e  terme  multiplie  par  cos(g,  :??)  est  diri^^^e  suivant  ia  iigiie  de 
lonction  de  ee'  ei  satisfait  aii  principe;  le  terme -~-|-donne  iine 
force  parallele  ä  c^',  appliquee  ä  e,  et  une  autre,  egale  et  opposee, 
ippliquee  ä  e\  Si  les  charges  e,  e'  sont  liees  par  une  droite  rigide, 
2es  deux  forces  donneront  un  couple  dont  l'axe  est  perpendicu- 
iaire  ä  la  vitesse  v  et  la  ligne  de  jonctlon  c. 

On  verra,  dans  la  seconde  Partie,  qu'aucune  experience  n'exige 
cette  dissymetrie  en  ce  qui  concerne  les  vitesses,  et  cela  est  evi- 
dent ap/'iori;  car,  aucune  experience  n'ajant  mis  en  evidence 
autre  chose  que  des  mouvements  relatifs,  Fexpression  (i3)  doit 
pouvoir  etre  remplacee  par  une  autre  qui  ne  contient  que  des 
vitesses  relatives  au  second  degre;  une  teile  expression,  assujettie 
ä  etre  une  composante  de  vecteur,  ne  saurait  presenter  une  teile 
dissymetrie. 

D'autre  part,  une  experience  de  MM.  Trouton  et  Noble  (* ),  qui 
aurait  du,  dans  le  cas  d'un  condensateur  charge,  mettre  en  evidence 
le  couple  dont  il  a  ete  question,  a  donne  un  resultatnegatif.  En  ce 
qui  concerne  les  termes  relatifs  aux  vitesses^  Uinegalite  de 
Vaction  et  de  la  reaction  constitue  donc  certainement  une  grave 
objection  de  la  theorie  de  Lorentz, 

On  ne  saurait  en  dire  autant,  au  point  de  vue  experimental,  de 
ia  dissymetrie  des  termes  qui  dependent  de  Pacceleration  w\  ils 
donnent  lieu,  en  effet,  aux  vitesses  faibles,  et,  quand  certaines 
conditions  de  symetrie  sont  satisfaites,  ä  la  masse  electromagne- 
tique  et,  plus  generalemenl,  ä  une  reaction  d'inertie.  Pour  une 
sphere  uniformement  chargee,  derayonR,  laresultante  desactions 

elementaires 

de  de' ,     ,  , 


'2C-p 


est 


5   R^-      5"^«^r,     5R 


la  quantite  ~  ~  est  donc  la  masse  electromagnetique^  et,  en  fai- 


(^)  London  Transact.,  A,  t.  CCII,  igoS,  p.  i65. 
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saiit  uieine  abstractioii  des  experiences  de  M.  Kaufmann,  rien  ne 
pennet  de  liier  la  possibilite  d'ime  teile  reacLion;  il  est,  au  con- 
Iraire,  evident  qu'ii  y  a  un  a\antage  considerable,  au  point  de  viie 
de  i'iinile  de  nos  conceplions,  a  pouvoir  deduire  la  reaction  d'i- 
nerlie  et  l'energie  cinetique  de  l'energie  electromagnetique.  Nous 
eliidierons  plus  ioin  la  question  de  la  variabilite  de  la  masse  avec 
la  vilesse. 

La  Üu'orie  de  Hertz  satisfait  au  principe  d'une  maniere  generale. 
Par  exeoiple,  a  la  pression  qu'exerce  la  lumiere  sur  on  corps 
plonge  dans  le  dielectrique  air  ou  ether  correspond  une  reaction 
de  nieme  grandeur  appliquee  ä  ces  cUelectriques  {^)^  en  sorte 
que,  dans  le  premier  cas,  le  principe  est  satisfait  en  ne  conside- 
rant  que  la  mallere  seule.  Mais  Fexperience  a  demontre  l'existence 
de  cette  pression,  menie  dans  les  vides  les  plus  parfaits;  dans  ce 
dernier  cas  il  n'y  a  pas  de  reaction,  suivant  Lorentz,  et,  suivant 
Hertz,  il  j  en  a  bien  une,  et  l'ether  est  mis  en  mouvement;  mais, 
pour  la  rendre  sensible,  il  faudrait  que  Tetber  renoncät  ä  se  dero- 
ber  a  toutes  les  experiences.  Pour  qui  ne  conserve  pas  cet  espoir,  il 
est  difficile  de  dire  si,  dans  ce  cas,  Tavantage  logique  est  du  cöte 
de  Lorentz  qui  exprime  simplement  le  fait  d'une  action  sans  reac- 
tion, ou  de  celui  de  Hertz  quisauA^e  le  principe,  mais  cLune  maniere 
teile  quil  devient  une  simple  Convention. 

Si  i'on  s'en  tient  aux  actions  exercees  par  les  ions  les  uns  sur 
les  autres,  sans  faire  intervenir  d'intermediaire  tel  que  l'ether,  la 
vitesse  finie  de  propagation  entralne  la  non-simultaneite  et,  par 
siiile,  i'inegalite  des  actions  de  ions  separes  par  le  vide  (au  moins 
en  generalj. 

Dans  les  theories  classiq.ues  de  TOptique,  par  exemple  dans  la 
theorie  de  la  dispersionde  Sellmeier  et  d'Helmboltz,  Taction  de  la 
lumiere  sur  les  molecules  etait  egale  ä  la  reaction  de  celles~ci  sur 
Veilier;  le  principe  n'a  jamais  ete  considere  comme  s'appliquant  a 
la  matiere  seule.  Ce  qu'on  peut  objecter  a  la  tbeorie,  c'est  qu'il  serait 
plus  satisfaisant  que  l'intermediaire  füt  concu  de  maniere  ä  repon- 
dre  a  la  condition  d'egalite  de  Faction  et  de  la  reaction,  et  j'ai 
indique,  dansFlntroduction,  queFenerg-ierayonnante,  materialisee 
et  projetee  avec  la  vitesse  de  la  lumiere,  constitue  un  tel  interme- 

(^)    POINCARE,   loC.  Cit. 


diaire  (^).  On  revient  ainsi,  sous  une  forme  nouvelle,  a  ia  theorie 
de  i'emission,  et,  pour  me  servir  de  Texemple  de  .\L  Poincan'',  le 
recul  d'une  piece  d'artiilerie  el  la  force  siiljie  par  uii  curps  q«i 
envoie  une  onde  d'energie  raTonnanle  dans  une  certaine  direclioii 
deviennent  absolument  aiialogues,  ce  qui  n'est  pas  le  eas  lorsque. 
au  Heu  de  se  servir  de  cette  image,  on  considere  l'enerit'ie  eomoie 
propagee  (in^pothese  de  i'ether). 

M.  Poincare  a  monLre  que  Finegalite  de  Faclion  ei  de  la  reaetion 
n'entraine  pas,  dans  la  theorie  de  Lorentz,  le  mouvement  perpe- 
tuel ;  ii  faut  ajouter  :  a  la  condition  d'admettre  l'liypothese  «les 
potentiels  retardes. 

§  7.  -—  Analogie  exthk  l'hther  et  les  coeps  elästiques. 

Les  equations  de  Maxwell  et  de  Lorentz  prennent,  dans  le  cas 
de  Tether  pur,  une  forme  remarquablemenl:  analogue  a  celle  des 
equations  de  Felasticite.  Quelle  est  la  significalion  reelle  de  cette 
analogic  ? 

Le  vecteur  electrique  E  satisfalt,  dans  Fetlier,  aux  equations 

^^^^  ''  0\ir         d¥.y         öE- 


öx         <^y         ^^ 

et  il  en  est  de  meme  de  H.  C'est  lä  une  consequenee  immediate 
des  equations  fondamentales  (1)  a  (IV). 

D'autre  part,  soient  q,  r^,  X,  les  composantes  du  deplacenient, 
suppose  petit,  d'un  point  d'un  corps  elastique,  A,  B  des  constantes, 
UL  la  densite ;  oa  a 

I    '    öt'^  ^  dx 

.  l  ^-T    =    A  ATj  -f-  B   —  : 

(i5) 


df^ 

üy 

d^-t: 

ö-^t 

ü 

Oz 

dr,         d^ 

'=5i 

dy  "^  dz 

(•)  Elle  pennet  en  meine  temps  d'eviter  le  nnouvement  absolu  et  d*aulres  dif- 
ficuU^s  {voir  Introduction  et  deuxieme  Partie). 


La  theorie  electromagnetique  montre,  on  le  sait,  qiie  E  est  id< 
que  au  vecteur  de  Fresnel,  H  au  vecteur  de  Neumann  (parallel 
plan  de  polarisation).  L'idenUlication  des  sjstemes  (i4)  et 
conduira  a  une  theorie  elastique  de  la  lumiere.  Pour  cela,  il 
admettre  ou  rincompressibilite  de  l'ether,  c'est-ä-dire  la  co 
lion 

üx~^  öy    '    dz  ^    ' 

ou  la  condition  A.-4-ß=o.  Dans  les  deux  cas,  l'identificaLior 
immediate  ;  ces  deuxmanieres  d'expliquerla  non-existence  d'oi 
longiiudinales  ont  ete  admises  Pune  et  l'autre.  Dans  chacun< 
ces  hvpotheses  on  pourra  encore  choisir  entre  la  theorie  de  Fre 
qui  conduit  a  identifier  la  vitesse 

\  dt'  dt'  dt  / 

de  Fether  avec  E,  ou  celle  de  Neumann  qui  remplace  E  par  H, 

Quelles  sont  les  conditions  generales  necessaires  et  suffisa 
pour  qu'un  phenomene  phjsique  caracterise  par  un  vecteur  si 
les  lois  exprimees  par  (i5)?  Je  dis  que  ce  sont  les  suivantes  : 

i^  Le  phenomene  est  reversible. 

2*'  ;,  n?  s  satisfont  ä  un  sjsteme  de  trois  equations  aux  deri 
partielles  qui  est  du  second  ordre  au  plus,  et,  du  moins  enprem 
approximation,  est  lineaire. 

3°  Le  milieu  est  isotrope  et  homogene. 

En  efFet,  vu  la  reversibilite,  les  equations  ne  contiendront 
de  derivees  premieres  par  rapport  au  temps  ;  on  pourra  les  resoi 
par  rapport  aux  derivees  secondes 

^     ÜH     ^ 

dt^'      dt^-'      dF' 

qui  sont  les  composantes  d'un  vecteur.  Vu  l'homogeneite, 
membres  de  droite  seront  ä  coefficients  constants,  et,  vu  Fisotro 
ce  seront  des  sommes  de  composantes  de  vecteurs  obtenus  par 
ferentiation  de  ;,  r,,  r,  par  rapport  ä  x,  y,  z.  Or,  M.  ßurckhard 


(»)  BüRCKHARDT,  Math.  Annalen,  t.  XLIII,  1898,  p.  197;  Enzyclop,  d. 
''Iss.y  ßd.  IV*,  Art.  1 4,  1901,  p.  20. 
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a  determlne  tous  ces  vecteurs  :  lorsqiron  n'admel  que  !es  derivees 
premieres  el  secondes.  ii  n  en  existe  que  trois  qiii  soienl  lineaire- 
ment  independants,  savoir 

^  —  £2  i^_!i  ^^^"\ 

V  dz        dv     dx        dz '  äy        ox }  ' 

l  drj     d(s     d(j  \ 

et  Ton  aura,  «,  b,  c  elant  des  constantes, 

d^-i  /dr,         (j:\  öt 

ilf^  \dz        dy  ^  dx 


d-r^  ^       (dt         fl 
dt-  ~  ^ 

ißl  _ 


\  dx        dz  j  dy 


En  changeant  les  signes  de  x,  y^  z  et  ajant  egard  a  l'isotropie 
complete^  on  trouve  «  r=r  o  ;   11  reste  donc  bien  ie  Systeme  (i5k 

C.   Q.   F.    D. 

La  condition  (1)  est  satisfaite  par  tous  les  phenomenes  uiecani- 
ques  (et  iioiis  avons  vu  qii'en  realite  eile  ne  devrait  pas  etre  satis- 
faite par  les  equations  electromagnetiques,  qui  devraient  corres- 
pondre  ä  des  phenomenes  irreversibles);  (2)  et  (3)  le  sont  par  les 
phenomenes  de  dilFusion,  de  propagation  de  la  chaleur  et  d'autres 
qui  certainement  ne  presentent  entre  enx  auciine  connexion  de 
nature.  On  en  conclura  que  l'analogie  entre  (i4)  et  (i5)  est  beau- 
coup  moins  caracteristique  qu'on  n'est,  au  prämier  moment,  porte 
ä  le  croire.  On  ne  conclura  ä  une  connexion  physique  reelle  entre 
les  deuxordres  de  phenomenes  que  si  l'analogie  se  continue  encore 
au  delä  de  cette  forme  analytique  generale.  Mais  c'estprecisement 
ce  qui  n'est  pas  le  cas.  En  effet,  Thypothese  dela  vitesse  de  propa- 
gation nulle  des  ondes  longitudinales  (A-4~  B  =  o)  n'est,  comme 
Tont  dejä  remarque  Green  et  Cauchy,  pas  admisslble  pour  un 
Corps  elastiqae  fini;  un  tel  corps  n'opposerait  aucune  resistance  ä 
la  compression,  son  equllibre  serait  instable.  Ce  n'est  que  recem- 
ment  que  Mether  gyrostatique  de  Lord  Kelvin  nous  a  permls  de 
concevoir  de  tels  systemes.  D'antre  part,  Thypothese  de  Fincom- 
R.  23 


pressibilite  exige  l'introduction  dans  les  equalions  d'un  facteu 
Lagrange,  jouant  ie  röie  de  pression ;   Fidentification  n'est 
possible  que  pour  ies  cas  oü  cette  pression  est  constante.  Enfii 
conditions  aux  limites  qu'exige  TOptique  ne  sont  pas  Celles  ( 
theorie  de  Felasücite. 

Je  ne  crois  donc  pas  que  Coa  dowe  considerer  a  priori 
analogies  comme  [indice  de  rapports  physiques profonds  e 
les  deux  domaines.  Onne  s'etonnera  pas  trop,  si  Tonadopte  < 
conciusion,  des  difficultes  et  des  etrangetes  auxquelles  condui 
toutes  les  tentatives  faites  pour  etendre  ces  analogies  de  Tethei 
(oü,  en  somme,  les  equations  de  Maxwell  n'expriment  que  le 
de  la  propagation  uniforme)  aux  actions  reciproques  des  cha 
electriques  et  de  Fether,  exprimees  par  les  equations  generale 
a  (VI).  Pour  cette  partie  de  la  question,  je  ne  puis  mieux  faire 
de  renvojer  au  Chapitre  que  M.  Poincare  a  consacre  dans 
Lecons  (^)  ä  la  plus  remarquable,  semble— t-ilj  de  ces  tentati 
Celle  de  M.  Larmor. 


§  8.    —    La    MASSE    ELECTRODYNAMIQüE. 

Les  remarquables  experiences  de  M.  Kaufmann  sur  la  devial 
electrique  et  magnetique  des  rajons  ß  du  radium  ont  condi 
admettre  que  la  masse  des  corpuscules  ou  electrons  dependde 
vitesse  et  est  tout  entiere  d'origine  electromagnetique.  L'exist 
d'une  reaction  d'inertie  electrique  et  sa  variabilite  avec  la  vil 
avaient  ete  prevues  par  la  theorie,  qui,  ä  premiere  vue,  sei 
ainsi  avoir  recu  une  confirmation  remarquable.  Cependant,  de 
la  grande  portee  de  ces  conclusions,  il  convient  d'examiner  si 
s'imposent  absolument. 

Rappeions  que,  dans  ces  experiences,  un  faisceau  de  rayoi 
est  soumis  ä  Faction  simultanee  d'un  champ  electrique  E,  pro 
sant  une  deviation  j,  et  d'un  champ  magnetique  H  parallele 
donnant  Heu  a  une  deviation  :;,  perpendiculaire  a  la  premiere. 
plaque  photographique,  perpendiculaire  aux  rayons  non  de 
recoit  Fimpression  des  rayons  et  permet  la  mesure  directe  de 


(^)  Electriclte  et   Optique,   2«  edition,  p,  677  et   siiivantes;  Larmor,  ä 
and  Matter^  Cambridgej  1900. 
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de  :;.  Soient  m  et  v  la  masse  et  la  vitesse  d'un.  electron,  e  sa  cliarge, 

a  Qi  b  deux  constantes  de  Fappareil ;  oa  a,  d'apres  la  tkeorie  de 

Lorentz, 

,^.  __  eEg  eYib 

Le  radium  emettant  des  rajons  de  toutes  les  vitesses,  dans  cer- 
taines  limites,  ces  eqiiations,  oü  v  joue  le  role  de  parametre,  repre- 
sentenl  ime  certaine  parabole  si  m  ne  depend  pas  de  ^,  Or,  la 
courbe  observee  par  M.  Kaufmann  est  differente.  Ce  fait  com- 
porte  diverses  expHcations: 

1°  D'apres  M.  Lorentz,  le  deplacemeut  d'uii  corps  electrise  par 
rapport  ä  üether  eqaivautä  uncourantelectriqne  dont  le  champ, 
par  Uli  effet  analogue  a  la  self-induction,  reagit  sur  le  corps  et 
donne  une  force  qiii,  sous  des  hypotlieses  tres  generales,  est  fonc- 
tion  linealre  des  composantes  de  Facceleration,  les  coefficients 
(masse  transversale  et  longitudinale)  etant  des  fonctions  determi- 
nees  de  la  vitesse  absoLiie  p,  connues,  par  exemple,  pour  la  sphere 
et  Tellipsoide.  Dans  le  cas  des  experiences  de  M.  Kaufmann, 
la  masse  transversale  |^-((^)  seule  entre  en  jeu  ;  si  Ton  introduit 
dans  (i6)  la  fonction  [Ji(i')  au  Heu  de  m,  on  obtient  ä  peu  pres  la 
courbe  observee,  soit  que  Ton  considere  Telectron  comme  une 
sphere  rigide  (Abraham),  soit  que  Ton  considere  seulement  son 
volume  comme  constant  (Bucherer  et  Langevin). 

Pour  apprecier  la  valeurde  cette  interpretation,  rappelons-nous 
que  le  calcul  de  la  masse  electrodynamique  repose  uniquement 
sur  la  consideration  du  mouvement  du  corps  electrise  par  rap- 
port ä  l'elher ;  la  position  et  la  vitesse  des  autres  corps  sont 
indifferentes,  c'est  la  vitesse  absolue  qui  entre  dans  la  formule. 
Dans  cette  interpretation,  Fexperience  de  M.  Kaufmann  serait 
donc  la  premiere  ä  mettre  en  evidence  un  mouvement  absolu.  Or, 
sur  cette  question  delicate,  la  theorie  de  M.  Lorentz  est,  du  moins 
dans  la  forme  exposee  au  paragraphe  1,  en  desaccord  avec  Fexpe- 
rience, etce  desaccord  porte  en  particulier  sur  Fexpression  de  la 
quantit^  de  mouvement  electromagnetique  G  ( ^ ),  dont  M.  Abraham 

(^)  Ce  vecteur  est,  comme  on  sait,  l'iategrale  du  vecteur  radiant  etendae  ä  touL 
l'espace,  multipliee  par  -;• 


a  dediiit  la  valeur  des  inasses  longitudinale  eL  transversale.  En  e 
du  calcul  de  G  on  deduit  (^),  pourle  cas  d'un  condensateur  ch; 
entraine  dans  le  mouvement  de  translation  dela  Terre,  TexisU 
d'un  couple  de  second  ordre  applique  au  condensateur. 
MM.  Trouton  et  Noble,  qul  ont  realise  cette  experience  (-),  n 
pas  observe  ce  couple.  La  qaantite  G  ne  dopend  donc  pas  d 
vitesse  absolue  ou,  du  moins,  pas  de  la  meme  maniere  qu'exi^ 
theorie  de  Lorentz.  II  en  faut  conclure  que,  si  meme  Vacc 
entre  la  theorie  de  M>  Abraham  et  les  experiences  de M,  Kl 
mann  etait parfait^  cette  theorie  Ji'en  de^'rait  pas  moins  i 
consideree  comme  douteuse. 

^'^  En  cherchant  ä  eliminer  de  ses  ^quations  Tinfluence  du  n 
vement  absolu,  M.  Lorentz  a  ete  conduit  ä  certaines  hypoth 
nouvelles,  sur  lesquelles  je  reviendrai  au  parag-raphe  suivant. 
dimensions    des    ^lectrons,    en   particulier,    seraient  reduite 


ly 


de   leur   valeur  lorsqu'ils   sont  anlnies    de   la  vit 

absolue  /?.  Cette  hypothese  conduit  ä  des  formules  nouvelles  \ 
la  masse,  que  M.  Kaufmann  considere  comme  inconciliables  c 
ses  dernieres  experiences  (^).  Mais  cette  conciusion  me  sen 
douteuse.  ^n  effet,  prenons  pour  H,  E,  a,  h  les  valeurs  obser 
directement;  mais,  au  Heu  de 

e 
—  =  j  880. 10", 

valeur  qui  correspond  aux  rayons  cathodiques,  prenons  dan 
formule  de  MM.  Langevin  et  Bucherer 


dans  Celle  de  M.  Abraham 


—  =  2,010.  ro^, 


(*)  H.-A.  LoRKNTZ,  Elektronentheorie,  p.  257. 
{')  London  Trans.,  A,  t.  CCII,  igoS,  p.  i65. 

(3)  Annalen  der  Physik,  t.  XIX,  1906,  p.  ^iS-;  voir  aussi  M.  Planck,  P/r 
Zeitschr.,  t.  VII,  1906,  p.  -jS^. 
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nifin  dans  celle  de  M.  Lorentz 

=  12,  1*25.  10'. 

lela  revienl  ä  multiplier  dans  les  rapports  de  i  ä  i,o4o,  1,070, 
5i3o  les  abscisses  et  les  ordonnees  calculees  par  M.  Raufmann 

our  —  =  1,880. 10*^  iloc.   cit,.  p.  534).  On    Lrouve   ainsi  trois 

ourbes  dont  les  erreurs  sont  de  l'ordre  des  erreurs  d'experience, 
omme  on  le  verlfie  en  porlant  ces  valeurs  dans  la  courbe^^t^.  1 1 , 
ie  M.  Kaufmann.  Ce  savant  a  observe  directement,  puis  deduit  des 
iverses  formules  proposees,  par  la  methode  des  moindres  carres, 

ne  certaine  conslante— ^  independante  de  Tliypothese  faite  sur 
— ;  la  formule  de  Lorentz  en  donnait  une  valeur  inadmissible. 
fotre  calcul  montre  que  la  valeur  de  tj-  determinee  de  cette  ma- 

iere  comporte  une  incertitude  considerable,  car  nous  avons  pris 
1  valeur  observ^e  directement,  et  les  erreurs  qui  en  resultent  ne 
epassent  pas  la  grandeur  admissible.  Quant  ä  la  valeur 

—  =  1,880.  lo"^, 

on  application  aux  rayons  ß  du  radium  peut  n'etre  pas  permise, 
luisqu'elle  ne  Test  pas,  en  g^neral,  pour  l'efFet  Zeeman. 

En  somme,  ces  observations  ne  permettent  donc  pas  de  pre- 
^erer  Vune  quelconque  des  formules  ä  une  autre^  et  il  serait 
acile  de  multiplier  celles-ci  encore  plus. 

Mais  il  importe  d'observer  que  les  nouvelles  hypotheses  de 
A,  Lorentz  entrainentunchangementdans  l'expression  de  la  force 
[u'exercent  Tun  sur  l'autre  deux  corps  ^lectrises  en  mouvement, 
;hangement  qui,  ainsi  que  le  d^montre  une  discussion  facile,  n'est 
ensible  que  pour  des  vitesses  comparables  ä  celle  de  la  lumiere, 
;'est-a~dire  pour  la  seule  experience  de  M.  Kaufmann. 

S""  Ceci  conduit  ä  une  remarque  generale  ;  il  est  facile  d'intro- 
iulre  dans  les  equations  de  FEleclrodynarnique  des  termes  pr6sen- 
ant  cette  particularite.  Puisque  le  Systeme  des  equations  (1)  ä  (VI) 
)eut  etre  remplac^  par  les  actions  (^lementaires,  il  suffira  de  consi- 
lerer  celles-ci.  Or,  la  force  exercee  parle  point  e^,  de  vitesse  v' ^ 


sur  le  point  e^  de  vitesse  c^,  conlient  celte  derniere  sous  forme 
lineaire  avec  le  facteur  i;  il  conllent  la  premiere,  dans  le  cas  de 
mouvements  uniformes,  sous  une  forine  tres  compliquee  (donnee 
par  M.  Schwarzschild);  on  a  yu,  au  paragraphe  6,  les  premiers 
termes  du  developpement  quand  -  est  peüt.  La  dissymetrie  ainsi 
etablie  entre  p  et  t^^  n'estpas  confirmee  parl'experience;  etilexiste, 
comrae  on  le  verra  dans  la  seconde  Partie,  une  infinit^  de  formales 
analogues,  ne  contenant  que  des  vitesses  relatives  et  difFerent  par 
conseqiient  de  celle  de  Lorentz  par  les  termes  en  -  •  A  plus  forte 
raison  peut-on  ajouter  des  termes  contenant  -?  du  troisieme,  qua- 
trieme  ordre,  sans  que  les  formules  cessent  d'etre  en  accord  avec 
toutes  les  experiences  oü  -  est  petit:  la  formule  des  actions  ele- 
mentaires  de  Lorentz  pourrait  n'etre  que  le  commencement 
dUin  dh^eloppement  en  serie.  On  pourra  disposer  des  fonclions 
arbitraires  de  v  ainsi  introduites  dans  (i6)  pour  satisfaire  aux 
experiences  de  M.  Kaufmann  dans  U hypothese  d^  une  masse  con- 
slante^  et  de  maniere  ä  sauvegarder  completement  la  relativit^  du 
mouvement.  C'est  ce  qui  sera  montre  avec  plus  de  deLails  dans  la 
seconde  Partie  de  ce  travail. 

En  resume,  au  Heu  d'une  masse  devenant  infhile  lorsqu'on 
approche  de  la  vitesse  de  Ja  lumiere,  nous  aurions  des  forces  qui 
s'annulent,  parce  qu'elles  se  propagent  precisement  avec  la  vitesse 
de  l'eiectron  mobile. 

Mais  il  y  a  plus  :  la  forme  meme  de  la  courbe  et  l'existence  d'un 
point  oü  les  deviations  j',  z  seraient  nuUes  et  la  vitesse  egale  ä  c 
restent  douteuses.  En  eöet,  posons 


e    Ea                    e    Hb     /        /t^\2 
(^7)      7="-;r^         -  = 1/^—    —      '  7?i  =  const., 


m    V- 


d'oü  la  parabole 

^-     __      e  e^ 

tandis  que,  d'apres  Lorentz,  pour  m=  const.  on  aurait  la  parabole 
parallele 

^^     _      e 
H262  "~  Eam^' 


Les  valeurs  de  E,  H,  a,  b  etant  celles  que  donne  M.  Kaufmann,  et 
=:i,83o.io%  il  vient,  poiir  les  valeurs  redaites  y' ^  ^' [de 
.  Ivaufmann  (/oc.  cU,^  p.  529), 

j/'  =  0,0160  -h  o,556;s'2. 

y'  calc.  — y'  obs. 


z'. 

y'  obs. 

I. 

11. 

0, [35o 

0,0246 
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+0,0014 
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~ 

II 
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0,2400 

o,o5o2 

_ 

22 
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0,0645 
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20 
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0,3359 

0,08 [  I 

^ 

20 
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— 

25 

—          8 

o,43o5 

0,1 205 

— 

i5 

-h         10 

0,4735 

0, i4o5 

-f- 

2 

-h         3o 

0,525?. 

0,1667 

-h 

25 
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La  diöerence  entre  les  diverses  valeurs  de  y  observees  par 
l.  Kaufmannet  la  coarbe  qui  representela  mojenne  de  ses  expe- 
ences  est  souvent  superieure  ä  o,oo3o;  les  erreurs  de  la  troi- 
eme  colonne,  bien  que  syslematiques,  doivent  donc  etre  consi- 
6rees  comme  admissibles.  Celles  de  la  quatrieme  colonne,  qui 
Drrespond  a  rhjpothese 

—  =  1,780.  lo"^, 
m 

expliquent  completement  par  des  erreurs  d'experience,  sauf  les 
euxdernieres.  Maisil  laut  remarquerqu'une  erreur  de  i  pour  100 
ans  la  mesure  absolue  du  champ  magnetique,  qui  peut  fort  bien 
äsulter  d'une  accumulation  des  erreurs  que  comportent  les  diver- 
3S  observatlons  necessaires  a  cette  mesure,  serait  surtout  sensible 
n  ces  deux  points  et  cliangerait  leur  y^  de  2  pour  100,  c'est-ä~dire 
e  0,0034.  Ces  derniers  points  n'ont  ete  observes  que  deux  fois, 
t  M-  Kaufmann  fait  observer  que  Ton  est  porte,  aux  extremit^s  de 
i  courbe  ou  l'intensite  est  faible,  ä  pointer  le  prolongement,  c'est- 
-dire  la  tangente,  d'ou  resulte  une  valeur  trop  faible  de  y .  Ces 
eux  considerations  sufliraient  ä  expliquer  les  erreurs  de  la  qua- 
^ieme  colonne.  Or,  dans  cette  courbe  (17),  le  point  critique  est, 
on  la  vitesse  de  la  lumiere  c,  mais  la  vitesse  relatwe  maximale 


IC  de  deux  rayons  kimineux  dans  iin  meine  Systeme  rigide,  ce 
n'aurait  rien  de  surprenant  dans  une  theorie  qui  ne  considen 
que  les  vitesses  relatives. 

La  deviation  magnetique  z^  est  nulle  en  ce  point,  mais  no 
deviation  electrique,  qui  est  egale  a  peii  pres  a  la  moitie  de  la 
geur  (o,o3)  de  la  courbe, 

On  voit  combien  est  large  le  champ  qui  reste  aux  hypothese 

Remarquons  en  terminant  que  la  vitesse  r  joue  simplemei 
röle  de  parametre,  et  se  dcterminepour  chaqiie  point  de  la  coi 
au  moyen  des  valeurs  observees  de  y  et  de  ^;  le  resultat  est  d 
rent  selon  la  theorie  adoptee,  et  Ton  peut  evidemment  represe 
d'une  infinite  de  nianieres  une  courbe  donnee  par  un  param« 
II  en  serait  autrement  si  des  experiences  directes  et  precises,  t< 
que  Celles  qu'ont  executees,  au  moyen  d'oscillations  liertzien 
MM.  Des  Coudres  et  Wiechert  pour  les  rayons  cathodiques,  ( 
naient  une  determination  directe  de  \? ;  mais  de  ielles  experie 
ne  semblent  pas  realisables. 

Les  experiences  de  M.  Kaufmann  s'lnterprelent  donc  eg 
ment  en  modißant  les  lois  acUielles  de  V Electrodynamiqu 
maniere  ä  siipprimer  le  mom>ement  absola  et  ä  rendre  la  m 
electrodynamique  constaate.  On  ne  pourra  plus,  des  lors,  < 
clure  de  ces  experiences  que  la  masse  des  electrons  est  d'ori 
electromagnetique  ;  mais  cela  restera  possible  et  Funite  des  fc 
physiques  gagne  ä  cette  bypothese.  Quelle  que  soit  d'ailleu: 
lii^orie  adoptee,  ces  experiences  y  joueront  un  r61e  trcs  im 
tant. 

§  9.  —  Lr  mouvement  absolu. 

En  placuntä  la  base  de  l'Electrodynamicpie  et  de  J'Oplique  1 
pothese  de  l'ether,  on  introduit  necessairement,  au  moins  poi 
propagation  de  la  lumiere  et  des  actions  electriques,  un  sysi 
de  coordonnees  ind^pendant  de  la  matiere  au  sens  ordinaire. 
devrait  donc  s'attendre,  et  Ton  s'est,  en  eilet,  attendu  longte] 
a  une  intluence  du  mouvement  absola  ou  mouvemeut  par  rap 
ä  cetether  suppos6.  On  sait  que  l'experience  a  toujours  ete  n 
tive.  La  theorie  de  M.  Lorentz  rend  com|)te  de  ce  resultat 
qu'on  considere  les  termes  du  premier  ordre  ;  mais  les  experie 


de  Michelson  et  Morley,  piiis  de  Troulon  et  Noble  et  de  Lord  Ray- 
leigh,  qui  aaraient  du  mettre  en  evidence  des  efifets  du  second 
ordre,  out,  contrairement  a  la  theorie,  donne  egalementdes  resul- 
tats  negatifs.  MM.  Loren tz  et  Fitzgerald  ont  alors  admis  que  tous 


les  Corps   eprouvent  une   contraction  dans  le   rapport  (  i ^ 

dans  le  sens  de  leur  vitesse  r  ;  on  rend  ainsi  compte  des  effets 
negatifs  observes  (*).  Pour  expliquercette  contraction,  M.  Lorentz 
rappelle  que,  d'apres  sa  theorie,  lorsqu'un  Systeme  de  charges 
^lectriques  Si  au  repos  est  en  equilibr^e,  ce  meme  Systeme,  lors- 
qu'on  le  suppose  anime  d'un  mouvement  de  translation  uniforme  c', 
sera  encore  en  equilibre  si  Ton  modifie  ses  dimensions  dans  le 
rapport  indlque.  Si  donc  les  actions  moleculaires  suivent  la  loi  des 
actions  electrostatlques,  et  si  l'on  peut  faire  abstraction  du  mouve- 
ment moleculaire,  les  molecules  d'un  corps  solide  devant  neces- 
sairement  prendre  la  positiou  d'equilibre,  la  contraction  admise 
aura  bien  lieu. 

11  est  evident  que  cette  bypothese  bouleverse  nos  notions  surles 
solides.  L'invarlabllite  de  certains  corps  lorsqu'on  les  transporte 
d'un  Heu  en  un  aulre,  qu'on  change  leur  orientation  ou  leur 
vitesse,  nous  donne  la  döfinition  experimentale  de  la  distance  et 
des  aulres  grandeurs  g'(5ometriques.  Les  corps  dont  nous  nous  ser- 
vons  parlicipant  necessairement  au  mouvement  de  la  Terre,  il 
existera  toujours  une  infinite  de  deplacements  et  de  rotations  qui 
changeront  leurs  dimensions;  et  comme  precisement  nous  n'avons 
aucun  moyen  de  determiner  le  mouvement  absolu  qui  seul  entre 
en  jeu  ici,  ces  deformations  resteront  absolument  inconnues. 
Comment  definir  physiquement  la  longueur  vraie  d'un  corps? 
L'affirmalion  de  la  realite  de  cette  contraction  a-t-elle  un  sens? 
II  resulte  des  recberches  de  M.  Einstein,  sur  lesquelles  nous  re- 
viendrons  plus  loin,  que  la  reponse  est  negative. 

La  question  de  stabilite  donne  lieu  ä  une  seconde   objection. 


(^)  M.  Planck  a  montr<^  que,  si  Ton  admet  que  la  dcnsitti  de  l'^Lker  ä  la  surface 
de  la  Terre  cstau  moins  5oooo  fois  plus  grande  que  dans  les  milieux  interplan^- 
taires,  sans  qu'il  en  r(isulLe  un  changement  apprdciable  dans  ses  propriöles,  on 
peut  concilier  la  theorie  de  Taberration  avec  riiypoLhese  que  rcther  est  entraine 
dans  le  mouvement  de  la  Terre  {voir  Loiientz,  Fnzyklop.  Math.  Wiss.,  i.  V, 
art.  13,  p.  io4).  Ce  serait  lä  une  proprit^te  bien  cirange  de  l'eLher. 


Un  Systeme  de  charges  electriques  soumis  uniquement 
forces  electrostatiques  n'est  jamais  an  equilibre  stable. 
est  evident  lorsque  la  seule  restriction  imposee  est  la  cons 
tion.  de  l'electricite  :  en  changeant  toutes  les  dimension 
Systeme  dans  le  rapport  de  i  ä  i  H-  s,  les  charges  d'elemen 
vohime  correspondants  etant  egales,  on  aui^a  execute  une  d 
mation  compatible  avec  les  conditions  du  Systeme  ;  l'energie 

bera  au  ( ^^j        de  sa  valeur  primitive:  l'equilibre  n'etait 

pas  stable.  La  sphere,  par  exemple,  estpourun  electrondefori 
une  figiire  d'equilibre  instable,  et  cela  meme  si  Ton  suppose 
MM.  Bucherer  et  Langevin  que  son  volume  est  invariable  ( 
fortiori^  lorsque,  comme  dans  l'hypothese  de  M.  Loren tz, 
restriction  n'existe  pas.  Pour  obtenir  un  corps  solide,  il  faut 
ajouter  des  forces  d'un  caractere  tres  different  de  celui  des  i 
electrostatiques,  ou  des  liaisons  autres  que  l'incompressibilit 
enfm  des  mouvements  tourbillonnaires,  donnant  un  equ 
dynamique.  Mais  dans  tous  ces  cas  Vexplication  de  M,  Lo 
ne  s^ applique  plus^  en  sorte  que  cette  expllcation  ne  me  se 
pas  accep table. 

M.  Poincare  a  enfin  objecte  ä  cette  hypothese  d'etre  incomj 
de  nouvelles  experiences  pourraient  mettre  en  evidence  de 
veaux  termes,  et  il  faudrait  des  hypotheses  nouvelles  si,  comi 
doit  s'y  attendre,  le  resultat  est  negalif.  La  question  de  Velin 
tion  complete  du  mouvement  absolu  etait  ainsi  posee,  et  eile 
traitee  par  MM.  Lorentz  (-),  Poincare  (^)  et  Einstein  (•'). 

//  n^est  alors  plus  perniis  de  considerer  comme  echappc 
V experience  la  difference  entre  le  «  temps  local  »  et  le  «  i 
vrai»j  ce  qui  etait  un  point  essentiel  lorsqu'on  se  contentait 
pliquer  les  effets  negatifs  obser^^es  jasquUci  et  quelques  i 
analogues.  Pour  nous  en  rendre  compte,  considerons  deux  ] 
A,  B  qui  se  meuvent  avec  une  vitesse  absolue  constante  c  di 
direction  AB.  Une  onde  lumineuse,  partie  a  l'instant  t  de  A. 

(^)  C'est  ce  qu'a  fait  öbserver  M.  Ehrenfest  {Physik.  Zeitschr.,  t.  VI 
p.  3o2)  :  pour  la  gravitation,  requilibre  serait  stable;  mais,  en  changeant 
tractions  cn  repulsions,  l'energie  change  de  signe,   l'equilibre  devient  ins 

(^)  Amsterdam  Proceedijigs,  1908-1904,  p.  809. 

(^)   Comptes  rendu$,t.  CXL,  1905,  p.  i5o4. 

{')  Ann.  der  Physik.,  t.  XVIl,  1905,  p.  891. 


xviii.  —  suR  l'electrodynamique  generale.  363 

veraenB  ä  l'instant  i^ ;  eile  auraäparcourirl'espace  ABh-  (l  —  ^- )  c^ 
avec  la  vitesse  c ;  on  a  donc 

t'  —  t= ou         t'-~  t  = 


La  duree  de  transmission  dependra  de  p,  et  ses  cliangemenLs  com- 

portent  un  terme  da  premier  ordre  —  AB  -•>  la    correction    etant 

precis^ment  (aux  termes  d'ordre  superieur  pres)  celle  qii'il  faiit 
appliquer  au  temps  vrai \)0\xy ohlemvle  temps  local .M.  LorenL2(^) 
a  montre  que,  pour  les  phenomenes  terrestres,  cette  correction  est 
Sans  inlluence  aucune.  En  particulier,  pour  delerniiner  directement 
la  vitesse  de  la  lumiere,  on  est  oblige  de  lui  faire  parcourir  un 
chemin  ferme  qui  la  ramene  au  point  de  depart;  les  termes  du 
premier  ordre  s'eliminent  alors.  Ainsi,  dans  l'exemple  considere, 
si  l'onde  emise  par  A  est  redeclüe  en  B,  eile  arrivera  en  A  apres 
un  temps 

t'—  t  =z  K\i  ( 1 =:  IH ~   -f.  . . . 

Afais  iL  en  sera  autrenient  pour  les  ph/moinenes  astiono- 
miques  :  dans  la  determination  de  la  vitesse  de  la  luniiere par 
des  occultations  de  satellites  on  n^utiUse  pas  un  chemin  ferme  ; 
des  lors^  la  perturbation  qu\ip porter  alt  dans  le  retard  obser^e 
V Hypothese  dune  translation  d'ensemble  du  Systeme  solaire 
par  rapport  ä  t ether  serait  du  premier  ordre  et  d  une  gran- 
deur  obsers'able, 

En  effet,  le  retard  d'une  occultation  peut  atteindre  —  (oü  d  est 
le  diametre  de  l'orbite  terrestre),  c'est-ä-dire  environ  i  ooo  secon- 
des.  Üne  vitesse  absolue  du  Systeme  solaire  (vitesse  qui  n'a  rien 
de  commun  avec  son  mouvement  par  rapport  aux  etoiles  fixes  les 
plus  rapprochees)  egale  ä  So''"'  par  secondedans  le  plan  de  l'ecllp- 

tique  amenerait  une  correction  de  i  ooo r  =0,1  secondepour 

^  3.10^  '  ^ 

le  retard  maximum  observe,  correction  qui  changerait  de  signe 

suivant  la  position  relative  de  la  Terre  et  du  satellite  par  rapport 

ä  la  direction  de  ti^anslation;  les  dillerences  systematiques  pour  un 

(^)   Versuche  einer  Theorie,  etc.,  p.  82  et  suivantcs. 
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long  Systeme  d'observations  atteindraient donc  0,2  seconde,  qiu 
qiu  est  de  Fordre  de  Celles  qu'on  observe  en  Astronomie  (•) 

Si  donc  on  ne  veut  pas  admeltre  que  la  vitesse  de  la  im 
depend  de  celle  des  corps  qui  l'emettent  et  est  purement  rel< 
comme  toutes  les  vitesses  (et  l'image  ethe/-  empeche  seule  de 
du  principe  de  relativite  cette  consequence  si  naturelle),  Ufa 
modlfier  la  definition  du  temps, 

M.  Lorentz  a  enonc6  les  lijpotheses  qui  permettraier 
donner  aux  equations  d'un  Systeme  entraine,  ainsi  que  les  ax 
coordonnees,  dans  un  mouvement  uniforme  c  de  translation  f 
lele  ä  Taxe  des  x^  la  meme  forme  que  dans  le  cas  du  rep< 
admet  que  toutes  les  masses  sont  fonctions  de  la  vitesse,  abar 
nant  ainsi  le  principe  de  la  conservation  de  la  masse  (-).  1.1 
aussi,  comme  nous  Pavons  expose,  supprimer  la  nolion  de  < 
solide  et  introduire  une  definition  nouvelle  du  temps;  ce  se 
variable 


'=h/' 


v^ 


qui  jouera  le  röle  du  temps  dans  les  equations. 

Le  temps  ainsi  defini  ne  satisfait  presque  ä  aucun  des  axi 
imposes  ä  ia  notion  de  temps  dans  le  sens  ordinaire.  Deux  € 
ments  simultanes  pour  un  observateur  A,  mais  ayant  lieu  e 
points  differents,  ne  sont  plus  simultanes  pour  un  second  ob« 
teur  B  en  mouvement  par  rapport  au  premier :  la  simulta 
devient  une  notion  relative. 

Deux  temps  egaux  pour  V observateur  A  ne  le  seron 
pour  B. 


(^)  Ell  supposant  les  lois  de  la  gravitation  modifi^es  par  le  rnouveirient  ( 
les  lois  de  PElectrodynarnique,  les  corrcctions  ne  seraient  que  du  seconc 
et  ne  pourraient  annuler  ce  terme  du  premier  ordre. 

(2)  Le  mot  masse  n'a,  dans  les  theories  de  MM.  Lorentz,  Poincare  et  Ei 
plus  de  signification  precise  :  le  nonibre  qui  la  represente  dopend  du  n 
ment  du  Systeme  de  coordonndes,  mouvement  qui  reste  absolument  arbi 
Mais  la  force  depend  aussi  de  ce  mouvement,  et  ce  ne  sont  pas  les  deux  mi 
de  l'equation 


La  regle  du  par  alle  log  ramme  des  vitesses  n'est  qu'appro- 
chee:  ainsi,  v  et  ^^  etant  les  vitesses  de  deux  corps  qui  sc  meuvent 
en  sens  inverses,  par  rapport  ä  un  premier  sjsleme  de  coor- 
donnees,  la  vitesse  relative  du  premier  par  rapport  au  second, 
c'est-ä-dire  celle  qa'observerait  un  observateur  entraine  dans  le 
mouvement  du  second,  n'est  pas  v  —  r^,  mais 


eile  restera  constamment  iriferieure  ä  la  viiesse  de  la  lumiere. 
Pour  deux  rayons  [3  emis  en  sens  inverses  par  un  grain  de  radiom, 
chacun  avec  une  vitesse  de  sSoooo''"'  par  seconde,  Ja  vitesse 
relative  sera  non  Sooooo^"*,  mais  294000^"^  par  seconde. 

Les  niots  «  vitesse  )>,  «  ternps  »,  etc.  ont  donc  acquis  une 
signification  bleu  differente  de  celle  qu^äs  ont  habituellemenl^ 
et  n' ont  plus  qu\in  sens  tout  relatif. 

L'ether,  dans  cette  Cinematique  nouvelle,  ne  jouera  plus  aucun 
role,  puisqu'il  ne  nous  fournit  meme  plus  de  Systeme  de  coordon- 
nees  absoiues.  Mais  cette  conception  nousauraobliges  ä  remplacer 
les  axiomes  simples  de  la  conservation  de  la  masse,  de  i'invaria- 
bilite  des  solides,  du  parallelogramme  des  vitesses,  etc.,  axiomes 
qa'il  ne  faiidralt,  semble-t-il,  abandonner  qu'en  dernier  Heu,  par 
des  relalions  compliquees  qui  presentent  ä  Fimagination  des  diffi- 
CLiltes  tresconsiderables(analoguesä  Celles  qu'offrent,  parexemple, 
des  espaces  courbes  a  trois  dimensions),  et  que  nous  ne  pouvons 
traiter  rigoareusement^  en  general,  que  par  des  considerations 
analytiques.  11  laut  ajouter  que  cette  theorie  n'a  ete  presentee  par 
M.  Lorentz  que  sous  toutes  reserves. 

M.  Einstein  (/oc.  cit.)  a  presente  les  memes  resultats  sous  une 
forme  differente.  II  admet  a  priori^  pour  la  vitesse  de  la  lumiere, 
une  loi  qui  comporte  naturellement  une  large  part  d' arhi- 
traire ;  la  comparaison  avec  celle  que  nous  adopterons  dans  la 
seconde  Partie  de  ce  Memoire  le  montrera  suffisamment.  Elle  con- 
duit,  avec  le  principe  de  relativite,  ä  une  delinition  de  la  siniul- 
taneite  de  deux  evenements  en  des  points  diff'erenls,  dont  il  fait 
une  notion  relative,  et  plus  generalement  de  la  Cinematique  nou- 
velle dont  il  vient  d'etre  question.  La  simultaneite  entrant  dans  la 


definitionde  laiongueur  d'un  corps  mobile  parrapport  auxrep 
fixes  d'un  metre  etalon  (puisqu'il  s'agira  de  pointer  simultt 
nient  les  deux  extremiles  du  corps,  sinon  celui-ci  se  deplaci 
dans  Fintervalle),  ce  corps  semblera  d'une  longueur  differen 
un  observateur  au  repos,  selon  sa  vite"sse  plus  ou  moins  gn 
(bien  que  sa  longueur  vraie  soit  restee  invariable).  On  evite  i 
Jes  contractions  admises  par  M.  Lorentz,  ou  plutot,  on  voit 
leur  realite  n'est  qu'une  question  de  definition. 

M.  Einstein  verifie  que  les  equations  de  Lorentz  sont  ainsi 
dues  independantes  du  mouvement  absolu,  et  que  la  loi  ad] 
par  lui  pour  la  propagation  de  la  lumiere  est  bien  en  barm 
avec  les  equations.  CelJes~ci,  dans  la  mesure  ou  elles  enon 
cette  loi  de  propagation,  deviennent  ainsi  superflues;  de  plui 
raisonnement  ne  demontre  nullement,  comme  Tont  cru  queb 
auteurs,  que  ces  transformations  soient  le  seul  groupe  qui  b 
invariantes  les  equations  de  Lorentz  ;  ce  probleme  releve  pl 
des  methodes  de  M.  Poincare  [loc,  cit.). 

M.  Buchei^er  (^)  a  ete  amene,  par  des  considerations  sur  la  i 
tivite  des  mouvements,  ä  abandonner  la  notion  d'ether  :  (c 
equations  de  Lorentz  devront  toujours  etre  appliquees  en  suj 
sant  le  Systeme  de  coordonnees  au  repos  par  rapport  au  poii 
dont  on  etudie  le  mouvement.  »  M.  Bucberer  ne  considere  qi 
cas  de  mouvements  uniformes  ;  l'action  d'unelectron  anime  d 
vitesse  relative  u=z  {)'  — ■  v  par  rapport  a  P  sera,  d'api^es  la 
mule  (i3)  (oü  Ton  pose  ^^  =  u^  v=  o),  donnee  par  la  formub 

^        ee'  cos  pÄ?  /         z^-  —  3  w^  \ 

Pour  deux  courants  fermes,  on  verifie  facilement  (voir  secc 
Partie)  que  les  termes  proportionnels  ä  p(^'  seuls  jouent  un  rö 
Pexclusion  des  accelerations  que  nous  n'avons  pas  prises  en  cc 
deration,  et  des  termes  en  p-,  {^'^ :  c'est  d'ailleurs  ce  qui  doit 
ver  si  l'intensite  de  la  force  est  proportionnelle  au  produit 
intensites  des  courants.  L'action  de  deux  elements  de  courant 
sur  l'autre  sera  des  lors 

it  ds  ds 

p^  cos(p,  x)  [ —  cos(ö?5,  ds')  H-  3cos(p,  ds)  cos(p,  ds')\ 

r" 
(')  Physik.  Zeitschr.,  L.  VII,  1906,  p.  553. 
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Les  hypotheses  d' Ampere  sont  veriflees  :  l^action  est  parallele  k 
llgne  de  jonction  p  des  elements  ;  mais  la  parenlhese  devrait 
re 

—  2cos(ds,  ds')-~3cos(o,  ds  )cos(p,  ds'u 

Uhypothese  de  31.  Bucherer  est  donc  inconciliable  avec  les 
is  des  courants  fermes. 

Cela  tient  ä  ce  que  la  notion  de  champ  cesse  dV  etre  applicable. 

Nous  sommes  donc  ramenes  aiix  hypotheses  si  compliquees  qiii 
it  ete  exposees.  Remarquons,  en  terminant,  que  ces  complica- 
Dns  interviennenl  non  seiilement  aiix  grandes  vitesses,  maisaussi 
ms  Fexperience  de  Fizeau  sur  i'eiitrainemeiit  des  ondes,  par 
:emple.  En  efFet,  d'apresle  principe  de  relativite,  un  observateur 
itraine  dans  le  mouvement  de  Iranslation  d'un  corps  transparent 
ouvera,  poiir  la  vitesse  de  propagation  des  ondes  dans  ce  milieu, 

meme  valeur  que  s'il  etait  au  repos  (la  periode  etant  supposee  la 
eme,  ou  la  dispersion  negligeable).  On  en  conclurait,  dans  la 
inematique  ordinaire,  que  les  ondes  sont  totalement  entrainees 
ir  la  matiere.  II  n'en  est  rien,  le  terme  vitesse  a  un  sens  nou- 
jau,  et,  en  realite,  la  demonstration  de  Lorentz  continue  ä  s'ap- 
iquer  ;  on  retrouve  le  coefficient  de  Fresnel. 

§  10.  —  Res u ME  et  conclusions. 

On  Salt  que  l'ether  n'a  ete,  d'abord,  qu'undes  nombreux  fluides 
i  la  Physique  ;  mais,  les  experiences  nouvelles  ayant  montre  a 
resnel  que  les  ondes  lumineuses  etaient  transversales,  il  fallut  en 
ire  un  corps  analogue  aux  soHdes  elastiques.  Mais  alors,  com- 
ent  les  autres  corps  peuvent-ils  se  mouvoir  ä  travers  lui  sans 
)rouver  aucuneresistance  appreciable?  La  question  etait  d'autant 
US  difficile  que  le  probieme  de  Faberration  obligeait  ä  admettre 
le  Fether  ne  participe  pas  au  mouvement  de  translation  de  ia 
erre,  en  sorte  que  tous  les  corps  sont  constamment  traverses  par 
1  courant  d'ether  de  3o^"'  ä  la  seconde,  dont  FeOTet  est  nul^  mal- 
'e  la  rigidite  de  Fether.  II  faut  aj outer  que  Felasticite  de  ce  corps 
t  bien  singuliere,  puisque  sa  resistance  ä  la  compression  serait 
lue,  ce  qui  ne  saurait  arriver  pour  un  solide  fini.  On  peut,  il  est 
*ai,  recourir  a  Felasticite  rotationnelle  de  Lord  Kelvin,  en  ayant 
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^.liii  de  iie  fias  teiiir  conifite  Je  la  perturbation  qu'apporterait  da 
re  mi'rMUi^me  ingeoieiix  le  passage  brutal  cl'un  corps  anime  d'u, 
■u|t'?.'-e  dl'  lo^'"  fiar  seeonde. 

i.e-^  liiftii'iiilr^  ont  aui^nnente  lorsque,  ildentite  de  la  lumiere 
ite^  tiM.ilLilioaselt'Clricjues  etant  demontree,  ilfallut  etendre  ce  sj 
trijie  li'eiplicalions  a  rEieetroma^Tieüsme  tout  enlier  :  M.  Poi 
r.ire  ^  '  ■  a  expo>e  quelqyes-iines  des  etrangetes  aiixquelles  on  < 
aiiiM  rtiiidiiiL  irailleurs  Fexperience  serefusait  ä  accorder  ä  Telh 
teile  pioprit'lt'  primordiale  des  corps:  le  mouvement.  Les  exp 
rieiiees  t|p  Fizeau  ^  inlerprclees  par  Lorentz),  de  Lodge  et  d'autr 
ri.^rieonlaieril.  ilaos  leurs  resultals  iiegatifs  :  Tcther  n'est  entraine 
|hir  le  iiioineiiienl  de  la  malit-re,  ni  par  celui  des  corps  electris 
Uli  2iia;:iiriisf.'5,  111  par  les  coiiranis,  etc.  L'hjpothese  meme  de  te 
!iiijiiujiiii:'iii>  ne  |ienflil  pas  d'obteoir  une  explication  rnecaniqi 
iJe  rElff-lrodviiairiiijiie.  On  se  resigna  a  admettre  le  repos  abso 
de  Frliier :  lliypülhese  d'ooe  coriipenetralion  coiiiplete  perrc 
irtnil*'!'  la  difficiille  relative  au  mouvement  des  corps  ä  trave 
r«''liier„  Ct4iii-i'i  est  deveriu  ce  c|oe  M.  Drude  appelle  un  <c  espa< 
|:5lii.>i(|iie  ri  :  il  esl  !e  siege  de  Feiiergie  electrique  et  magiietiqu' 
el  de>  pokiri^alions  :  il  foornit  an  Systeme  de  coordonnees  ind< 
peiiilaoi  de  toiile  matiere,  et  auquel  doivent  etre  rapportees  li 
ri|iialioiis  tie  .^laxwell  et  Loreiilz. 

Cesl  dt*j;i  beaiicoiip  d'abstraction.  Cela  n'en  est  pas  encoi 
.iS'-»ei,  Eli  eilet,  d'apres  ces  vues,  i'ether  pourrait  encore  ^tre 
>iege  de  plieiiooienes  independants  de  la  matiere,  et  ainsi  man 
fesler  siüi  existenee.  ii  n  eii  est  rien  ;  et,  pour  l'expliquer,  il  falli 
iiiie  liiiiivelle  livpotliese,  ecartant  tonte  onde  qui  ne  divergera 
pds  d'mi  element  de  volume  materiel.  Le  rule  de  l'etlier  est  enco] 
reduit  On  a  vii  que,  des  lors,  on  peut  laisser  completement  c 
edle  Li  iiolion  de  eliamp  et  la  consideration  de  ce  qul  se  passe  dai 
I  ellier,  el  s'eii  lenir  aux  actions  elementaires  des  chargesles  un< 
siir  les  aiilres  (exaetement  comme  dans  les  anciennes  theories  c 
Ijaiiss,  Weber,  Riemann  et  Clausius,  mais  avec  un  temps  de  Iran! 
iiiissiiin  tioi).  On  exprime  ainsi  les  memes  faits,  mais  en  y  eon 
preiiaiii  Fliypothese  sur  la  divergence  des  ondes  et  Firreversibilil 


.^^1  t:i€€tricite  ei  Optigue,  i'  edition  :  A  propos  de  la  thiorie  de  Lar^m 
p.  j;7  ei  suii'aales. 
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la  consequence,  et  que  les  equations  aux  derivees  par- 
t  impuissantes  a  exprimer.  L'ether  est  devenu  nn  sys- 
)orclonnees  absolues,  une  abstraction  mathematique ;  les 
aux  derivees  partielles,  une  construction  mentale  inter- 
{ui,  toutefois,  ne  se  suffit  pas  a  elle-meme. 
ze  fantome  d'ether  liii-meme  n'a  pas  Supporte  le  controle 
ience.  11  semble  bien  acquis  qu'on  ne  peut  inettre  en 
e  mouvement  absolu.  On  a  vu  ä  quelles  hypotheses,  bou- 
tous  les  principes  de  la  Physique,  il  faut  avoir  recours 
re  compte  de  ce  resultat.  La  seule  conclusion  qui,  des 
emble  possibie,  c'est  que  l'ether  n^existe  pas^  ou  plus 
nt^  qiCil  faiit  renoncer  ä  se  servir  de  cette  iniage;  que 
nent  de  la  lumlere  est  un  mouvement  relatif  comme 
utres.  que  les  vitesses  relatives  seules  jouent  un  role 
\ois  de  lanature;  enfin^  qu""  il  faut  renoncer  aux  equa- 
>  derivees  partielles  et  ä  la  notion  de  chanip,  dans  la 
u  cette  notion  introduit  le  mouvement  absolu, 
:  je  Tai  dft  dans  l'Introduction,  cette  conclusion,  trop 
negative,  a  besoin  de  deux  complements  :  une  image 
ur  le  nouveau  mode  de  mouvement  de  la  lurniere  ;  la 
ition  qu'une  theorie  satisfaisant  ä  ces  principes  est  pos- 

ude  que  nous  avons  de  <(  substantialiser  )>,  si  j'ose  m'ex- 
isi,  habitude  ä  laquelle  on  doit  les  anclens  fluides  calo- 
Lgnetique,  etc.,  et  le  nouveau  fluide  energie,  rend,  en 
ispensable  l'introducLion  d'une  image  qui  nous  rende 
t  ce  que  sont  devenues  la  lurniere  et  les  forces  electriques 
lyant  quitte  un  corps,  elles  n'agissent  pas  encore  sur  un 
LC  th.6orie  qui  n'admettrait  pas  une  teile  image  seraitcon- 
ir  beaucoup  comme  introduisant  des  actions  a  distance 
nt  retardees.  De  plus,  comme  Pa  fait  remarquerM.  Poin- 
enceet  Hypothese^  p.  199),  etc'est  une  des  raisons  qu'on 
quer  en  faveur  de  Texistence  de  l'ether,  la  Mecanique 
l'etat  d'un  Systeme  ne  depende  que  des  etats  immediate- 
ärieurs  ;  il  n'en  serait  plus  ainsi  si  Ton  supprimait  tout 
aire.  A  vrai  dire,  on  ne  sauve  ainsi  qu'une  Convention, 
mt-etre  pas  une  utilite  extreme.  On  a  vu  qu'on  ne  peut 
Liner  arbitrairement  l'etat  initial  de  Fether,  qui  doit  satis- 


iU 


.#:r\iii:-  m:  waltiieh  üitz. 

i>  .  ij'iU^iilit*!-  rclitpi«^^:  c'est-a-dire  qoe  Ja  cor 

u'  jfiM  Jiit  ^ni  |pm|)>  IJiii  ii'e>t  pas  evitee  efie« 

•  iif.  ii  |):'*'^^i«»!i  qii'exerce    h   iiiiiiiere  siir  ii 

.r  \hit\  p.ir  eveiiiple,  aii  coniraire  a  Feg-aii' 

.    .i  c"«4i  appliqüee  a  la  maliere  seule.  Ii  fand] 

.-r     rt'iirFciie  nnuiinsiiite  pour  sauver  ce  prii 

I    :i^ei\>d'uni  de  fenergie  iorsqu'il  s'agit  d'u 

.iit^iiit-iil  iie'  rerictiiüre   pas  d'obstacle  materl 

'*    li^r'r!..-n>,  f-l  donl  Fenergie  iie  peut,  par  cons« 

'*!  Pti    turiiii  liiuveii  elre  recii|)eree  en  enlier.  G 

iJ  aior?,  t.'ii  parlie  du  moins,  deveniis  des  convei 

u  U-  plus  i^raiid  a\aiilaire  de  recononiie  de  notj 
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:   I      —   i:'Vi,\-llj£lliTIONS  GENEßALES.    PßOPAGATiON    DES    FORCES. 

li.;iji-  «eüe  ileiiiieiiie  Partie,  je  me  propose  d'etudier  la  formu 
ilt*s  :M:;ijiiii^  elt^iiieiilaires,  k  laqiieile,  comme  on  l'a  vu,  se  reduitc 
deriiiere  aiulyse  ia  liiroric^  iiiathematique  de  Lorentz,  et  de  moi 
irer  qn  oii  en  fieiil  tMiiiiiiier  le  moiivemenl  absolu  et  qu'on  peut 
^'•:iiHrjli"5t'r  coiHideraliiemeiit  saus  cesser  d'etre  en  accord  avc 
1  ei|i*-rieiice.  J'ailoplerai  sans  cliang-ement  les  hvpotheses  ph^ 
.-ii|iie^  de  M.  Loreiitz  :  iialere  de  i'electricite,  du  courant  c 
r.m4utUtm,  des  dit-Iectriques,  etc.,  et  specialement  le  principe  c 
^.'iperposilioii,  t|iji  enunee  Findepeiidance  complete  des  effets  d< 
4i%er<.-es  cliarge^  qm  eomposeiit  un  Systeme  (^ "). 

Paiirrela.  je  «^erai  obiige  de  proposer  pour  la  propagation  d( 
arlioii^  rleelriidvaaiiiiques  ime  iiiiage  nouvelie  ;  mais,  ainsi  qu'il 
t  ir  ila  iim^  I  Iiiirodiiction,  je  n*en  tirerai  pas  toutes  les  cons< 
ifumce*»  iie  nie  proposanl  ici  qu  une  oeuvre  de  critique. 

1.  m  preiiiiere  conseqiierice  du  principe  de  relativite  est  imm< 
^iiaie.  Dans  la  tlieorie  de  Fetiier,  un  point  materiei  P  au  repos  p; 


\    -Jii--  4t^  nioawtmenis  de   Fetfier  pur,  ce  principe   n'est  pas  rigoure 
n-^'ii-Ml   wrdi  d:m^  U  ümm^  de  Hertz,  et  il  y  a  certainement  des  reserves  ä  fai 
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pport  a  ce  mliieu  pourra  emettre  des  oncles  d'iiiie  vitesse  radiale 
nstante  et  qui  formeronl  ä  ciiaque  instant  im  Systeme  de  spheres 
ant  P  pour  centre.  Si  P  est  anime  d'uii  moiivement  de  transla- 
)n,  les  spheres,  au  contrairCj  deviendront  exicentriqueSj  chacune 
rdant  son  centre  au  point  Pi  de  i'ether  qui  coincidait  avee  P  ä 
nslant  de  i'emission.  D'apres  ie  principe  de  la  relativite,  au  con- 
aire,  si  le  mouvemenl  de  transiation  est  uniforme,  les  spheres 
jvront  rester  concentriques,  comme  au  repos,  et  le  centre  sera 
ujours  P.  Lorsque  le  mouvement  ne  sera  plus  uniforme,  le  prln- 
pe  ne  sufiira  plus  ä  determiner  ie  mouvement  des  ondes. 

Deux  manieres  de  se  representer  les  phenomenes,  deux  imas^es 
stinctes^  ont  successivement  regne  en  Optique  :  celle  de  Femis- 
on  (la  lumiere  se  meut)  et  celle  de  Tether  ( la  lumiere  se  pro- 
:ige)  (^).  La  seconde  introduit  le  mouvement  absolu,  tandis  que 

premiere  conduit  pour  le  mouvement  de  la  lumiere  dans  le  vide 
Lactement  a  ia  loi  qu'exigele  principe  de  relativite  :  les  particules 
imineuses  expulsees  en  tous  sens  ä  l'instant  t  se  meuvent  avec 
ne  vitesse  radiale  constante  et  remplissent  constamnient  une 
ihere  dont  le  centre  est  anime  du  mouvement  de  transiation 

quavait  P  ä  P instant  de  Demission  ;  si  iv  est  constant^  ce 
mtre  continuera  donc  de  coincider  avec  P. 

C'est  cette  image  fondamentale  seule  que  nous  emprunterons  a 
L  theorie  de  Femission.  Inutile  d'ajouter  que  ces  particules  doivent 
:re  considerees  uniquement  comme  une  ficlion,  d'ailleurs  com- 
Lode,  et  qui  a  l'avantage  de  nous  conduire,  comme  on  vient  de  le 
Dir,  a  enoncer  pour  la  vitesse  de  la  lumiere  dans  le  vide  une  loi 
recise  meme  lorsque  la  vitesse  de  P  est  variable  et  que  le  principe 
e  relativite  ne  suffit  plus.  La  vitesse  de  la  lumiere  depend  donc  de 
ille  que  possede  le  corps  qui  l'emet  au  moment  de  Femission;  ä 
artir  de  cet  instant,  la  vitesse  des  particules  reste  invariable,  quei 

{})  Selon  les  signes  sensibles  par  lesquels  on  definit  ridentiLe  d'une  particule 
un  Corps  conLiau  avec  elle-meme  pendant  Ie  mouvement,  celui-ci  sera  dit 
mouvement  reel  »  ou  «  mouvement  de  propagation  ».  Ces  signes  sensibles 
isani  defaut  pour  la  lumiere,  on  ne  voit  aucune  diirerence  reelle  de  sens  entre 
5S  enonces  :  «  La  lumiere  est  projetee  »  et  «  la  lumiere  se  propage  ».  11  n'y  a 
a'une  dilFerence  de  langage,  ou,  ce  qui  revient  au  m^me,  une  difference  dans 
image  sensible  que  nous  evoquons  pour  nous  rendre  compte  de  nos  sensations. 
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' -^  ^la^i  p^i^^iliu^  les  liVfNitlirses  correspondantes 

m!     I  flirr  pieferpr  poiir  le  bot.  que  je  me  pro- 

.•i-    1^'  plu^  «|!ie  racliun  de  P  siir  iin  corps  P'  ne 

,    .i*N-i\  ?li^  ]j  dispo^kioii,  etc.,  des  particules 

^  i.  jlleiii!  P  =«  ilii^tanl  (^iii «widere. 

'j  '     j  ^r    1    fvsidre   f'o:iiple    «ies    phenomenes    au 

1-    ji-    iiiiip'i  ^^  äixei^'rf^^  par  ces  parücules,   iiiais  les 

.*-'-!]  .'\a'^-    Ti  «'^1  cj^ühih  ainsi  iii'unl  parii  insiirmon- 

..   '"-      \i    '  ^  ^     1p   1  .,e:='iieK   ikir  de^  .    iiia>.ses  iiivisibles  )>,  des 

»  *   .*"       i!     ,      *    i>ti!'v.'r  le^clieiiia  d*4a -\lec'a!sicji.ie  classiqme, 

i  '  :  .A  '    Ui^  i\   iiit^^urv'  da  possilde  les  livfiotheses   ä 

*.'  ^'i  1 1      1  .4I  i*'-  .n.tn!(.^^^-,.  cUi  poiiil  de  viie  de  la  logiqiie  et 

i  «        •    ^ji;  rii^eul   «'erl.dneiiieEl  t-eiix   que  j.>resentent  les 

li     .^.' •   'if  •  Uli  I  *p-.     df-*  .\fai\\ell.  Ön   \erra  d'ailleors  qoe  la 

^ii--»'     Sä  .  'II   |i'   jär'ii!    ^tt   drduire,    eoiiime    daiis  la  tlieorie  de 

^i    Li.  r.A^z,  4  j  !i   j>  piireiiieal:  elerlriques,  et  que,  d'aiitre  pari, 

^p.'' ji.äe  ä  Ici  ^r4i\ildüoii,  el.  peut-eLre,  aiix  actions 

'i'«^  t\'Ujotierait  doiic  la   iiiecanique    elassiqiie,    et 

1  »'ii#'  ^i«^   i'iii«ilHpie  ei  i\"oerg-ie  poteiitielle  d'uiie 

'»'-'^^      -.i''!-.    iJtii^  r^s  t  uiidiliuns,   ii   est   plus   satisfaisant,  au 

'   -'     i"^  *  ^»  -  '-.«  p.'^\   le  ne  faire  usa^e  daos  les  lijpollieses  fonda- 

•^'"•'  *'*^   I  «      i"  *   >:i*:  I*Tdlioiis  ciiit-iiiafiqLies  iie  comporlant  que 

-  ;i    .   .1^  It*  !*  ni'j^.  d  t'spjt-i-  el  de  cdiarge  electrique. 

f   .  I  M  1I2  ii  d  ^ii    ipie  I  ml  pii.iil  eiertrise  emel  ä  cliaqiie  inslaat 

,   1,,,     ,.iv.,.->  inv.'Sism^de^pailicules  ticti\es  intinimeotpelites, 

iiLü  »•»  a  iüH  ii-:3iti  ^iles^e  radicilc  {*  a  Forigiiie,  el  coiiservant  leur 

;)j%»-:ii  1/   Sia:l']!mt^  (jHid^    que   soieiit    les    corps   qii'elles  rea- 

*'"''''-^*        "  '  »'ii>"Jilut'  d^-s  parlti'uies  eiiiises  a  riiistaüt  {  par  un 


^^  ^'  i'  'i*  ia  ciiN|>f^^loIl  et  la  tlieurie  de  Loreotz  foot  cette 
I  '  .jia.i  iji 'fit  de  \.l«'5srile  Li  airniere  tlaiis  les  divers  milieax 
.'.i.    ./  i<?>-uli.ii    i'iiilerfcreiines  el  de  plieooiö^jiies  de  resonaöce 
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poiut  üioliile  P  de  Citonluiinee-i  x' .  v.  z\  tuiictioiis  «ie  /',  furiiierd 
ä  eliaqiie  hi^iaiil  posierienr  /  iine  splier«;  «le  rav<in 

Le  ceiitrr  de  teile  s|)liere,  c|üi  roüliiiue  a  se  inoiuoir  avec  L-i 
vilesse  i*' =  i"' i-  /'i  qii'avait  P'  a  l^inslant  i\  n  [ioiir  eoiirdä>iiii*'f*s 

L*ei|uatitui  de  la  spitere  sera  donc 
1 1 f ^^  )  ^-i—  ^x  —  r'  —  i  f  --  i'  ^ v'j.  ]- 

—  [y  —  r'  — t'/  --  /'.H';.|-—  rj  —  «^™ :  /_/'  ^t-.  j^. 

Si  .r^  r\  ::'  soiil  des  fonctions  coiiniies  de  /',  011  dediiini  de  ces 
deux  eqiiatioiis  Tiostaet  ireiiussioii  /'  cFuiie  oiide  qiii  alteint  im 
poiiät  P  doiiiie,  de  coordoniit-es  x,  j\  z^  a  Finstaiit  /,  rm,  ce  c.|iii, 
d'apres  1  1},  re\ienl  au  iiieoie.  lerayon/*  de  la  s|)liere  c|ifell.e  foriiie 
ä  cet  instant  et  qiii  est  doiine  par 


11  I 


Dans  ia  theorie  de  Lorentz.  et  en  ciioisissant  un  svsteme  decoor- 
donndes  immobile  par  rapport  a  l'ether,  on  aurait,  au  contraire, 
les  eqiiations  suivantes  : 

L'Jbypothese  nouvelle  introduit  ime  sjmetrie  complete  lorsque 
les  deujc  points  P,  P'  sont  animes  chacun  cfune  vilesse  uni- 
forme: r  sera,  dans  ce  cas,  la  distance  reelle  des  deiix points  ä 


,   F 


-    1  ,f*\  ,  *'n  SfT.i  «|»e.  «Lüi-^  le  c«is  «Fim  mo 

.]  ^.li  S^ri..t^.  Oll  U'  raviiiHit'irieiit  «*.-t,  par  eoris 

'  .    ii  "  *  «):i  liijr.ä  a  rriraüle  de  Faf^liiin  et  de 

,  ..       * -.'   I  i>  |t    i,iN  ilai!."^   la   llit'orie  de  I.nrentz.    ^ 

i^  ;  i  :]  :.  1    i  ^iii:-^  rr-iie  isleiililc  de>  iiistaiits  ire!rii>si= 

'1       .  Ml  ^hi'  uhiAilu"'.  Vi'  <jiii,  (Failleiirs,  s*^  eone^ 

.,*  ♦'!,  '*!  '  'I  if\  ^i  I*  est  aniiiie  ii*iio  iiioiivemerit  ösc 
.    :  -'  i:.  *t'   !i^    r^i  Miffisaiiiineiit  ^Tainlt*.  il  se  poiir 

'  f  -  *  I.  «if-.  :i}N|,iiii>  /,,  /. oi'i  la  vilesse 

'.I-   ii'J'  .♦::!**>  ^:'  ^'-i- aiTivenl  siiiiuhanement  ■ 

^'  . .  hJf  u^ih  ?'  tit'  '♦'?i!s  \iies>es  de  propaii'alion  ;  pi 
t  ^  iif  ^,*  ^-u-^-t-iilera  qii'eii  (J|)li(|iie,  Dans  la  theoi 
i.  t  il  ]ii  *  1^  prf^iiiie  a  rerlains  inslaiils  ime  '^ites 
iK^'St*  .1^^  .1  iKiui'-re  |ioii!*  i|ii"yii  plieiioiiiene  ariaio^^ 


ii\,   H-,   ii;^=  — ^p — >  ir^,.  cr„  les  accel 


r  'I     '  -   V'-  I  uiui^  iyz,  rv  z  :  -oieiil  de  plus 
'  '..  ■■-■-"-  i  .  '  i  ■  —  i'[^  f  '.         liy  =  Vy —  c\.,         II.  z=  r-  -  vi 

le-  t'iJ!ii|'io>tiiiie'5  de  la  vileNSe  relati\e  du  poiiit  F,  x,  t\  ;  j  et  ( 
ceiilie  i.  lir  ki  ^|Jlier^'  piriise  par  P'  et  aUeiiriian!  P  en  /  :  si  le  iiio 
\euirni  de  P'  r-i  iiiiiluriiie.  er  sern  simplemeril  la  vilesse  rekti 

L.e  vei.lriir-  /•,  -^loni  |es  roiiiposaiiles  soiil 


*^sL  t)ö  I  a  \ii.  h  ikmle  <|iii  ji>inl  ä  f^  le  poinl  P^  oii  se  Irouveniil 
M  ^j  %iir-^^e  elail  re^ee  roiislaiile  en  graniieiir  el  en  direclion  d 

|?yi*  I  iiisl.iiii  tFriiiis>iiifi 


will,     —    >l  K    L  liLlJ '.iura* WlMUjl'E    uis¥Jl\lX, 

xeeltnir  e^l  iliriLi«'  de  l\  \»'f'-  l\  rl  Vfni  a 


r  Cm-     /'.  j- 


La  \itesse  relalhe  L  «1^-»  pailirulf^  «'üiises  par  I*.  piir  ia|!piiii  .i 
•^.  a  poiir  roiuposaüirs 

U.r  —  <•"  cosf  r.r  i  -f-  i\^; — -  r,..  I..\  =  r  rii>.;  rv   f  ;  —  %■, .  i; .  =  . . . : 

.011  carrt*  es! 

U-=  Uj^.  -T-  Uf  —  US  =  e-—  -ACiir"  «^: 

>a  projectiun  siir  /•  est 

Ur  =  cosf' rx  }  U.i-—  cos i  ry  i  Ui  —  co- 1  rz  ^  U-  =  c  —  w^^. 

/  «'■  =  - ^- 

La  posilion  el  le  iiiouvement  reiaiifs  de  ia  sphere  et  du  poiiil  P 
sont  d'aüleurs  delermines  lursqifon  st*  donne  i\  Hj-  et  w-  oii,  c:e 
jiii  revient  au  meine,  i\  Vr  et  L'  :  il  n'exisle  pas  de  eoniljinai>oii 
ies  vecteurs  /%  £/,  indr*peiidaiiie  de  la  posiliun  absciiiie  dans  Fes- 
pace,  qui  ne  s'exprime  par  ces  Irois  quaiitites. 

On  peut  reinarquer  qiie,  poiir  im  observateur  place  en  V  el  |)ar- 
[icipant  au  iiiooveiiient  de  ce  poinL  le  rapport  de  ki  dislaiice  nor- 
male de  deux  positioiis  successives  de  !a  spiiere,  divise  par  ie  teinps 
di.  c'esl-a-dire  ce  qui  correspoiid  a  la  vilesse  de  propat:-atioii  de 
fonde  pour  cel  observateur,  est  precisement  Lr- 

Eniio,  si  Ton  adniet  que  le  iioiiibre  de  particules  emises  par  im 
ceotre  charge  dans  le  lemps  dl'  est  proportionnel  ä  sa  cliarge  e'  el 
ä  dt\  le  iiombre  de  particules  situees  dans  un  element  de  surface 
dS  de  la  sphere  sera  iiidependant  de  la  posilion  de  eel  eleiiient  et 

proportionnel  a  — —-•  Si  deux  spheres  emises  en  t^  et  i'  -^  dl'  se 

trouvent  a  la  dislance  normale  dn  au  poinl  xyz  el  a  Finslaiit  t,  un 
aura 


[rix         ^        '        öy  •"  (J-Z  J 


'In 


(t)        '^- 
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Le  nombre  de   particules  comprises  dans  l'element  de  vc 

e'    dt' 
db  da  est  donc  proportionnel  a  —  -r-dn  dS^  et  la   densite  I 

—  ea-T  — .  en  desimant  par  — ea  le  facteiir  unlversel  de  pk 
tionnalite.  Comme  r  =  c  (l  —  t')^  011  a  donc  enlin 

ae'  dr        ae'  [  dr         ,  ^        dr         ,  .        Or 

L'eqiiation  (II)  defmit,  ;•  en  fonction  implicite  des  variabl 
r,  ^,  t^  qiiand  le  moavement  de  P'  est  doiine.   ()n  a,  en  la 
rentlant, 

dr  ^'  /      /  ,  ,  '^/' 

dx         "       c-  '  -^    '  "    "    ():r 

.  ^        r-      ,  dr 

=  /*  cos ( /",  x)  -\ cv .,  -7- , 

e-        dx 


dr_ 


d'oLl 

(•'•) 

dr 

cos(  r,  X ) 

dx 

/'IX'' 

r- 

en  Sorte  qu'll  vient 

(5)                          7-: 
dn 

I 

1  -- - 

/  > 

I)  = 


r'  (  I  - 


et,  de  meine,  a  des  ternies  d'ordre  sn[)erienr  prrs, 
^^  =  cos  (/■,,.■  )-/■<. 

Las  derivees  de  /',  D  par  rapport  a  x,  r.  g  inlrodulsent  doi 
accelerations. 

Considerant  cT,  )^,  z  comme  fonctions  de  /,  il  fant  noter  e] 
la  formale 

I  —  Ur 

dt'  r  r    dr 

(6  )  —  ==  r   ■'-  i  —  '■•  -T-  • 


Srii    L  ELECTEOIiYNAMIQrE   ÜEXEBALE. 


Oll  a  vu  que  ia  tlieorie  de  Lorentz  s'expriiiie.  en  i^ieniit^ri^  a!i.i- 
lyse,  par  Fenonce  d'uiie  loi  elemeiitaire  d'aeiioii  erilre  deu\  eie- 
ments  de  volume  ckarges.  Un  corpuscule  iiioLile  P^'  x  .  v\  z  k 
portant  la  charge  e\  exerce  siir  im  autre  P  de  cliarge  e  place  eii  x, 
y,  :;  iine  force  qui  depend  de  la  vilesse  r  de  ce  dernier,  de  la  direc- 


X  —  X    i   t 


tion  cos  (R,  x)  =  TZ -j  ...  ei  du  rajoii  Fi  de  Foiide  eiiiise 

p 
par  P^  a  riiistanl  t'  z=  l -,  et  attelgnaiil  P  k  Fiiislant  /  :  eiitiru  de 


c 


la  vitesse  v'  et  de  l'acceleration  er'  de  P'  en  l' .  On  a,  le  syslriiie  de 
coordonnees  etanl  au  repos  par  rapporl  a  Fellier, 

(III)  ir-=       [.r-»^'(^--^|j' 

equation  qui  defmitR  en  fonction  iiiiplicite  de  2\  i\  z.  i  lorsqiie 
les  fonctions  a;'=  ic'{t'),  r\  7  sont  doniii'-es.  Oo  en  roneliil 


(7)  \  an        öx  äy 


r/R  ^  1 

r 


equaüons  analogues  ä  (4)  ^^'^  l^)* 

La  force  eleinentaire,  dont  Fexpression  a  ele  donnee  par 
M.  Schwarzschild  (^  pour  le  cas  de  deux  electrons  de  diametre 
ne^ligeable  par  rapport  ä  leur  distance,  possede  uiie  coioposaiite 
parallele  ä  R,  une  autre  parallele  a  .\,  et  uiie  troisieme  ä  w  .  el 


f.a   fnrmole   coaipHrt-^* 


Ton  a 


Fv=  T l  ^  COS!  R,  r)  -r-B  -^  ~f-  G  — :p-     ? 


F::=.... 


,  IV 


A 

= 

/              1 

(■-■ 

r.i-  r,'^.  -t 

-   Vy  t-' V   -4- 

c- 

<;,(;', 

00 

l 

1  w'p^ 

! 

R  ( P. 

r^:^ 

-f-  t'y 

w'y  -4-  r^ 

t^: 

:) 

(i- 

-?r 

c' 

i- 

^) 

B 

=:z 

('.- 

""■"i( 

-) 

(.- 

-?)' 

C 

-?i 

Les  eqoations  du  mouvement  sont 

iVl)       w/«>/  =  '2  ■^'■•'^■'         ''^'■"'-■^■'""^  ^'>'         ''^^'*^'-='~^  ''^'"■=' 

la  somme  elani  elendae  a  tous  les  electrons,  et  plus  generaleii 

d'apres  le  principe  de  d'Alembert, 

f  V^  )         V   [miW^ei~2j  ^^"-^  )  ^^^'"^2  (  ^/t^r/  — y^  F,yj  OJ-/ 

Nous  noiis  proposons,  en  conservant  les  equations  ( V'^)  et  ( 
de  modifier  Fexpression  de  F  de  maniere  a  en  eliminer  le  moi 
ment  absolu.  Celui-ci  y  entre  explicitement  par  les  vitesses  al 
lues  Vj  r'  et  implicitement  par  ia  loi  de  propagation. 

Dans  les  vues  generales  exposees  plus  haut,  le  principe  de  1 
possibilite  de  Faction  a  distance  s'exprimera  par  la  condition 
F  ne  depende  qae  de  la  disposition  et  de  la  vitesse  des  partie 
aiitour  de  e,  c'est-ä-dire  des  Yecteurs  Ü,  /•  et  de  D,  ainsi  que 
derivees  premieres  de  r,  D  par  rapport  ä  x,  y,  :;.  Ges  deri 
introduisent,  comme  il  a  ete  dit,  Facceleration  iv' ,  D'autre  pai 


est  naljirel  de  coiisiderer  F  coiiime  pro|.i«jrüijiinelle  ;i  la  densile  li 
des  parlicules  pres  de  e  el  a  la  cfiari:-e  e\  oii  poiirra  doni-,  exacte- 
Mienl  comnie  daos  la  foranile  de  i.oreniz.  dccomposer  !-'  siiiviiiit 
les  direclfons  i\  ü,  kv  et  ecrire 

F^=  eD[AiCos(/\  .ri-f-  Biüx—  Gi^':,.!, 

Los  quantites  A,,  Bi,  Cj,  qui  sonl  independantes  du  svsteme  de 
cüordonnees,  ne  dependent,  par  liypotliese.  que  de  /•.  L-,  L^. 
Comme,  d'ailleurs,  U.r  =  ccos7vr  —  ii^  et  que  C-,  Ur  s'expriineiit 
llneairemenl  par  a-,  u,-^  on  pourra  egaleinent  ecrire 


F^.=  e  D    A.>  co5(  /•,  X)  H-  B2  — G2  —^    : 


Oll  Ao,  B.j,  C.  soat  fonclions  de  u-.  Ur\  nous  les  sopposerons  iiide- 
peiidantes  de  r.  De  plus,  ces  expressions  devant  contenir  les  viles- 
ses  c,  u  sous  une  forme  homogene,  on  pourra,  pour  les  vitesses 
relatives  petJles  par  rapport  a  celle  de  la  lumiere,  ecrire  [ju  nu  p 
etanl  des  exposants  convenablemenL  choisis ) 


,      /        (Cr      U^\ 
\        C        ^ "  / 


c  ^  c-  "  c- 


Bien  que  cette  liypothese  ne  soit  pas  indispensable,  nous  sup- 
poserons  que,  si  Ton  cliange  le  signe  des  vitesses,  A.,  B.,  C^  ne 
changent  pas,  c^est-a-dire  qu'elles  sont  fonctions  p^/Zm^  de -^; 
les  developpements  ne  conliennent  pas  de    puissances   impaires 


Ur 


de  — ;•  • 

RemplacanlD  par  sa  valeiir  (5),  et  disposant  de  qiielques-uns 
des  coefficients  A;,  B;,  Q,  nous  pourrons  enfm  ecrire  F^.  sous  la 


I , ... 
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-) 


li.iiri/^h'      lf-\         ^^»\x       fUr      U^y 


i\-r.. 


uh  k,  ^/,.  />/,  f/  soni  lies  coeßicients  qui  resteront  arbitr 
{kan  friai  aciuei  de  texperience ;  ce  qui  implique  qiie  o 
sfjFit  des  foneiions  presque  inconnaes. 

Lt'>  it'^rjijes  triiii  orifre  superieur  aii  second  «e  jouent  de  ro: 
tl=i!i>  h  |)re-»inii  dt,"  la  iiiiniere  iqiii  esl  dudomaine  deFOptiq 
pur  roiiM^i|iieiiL  ne  noiis  occupera  pas'i  et  daris  i'etude  des  r 
'1,  du  nidkiiii.  II  iit'Sl  pas  elonnant,  des  lors,  qu'ils  soientmaL 
luiiit's.  Miiis  011  verra  menie  que  les  terines  du  second  ordre, 
deperulenl  les  plienoiiienes  electrodjnamiques^  ne  sont  pas  - 
reiiifEl  dtteriiimespar  Fexperience  :  ia  quantite  K  raste  arbit 
La  fiiraiule  proposee  esl.  donc  suffisaniment  generale  pour  '. 
que  lums  nous  somiiies  propose.  Elle  n'esl  pas  la  plus  gener; 
la  roiisidenilion  de  mouvements  rotatoires  des  electrons  sera: 
^iIllple  ?oiis  divt-Ts  rapporls. 

i.rs  ri|iialiyiis  du  mouvemenl  seront  encore  (V)  et  (V^)- 
le  ras  >i-iialt'  precedemment  oü  des  ondes  emises  en  des  in 
ditrereiits  par  le  meme  electron  e  atteignent  siiiiultanemenl  1 
troii  f\  ii  faiidra,  dans  les  sommes  IF^^,  .. .,  tenir  compte  d< 
Cime  de  ces  aclions. 

Pcmr  muntrer  que  la  tlieorie  nouvelle  rend  efFectivement  c» 
de  loiis  les  faits  coiiims  du  domaine  de  rElectrodj^namiqi 
coii^idererai  d'ahord  le  cas  ou  les  vitesses  et  les  acceleralion 
relativeiiienl  petiles  ;  ii  en  est  ainsi,  en  particulier,  pour  to 
pließomeiies  appartenant  au  domaine  de  rElectrodynamiqu€ 


?  fait  qiie  1  oii  peiii  deveiopper  Irjiite-  les  fonetious  ile  h   forme 

I  t  —  -  I  qiii  Y  jouent  im  role  en  series  Ires  cönver_i:-eiiles  proce- 

ant  sulvant  ies  piiissances  de  -..  el  ne  prendre  qiie  les  premiers 

ärtiies.  Ce  soiit  lä  ce  que  j'appellerai  ies pkenomenes  ä  rarlalioi^ 
ente, 

En  second  lieu,  je  considererai  le  cas  d'acceieratioiis  quel- 
onqiies,  a\ec  des  vitesses  Ires  petites  par  rapporl  a  c  :  c'esr  celoi 
es  oscillalions  hertzieiines  et,  jiisqifa  im  cerlam  poiiit.  de  FOp- 
ique. 

Enfin,  lorsque  les  vitesses  sont  comparables  a  c.  mais  qiie  les 
ccelerations  restent  petites,  on  est  €ondiiit  aiix  experiences  de 
■1.  Kaufmann  sor  les  rayons  3  du  radium. 

Tons  les  pheiiomenes  electriqiies  observes  jusqii'ici  appar- 
iennent  a  l'uiie  de  ces  categories. 

On  sait  qiie  la  loi  de  !a  conservation  de  i'energie  soiis  sa  füriiie 
lassique  \\.=:  const.  n'est  plus  applicable  quand  ii  t  a  rajoiiee- 
aent;  il  faiit  avoir  recours  ä  Tiinage  d'un  ßuide  energie,  ou  con- 
iderer  Fenergie  vibratoire  perdoe  par  im  corps  lumineiix  ou  un 
xcitateur  hertzien  comme  projetee  dans  Fespaceaver  la  vitessede 
a  lumiere  et  iui  attribuer  une  quantite  de  mouvement  seion  ie 
heoreme  de  M.  Poincare.  De  la  aiix  idees  qiie  nous  a\ons  expo- 
ees  ici,  il  n'j  a  qii'im  pas.  Mais,  en  abordant  ce  sujet.  je  depasse- 
ais  le  bot  piirement  critique  que  je  nie  suis  propose  ici.  Je  nie 
jornerai  donc  a  montrer  que  les  Forces  et  les  mouvements,  et,  par 
:onsequent,  le  travail,  sont  bien  les  niemes  que  Findiquela  tlieorie 
le  Maxwell,  dans  tous  les  phenomenes  observes  jusqu'ici  :  la  loi 
le  Fenergie,  dans  la  mesiire  oü  eile  a  ete  verißee  dans  ce  do- 
naine,  en  est  la  consequence. 

Avec  le  principe  de  Fenergie,  le  principe  de  la  moindre  action 
le  Maupertuis^  qui  suppose  Fequation  de  Fenergie  sous  sa  forme 
dassique,  cesse  d'etre  vrai  en  gendral,  de  meme  que  les  equations 
;anoniques  et  Fequation  aux  derivees  partielles  d'Hamilton-Jacobi, 
;t  rien  ne  porte  a  croire  que  le  principe  d'Hamiltonechappera  ä  la 
egle  generale.  Pour  qu'il  füt  applicable  ä  la  formule  (VI)  il  fau- 
Irait,  comme  onle  voit  sans  difficulte,  y  introduire  un  terme  con- 
enant  Facceleration  de  e,  c'est-ä-dire  une  reaction  d'inertie  depen- 
lant   de   la  disposition  des  charges   exterieures.    La  formule   de 


Weber  conlenait  un  lerme  de  ce  genre  el  Helmholtz  (*)  a  i 
ies  coiiseqiieiices  madmissibles  qui  en  resultent.  Poar  un  el 
isole,  pour  lequel  —  =  i,8.io"  environ, mobile  ärinterieu] 
sphere  creuse  chargee,  tout  se  passe  commesi  la  masse  etail 
nuee  proportionnellenient  au  potentiel  de  la  sphere,  et  t 
zero  pour  i,5.io'^  voll  (positifs)  eaviron.  L'acceleration  d 
drait  alors  mlinie,  et  Von  voit  que  Texperience  ne  presenter 
Irop  de  diflicultes.  En  Optiquej  et  pour  Ies  vibrations  spectr; 
la  reaction  d'inertie  joue  un  role  essentiel,  Tinfluence  des  c 
electriques  des  appareils  sur  Ies  proprietes  optiques  et  la  p< 
des  raies  dans  le  spectre,  qui  resulterait  de  l'introductioi 
tel  terme,  serait  absolument  contraire  a  i'experience.  Ce  n'< 
lorsque  la  ibnction  de  Lagrange  depend  lineairenient  de  la 
K--  de  <?,  comme  c'est  le  cas  dans  la  tlieorie  de  Lorentz  (-),  q 
coDsequences  sont  evitees  :  mais  ceci  exige  l'introduction  di 
vement  absolu.  Le  principe  d^ Hamilton  devi-a  donc  egal 
eire  transforme  lorsqu'on  ne  considere  que  des  vitesses 
tives. 

Les  equations  du  mou vement  que  nous   avons  ecrites  sc 
second  ordre,  comme  Celles  de  la  Mecanique  ;  mais,  ä   ca 

l'argument  t ,  eiles  sont,  en  meme  temps,  des  equatiom 

tionnelles,  et  cette  forme  mixte  tres  compliqaee  n'est  pei 
pas  d^Onitive. 

Pkenomenes  ä.  Variation  lente. 
§  3.  —  Calci- L  general   des   Forces. 

Nous  allons  transformer  Texpression  de  F  en  partant  de  1 
these  que  les  developpements 


(8,1 


(M  H.  V.  Helmholtz,  Wissenschaft.  Abhand,,  t.  L  Leipzig,  1882    p.  5 

656. 

(-)   Voir  la  formule  (XVII)  de  la  premiere  Partie,  diie  ä  M.  Schwarzsc 
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sont  tres  convergents,  et  noiis  iious  proposons  de  calculer  F  aux 
termes  du  troisieme  ordre  (en  c~'')  pres.  Designons  par  o  le  vec- 
teur  de  composantes  x  (t)  —  x'  (t),  X  (0  — y'  {^)->  ^(0  —  ^'  {^)-> 
c'est~ä-dire  la  distance  actuelle  des  deiix  points  electriqiies,  et 
soit  toujoiirs  Ap  la  coniposante  d'un  vecteiir  A  dans  la  direction  p. 
On  aura,  d'apres  (2), 


rx^  X  —  X' 


c 


) 


r    , 

C     "^ 


0 


(9) 


d'oü  enfin 


(10) 


r-  —  r%  -+-  r'^.  -h  /'r  =  p-~\~  -~  w^^ 


P  '"^9 


p2 


pM   l  4- 


:=  px-f-  —"Ijfl^xCOi 


(il) 

De  meme 

(l'2)         W,.=     ('.r(0 


cos(/*,  .t)  _  /-^  _  cosfp,  .r) 
7i         -  TT  -  ^1 


-h.  . . 


Vy(t)- 


<'-'i}. 


r 


+  [<'j(0-''i(')jcos(p,  5)-)-£«"p(o 

Les  eipressions  u-,  ul  n'entrant  dans  F  qu'avec  le  facteur  — , 
leur  d^veloppement  s'arrötera  des  le  premier  terme  :  «^  sera  le 
carre  de  la  vilesse  relative  actuelle  des  deux  points,  soii 


et 


JO.f 


Toujours  en  negiigeant  les  termes  qui,  dans  l'expression  (IV) 
se  troüveraienl  miiitipiies  par  ^,  i!  vient  fmalement 

F,=  _.;  coscp, :.')  [^-  - '—  -^  ~r  ^       4 —  ^J 

Uli        Fx=  ^^   ■   TT ' ,  ^■>    .>    -■  K  ^  —  A  j  w-  —  d  (  I  —  A  j  ICpj 

( k  ~~  I ,)  Ux it'^  __  tr^-f-  i-v'^  cos(p,  a?)  ) 

oü,  repetons-le,  toutes  les  grandeurs  doivent  etre  prises  ä 
tant  t.  On  a  alnsi  retroiwe  la  forme  si  commode  de  Paed 
dlstance.  On  voit  qiie  i'action  n'est  pas  egale  ä  la  reaclion, 
que  la  difference  est  un  terme  contenant  seulement  les  acc^ 

tions  et  non  les  vitesses. 
Cetle  formale  peut  s'ecrire 

i_         i~/t  cos(p,  ;?•')  /         iu^—2iul  Wo—w'\ 

ee'  7.  p-         V  ^c2  '         c-i        / 

I -f- A-  rC0s(p,  ;?•)  /       _      U-\  Uxfi'O  «V—  «'•cl 

^  [  ^^  V"^   2C^/  ""     p'^C--^     "^  p^^         J 


2 


Or 

df^     dt  [  ; 


P      ,  / 


el 


—-  Wq  =  —  : : — i ii-_ 1 ;  __  _jz ^ 

dx     "^       öx  p  Q 

en  Sorte  que  la  premiere  parenthese  s'ecritj  puisque  Up  =  --^ 


comme  dans  la  ioi  de  Weber  bienconnue;  ladeuxieme  represente 
la  Ioi  de  Riemann  ('),  !a  troisieme  est  egale  a 

Ell  somme,  eii  ce  qiii  concerne  les  vitesses,  nous  sommes  donc 
en  preseace  de  la  comblnaisoa  lineaire  la  plus  generale  des  deux 
lois  proposees  par  Weber  et  Rieinann  pour  l'explication  des  phe- 
nomenes  electriqiies.  Or,  on  sait,  et  il  est  facile  de  le  verifier;  que 
ces  deiix  formules  peiivent  se  mettre  sous  la  forme  classique 

ö.r        dt  dvx  f^V        dt    rJPy/  dz         dt  rjp, ' 

oü  L  ==  -  f  I  -}-  -^  j  pour  Weber,  et  -  (  i  H-  -^^  ]  pour  Riemann. 

Leur  combinaison  lineaii'e  sera  susceptiblc  de  la  meme  forme, 
et,  en  posant 


G 


nous  aiirons 


(,5)  v.,^--[\>- 


0    /  ^        ee'ku>'c\         d    Ol 


dx  \  '1  c-      /        dl  övx 

-H  7"^  [(  k  —  \)  (Vp  cos(  p,  X)  -h  {k  H-  i)  (Px]. 

En  faisant  sur  la  nature  du  courant  de  conduction  des  hjpo- 
tlieses  tres  speciales  et  qu'il  faut  considerer  aujourd'hui  comme 
Inadmissibles,  au  moins  pour  Jes  electrolytes,  Weber  et  Riemann 
a\  aient  demontrc  que  leurs  formules  representent  bien  les  lois  con- 
nues  de  T^lecLrodynarnique  et  de  Finduction  en  circuits  fermes. 
Nous  montrerons  que  ce  resultatest  independant  deccs  hjpotlieses 
speciales  (-)  et  s'etend  meme  aux  actions  de  couranls  fermes  sur 
des  ions  lil)res,  par  cxemple  des  rayons  cathodiques,  et  aux  actions 


(')  B.  Riemann,  Schwere  Elektrizität  u.  Magnetistnus^  Hannover,  1S76, 
§  98,  09.  Köir,  sur  ce  sujet,  Enzyclop.  der  Math,  Wissenschaften^  L.  V",  art.  12, 
p.  38  et  4?  (Heiff  u.  Sommerfeld). 

('-)  C'esL  ce  qu'onL_,  pour  des  cas  particuliers  du  moias,  remarqin^  divers  au- 
teurs;  voir  Voi-^^v.AiiE,  Electricite  et  Optigue,  2"  ediLion,  p.  268. 

R.  :>5 


qui'  iVHecIrir-iie  slatii|iie  eil  inouvemeiil  exerce  sur  im  alm 
( r\-*si-fi-difi'  fifi  svsieme  de  courants  fermes).  Dans  toiis 
pht'oomt'nes  lU.  ce  genre  observes  jusqifici,  il  entre  en  jeii 
moins  lin  cirniil  ferioe,  et  e'est  la  im  point  tres  important.  Qu 
aiix  phenoiiieiies  crindiicüoii  eii  circuits  oiiverts,  tres  rapides, 
«lependeiil  iiiiiqueiiieni  du  terme  conteiiant  ies  accelerations  i 
€M\  ofi  verra  ijiie  ce  lerme  est  le  meine  daos  Ies  deiix  theories 
e^l  eiitif'reiiient  dt-termiiie  par  Ies  experiences  faites  sur  Ies  os< 
iatioii^.  Iiertzieimes,  et  Ton  peut  dire  qiie  toutes  Ies  confirmatu 
e.rperiiHeniales  de  ia  theorie  de  Maxwell  et  Lorentz  n\ 
porb'  que  $ur  im'  ei  sur  le  fait  de  la  propagation  ;  quant  ä 
man  lere  dont  ies  vitesses  entre  nt  dans  la  formale  de  la  fo 
eieme/iiaire.  nous  ne  soDinies  pas  plus  renseignes  ä  ce  su 
que  ne  fetaient  Weber,  liiemann  et  Claasuis^  malere  Ies  ex] 
rieiires  tViiles  sur  Ies  rayoiis  cathodiques,  i'effetRowland,  etc.,  € 
II  esl  interessant  de  comparer  cette  formale  ä  Celle  qui  resu 
tle  la  Üieorie  de  Lorentz  lorsqu'on  ia  developpe  egalement  ji 
qii'aiix  lermes  du  second  ordre.  W  vient,  d'apres  (iil), 


=     .n  /)  —  x'it)  -^ (;'^.(/)  —  _  w[^.{t)      -u 

c        ^     '      c-  C-        '^^ 

ies  cpiaotites  i-\  ir'  etaiit  prises  pour  Finslant  t  ;  resolvons  par  n 

port  -d  R  et  developpons  eneore,  ii  viendra 

IHM  R  =  ^    !-_-  _j:  __ 


€  'J.C- 


De  meine,  aux  terriies  en  ~  pres  Tcar,  i?'^  figurantdans  (IV) 

le  laeteur  ^,  cette  approximatlon  suffit    , 

(17!      f|.  =  ^ ü- ^        d 

K 

=  y-  -! —  U^'-  —  4V"  —  ^  t^i !. 


a^ 


Les  expressioris  des  potentiels  ^,  A  cionnes  par  MM.  Llenard  el 
Wiechert  (^)  devieiinent 


(uS) 


(M),) 


<J>=: 


e 

-  -  ^  ( I  • 

p  —  t  ^- 

\             ^^^'"2 

R 

c 

__  ^'^''^  . 

2  C-        ^ 

'        •>  c- 

R 

c 

La  composante  F'^.  de  la  force,  dont  Texpression  generale  partes 
potentiels  est 

devient,    aux    termes   en  —   pres, 

(.0)     F..=  ..  |— ^^-(^.-^    ^ -^— j 

^i  ^p        \w'-Y  -f-  tpp  cos  f  0.  .r  )]  / 
__  __  ^. 

On  voitqiie  cette  expression  ne  Concorde  avec  (lo)  qii'en  ce  qui 

1     .              't                  .  •          cosfo-ar)        ,  ,,  ,       .  ,~. 

concerne  le  terme  electrostatique ■— —  et  les  accelerations.  On 

peut  la  mettre  sous  la  forme 

dx    '    dt  dvx 
comme  l'a  montre  M.  Schwarzscliildj  en  posant 


[-?] 


(')  LiENARD,  L'EcLairage  eleclrique,  t.  XVI,  1898,  p.  5,  53  et  106  ;  Wiechert, 
Arch.  neerl.^  (2),  L  V,  1900,  p.  549.  On  peut,  pour  le  cas  oü  relectriciLe  est 
distribuee  de  maniere  homogene  et  fixee  ä  un  solide  en  Lranslation,  se  servir  de 
ces  memes  formules  quelle  qua  soit  la  distance,  en  reniplacant  e,  e'  par  de,  de'; 
c'est  ce  qu'on  voit  en  developpant  directement  sous  le  signe  somme  dans  la  for- 
male generale  des  poLpntiels  [formules  (XU)  et  (XUI)  de  la  premiere  Partie]. 
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e' iv':,         1 


rr^x—^'v^'v-^^::^'^ 


jr'=  vUt),  iv'=  w'{  t)l 


Elegtrostatique. 


Lursqiie  les  cliarii'es  electriques  sont  au  repos,  ou,  ce  qiii  re\ 
au  meine,  soiil.  enlraiiiees  daiis  im  commun  moiivenieat  de  tn 

idiioii  liiiiforiüe.  les  furmules  (lo)  et  (20)  se  reduisent  ä 

ev-  r«»-i  :.  r  i  ,,         ee'  cos(  s,  r  i  ,^         ee'  cosf  p,  -3  ; 

I'' ,.  _ : : ,        1^ ,.  =  e- ,         bz= z 


(Test  la  loi  de  Coulomb:  oii  voit,  de  plus,  que  les  qaani 
irriecirieiti'  sonl  mesiirees  en  unites  eiectrostatiques  dans  n 
theorie  comriie  dans  ceile  de  Lureiitz. 

Avee  Lfjrenlz,  iious  considerons  les  dielectriques  pondera 
coiiime  fornies  d'atomes  electriques  positifs  et  negatifs,  ia  ch; 
lutale  de  eliaqiie  element  de  volume  etant  nulle.  Ces  atomes  i 
soümis  ä  des  forces  elasliques  qui  tendent  a  les  ramener  ä  . 
Position  d'equilibre  lorsqii'ils  en  ont  ete  ecartes  par  des  foi 
exlerieures.  La  polarisation  des  dielectriques  et  ses  efFets  s'ex 
qeeront  done  de  Ia  meine  maniere  dans  les  deiix  tlieories,  et  d 
neroEl  lieu  aux  meines  relations. 

§  ">.    —   COLRAXTS    ELECTRIQUES. 

La  theorie  des  eiectroiis  considere  les  coiirants  de  condueti 
aussi  bien  dans  les  oietaux  que  dans  les  electrolytes  et  les  ; 
comme  un  transpori  de  charg-es  electriques,  les  ions  positifs  al 
en  sens  inverse  des  ions  negatifs.  Considerons  un  element 
volume  ^T  de  la  matiere  ponderable  qui  est  le  siege  du  cour; 
element  contenant  un  grand  nombre  d'ions  ;  soient  V  sa  vite 
Ni,  e,  le  nombre,  par  unite  de  volume,  et  la  charge  d'une 
diverses  sorles  d'ions  qui  constituentle  courant.  Lavitesse  rela 


iinites  electrostatiques,  est,  par  hypothese  (^), 

i  i 

La  Charge  electrostatique  E^t  de  Felement  est 
et  le  vecteur 

constitae  le  courant  de  convection^  clont  les  efi'ets  ont  eteetudies 
par  Rowland  et  d'autres. 

Ces  ions  en  moiivement  eprouvent,  de  la  part  des  ions  tres  voi- 
sins,  des  effets  compliques,  et  Ton  adniet  qu'll  en  resulte  en 
moyenne  une  resistance  —  KJ.^.,  —  KJj,  —  KJ^,  proportionnellc 
aux  vitesses  relatives,  K  etant  une  constante.  Dans  l'expression  de 
J,  les  moüvements  moleculaires  irreguliers  sont  sans  infliience 
appreclable.  Les  ions  ne  peavent  quitterla  siirface  da  condueteur, 
si  ce  n'est  qu'aiix  points  de  contact  avec  un  autre  condueteur. 

Ceci  pose,  les  fonnules  (i3)  et  (20)  ne  conti^nnent,  ä  cote  du 
terme  electrostatique,  que  des  termes  divises  parle  nombre  exces- 

sivenient  grand  c-  =  9.  10^**  - — ^;   ces  termes   ne  seront  sensil)les 

que  si  les  vitesses  ou  les  acceldrations  sont  extremement  grandes, 
ou  si  les  qiiantites  d'electricite  mises  en  jeu  sont  inconiparable- 
ment  superienres  a  celles  que  nous  oblenons  en  Electrostatique. 
L'etude  des  electrolytes  et  du  phenomene  Hall  ont  montre  que  les 

vitesses  des  ions  et  electrons  sont  telJes  que  ~  est  tres  petit,  de 

Tordre  io~^^.  Ce  r^sultat  simplifie  considerablement  la  theorie. 
La  Charge  electrostatique  E^t  de  l'element  de  volume  apparait 
comme  la  diflerence  de  deux  charges  incomparablenient  plus 
grandes  :  sa  charge  positive  £4  dx  et  sa  charge  negative  — Eo  öf-r, 
toutes  deux  de  I'ordre  lo^'^Erf-r.  Nous  designerons  un  tel  courant 
soLis  le  nom  de  courant  neuLre. 

( ^)  LoRENTZ,  Elektronentheorie,  §  29,  p.  206. 


i  In  ^JiiipIiliecoiisiJeraUeiiient  !es  calculs  sans  changerse; 
rrieril  Ir'S  resiilbits  en  adiiiettaiit  qu'il  n'j  a  qiie  deux  sortes  i 
iiiie  |äiisith-e,  Fciiilre  iiei^-ati\e:  que  celte  derniere  est  sei 
moiiieiiient  relalif  par  rappurl  ä  la  matiere  du  conducteur, 
i|iie  les  charj^^es  positives  restent  attachees  ä  cette  mauere  e 
eomiiie  eile,  la  vilesse  V.  i)n  a  alors 

>  Ti  Ir  =  \ei  r.c—  V'.,. )  =  —  E2 ( Vx—  ^\v )• 

Le   lecleiir   sera  averti    qiiaiid    cette    hvpothese    infliie 
resullat. 

Oll  satt  cjiie,  «Jans  Fapplicarion  des  theories  classiques,  . 
tioclioE  lies  cooranls  fermes  et  non  fermes  etait  essentielle. 
sera  eiicore  ici.  Les  premiers  seuls  peiivent  rester  stationn 
qeaiil  aiix  sec«mds,  les  hypotlieses  faites  sur  E^,  Eo  montrei 
les  extreniiles  de  ces  coorants  porteront,  apres  im  temps  exl 
meril  coiirl,  des  cliarges  electriques  libres  tres  considerable 
modifieront  profondement  les  condilions  du  mouvement.  Le 
raets  non  fennes  varieront  donc,  en  general,  avec  une  es 
rapidile,  a  moiiis  que  des  moyens  tres  sensibles  ne  permett« 
metlre  en  Jen  que  des  quantites  d'electricite  de  beaucoup 
rieures. 

Noiis  admetlrons,  comme  le  veut  la  theorie  des  electrons  e 
formement  aux  vues  d' Ampere y  que  les  almants  sont  de. 
iimes  de  eouranis  neuires  fermes. 


Actions  ölectrodynamiques  et  electromagnetiques. 

i  ik  —  At:Tit)X  d'UN  COURAM  FERME  SVK  UN  ELEMENT  DE   COURANT  NEl 

Soieiil  E'^  ds\  —  E^  ds\  £<  ds,  —  E.^  ds  les  charges  positi 
negatives  de  deux  elements  de  deux  fils  situes  Fun  en  x'j  ^ 
Fautre  en  x,  j%  z.  Par  hypothese,  les  charges  totales  E',  —  E^ 

El— E2  =  E  sont  Ires   peliles    par   rapport   äE^, La 

exercee  par  ds'  sur  ds  est  la  somme  des  actions  de  E'^  et  E'^  s 
et  E2.  Les  ¥itesses  des  ions  positifs  et  de  la  matiere  sont  "^ 
Celles  des  ions  negatifs,  r,  r' ;  les  vitesses  relatives  V — c^ 
V^  — ^''  =  7|\    et,    par    consequent,     J,    ,F    ont    la    directk 


ds  (dx,  d}\  dz)  et  ds'  [dx' ^  dy\  dz'  j  ;  on  aura  donc 


(23)  , 

aar 


Portons  ces  valeurs  dans  Texpression  n3)  de  F^.  et  formons  h 
somme  indiquee.  Le  terme 7^ —  aura  le  coefficient 

e;  El  -  e;  E.  -  E:;  Ei  -h  E'.  E.  =  EE'  : 

c'est  Taction  electrostatique. 

,                              (3— /i)  cos fp.  a:)  ^  ^     ^  j    j  f       - 

Les  termes  cn ^  ^^   ^  ' seroiit,  au  iacteur  dsas  pres, 

/  dx'    - 

-e.e;(v'.-v.,.^,^)^ 

._,,E;(V.-,^-Vi_v5jV.... 

les  termes  non  ecrils  se  dedulsant  de  ceux-ci  par  permutation  cir- 
culaire  de  xyz.  Celle  expression  peul  s'ecrire 

r  EE'  Er/  ,,        ,.,     dx' 

''  e:>  ^  '^'      -"■  «f5      E.  \ds } 

"^r;^  (dx'v^  .dx_^__       1 

~~^\l'sl         ''-'"'''    ds   ds'         "X 

Lorsque  les  cliarges  resultaiites  E,  E'  sont  nulles,  le  dernierseul 
subsiste.  Dans  les  aulres  cas,  r^.  -^  sont  tres  petits,  et,  comme  le 

iii2     11.., 

touldoiUtremultiplie  par~,  on  voit  que  le  premier  terme  est 
absolumentnegligeableacotedutenneelectrostatique.Ledeuxieme 
correspond  ä  une  action  tres  faible  d'un  courant  neutre  sur  iine 
Charge  electrostatique  en  mouvement,  le  troisieme  ä  Taciion 
d'une  teile  charge  sur  un  courant  ou  aimant  (efFet  Rowland).  Ces 
deux  etfets  sont  du  meme  ordre  de  grandeur,  et  ne  se  manifestent 


^,,  tCrVIlES    ÜE    UAHllfc-H    Uli/,. 

c|iie  ihm  lies  experiences  Ires  delicates  el  lorsque  V  ou  V 
eon^iileniiiies.  Si  le  lerjne  eiectrostaüque  est  faible  lui-m^ 
comme  €>st,  eii  g'f^nerai,  le  cas,  iis  sonl  absolument  negligea 
Noijs  iliscuteroiis  plus  Join  Veilei  Rowland. 

Les    lermes    carres    soiit    eg-aiement   tres    petits    par    raf 

,,  -r-r^  i^  i^.  et  il  ne  reste  qiie  ce  dernier  terme: 

^  '  fis  4$  ^ 

„  ,.,  / ilx  iix'        dv  dv'        dz  dz'  .       ,       ,    i  ^     ^jj 
-^  -  E.  h  4  --7-  -7-r  —  -^  --7-;  -h  -T^  -j-r  r.r,   =  —  2  JJ  cosids,  äs 
'  '  ds   ds         ds    ds         ds   äs  / 

3  ( ä  — -  A- )  ( A-  -h  I )  1 

ile  irifiiie,   les  tennes  en —-z — -  et r—  ne  clon 

seiisiiiiement  qii^un  resüital  proporlioonel  a  Jj',  et  Ton  aura,  ; 

rcoseioLIe  des  teroies  depeiidant  des  vitesses, 

■  1!  1  ■■     du  ,.  rzz ——-  JJ'  ds  ds 

X  fCS  —  ß{ }  cos !'  ds.  ds' }  —  3  <■'  1  —  fc }  cos  {'  p,  dv )  cos  ('  p,  ds'  ] 

JJ'(X-™~i) 


2  C^  G- 


-  fdx  ds'  cos (  s,  r// )  -1-  dx'  ds  co? ( p,  ds}]. 


D'apres  la  formuie  (20)  de  Loreiitz,  Taction  ds'   sur  ds   est 

vertu  de  raisoimemeiits  analogues,  donnee  par 

c  jo'  ds  ds'W        .  r  1      1  t 

I  i>ti  i  dv^j.  ~ ^--j —  cos  ( p ,  a- 1  CO s  ( ds,  ds  ) 

-r-    ;;;^--;  <^/.r' 0^5  COsf  0,    ds), 

les  tcniies  en  E,  E'  et  les  lermes  carres  etaiit  encore  negligea] 
i^mmi  aux  lermes  contenant  les  accelerations,  qui  est  le  meme  ^ 

lesdt^iix  llieorles,  if  est  eiicore  multiplie  par  ^  ou  ^,  et  par 
secjiif'iil  nej^iigealde,  ä  moins  que  les  accelerations  ne  soient 
^Tcuides,  ce  qoi  n'est  pas  Je  cas  dans  les  conditions  experimen 
ou  Ton  peilt  observer  les  actions  electrodynamiques  ou  ele( 

Je  dis  qoe  ia  resultantede  Vactlon  d' un  circuit  ferme  ds 
feiemeni  ds  esi  la  meme  suä^ant  (25)  et  (26).  En  effet, 

ds'tmiu,  ds'i  ^  ( X  -  x' }  dx'  -^  (y  —  y  )  dr'-^(z  -  z' )  dz'  _  "^p 
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car 

d    __    d    dx'  ()     dy  ()    dz' 

ds'        dx'   ds'         dy'    ds         dz'   ds' 

Le  terme  eii  dx  ds'  cos (o^ds')  est  donc  uue  differentieile  totale 
par  rapport  ä  .9';  son  integrale  est  iiiille  poiir  uii  contour  ferme. 
De  meme 

cos(p.  X) 

cosf  p,  da)  cos(  0,  ds  ) 

9" 

—  — T, [( CT  ~-  x' )  dx  ■+■  (y  —  y'  )dy  -^  (z  —  z')  dz ]  ~V  ds' , 


ds' 
et  rinte<>Tatioii  par  parlies  le  loiii^'  de  .9^  transformera  ce  terme  eii 

-  37^  i?  !  (.r-  .r')  [ix  -  x')dx  H-  [y  -^  y')  dy  -f-  (  g  >-  z' )  dz]  \ 

=  '^  K  -^  —  ^' )  ^^-^  +  (  r  —  y'  )dy-^(z-~  z')  dz  ] 


Ip3 
X  —  x' 
3o3 


( dx'  dx  H~  dy'  dy  -h  dz'  dz) 


dx' ds  cos(p,  .r)         .   .      ,,,   j     i, 

=  —r— 3— cos(  0,  r/.s")  -4-  — ~- — -  cos  (ds,  ds  )  <:/.?  ds  , 
3  p-  '  3  p- 

eii    sorre    qii'il    vient,    pour    la    resultanle    (iherchee   de    ractioii 
eprouvee  par  r/5, 

R^  r=  /  dR,ic  =  "7    /   — r    —  cos  (■  p ,  .r )  co s  ( ds ,  ds' )  rAv  -f-  -— ■  ^5  co  s  (  p ,  ds)    . 

G'esl  exacleirieal  cc  que  dounerail  I 'Integration  de  (26).  La 
constanle  k  dlsparait  du  resuJtat.  Celul-ci  est  d'ailleurs  indepen- 
dant  du  mouvenient  des  11  !s  011  de  leur  deformation,  pourvu  que 
S^.V  resLent  constanls,  que  fidchnent  de  courant  i  ds  soit  neutre^ 
et  que  .F  soit  ferme  et  neu  Ire.  Les  yctions  rotatives  des  courants  et 
des  aimants  s'explicjueront  douc  de  la  mauiere  classiqiie. 

Pour  k  ^=-  —  1,  l'action  <Je  deux  elements  de  courant  neutre 
serail  exactement  donnee  par  Ja  formule  d'Ampere ;  cette  formiile 
peut  donc,  aujourd'luii  encore,  etre  admise. 

Lorsqu'il  s'agit  de  corps  a  deux  ou  trois  dimensions,  dont  l'un 
estparcouru  par  un  courant  neutre  decomposabie  en  tilets  fermes, 
celui-ci  agit  sur  les  elements  de  volume  de  Fautre  conformement 
a  la  formule  obtenue  ;  mais,  de  plus^  Jes  courants  eux-memes 
cliangent  legeremeni  leur  direction,  comnie  on  le  verra  au  para- 


-iM|i!if  >!ii\aiit :  (/est  Feilet  Hall.  Mais  cet  efiel  est  minime,  et 

Corriine  loiijoiirs,  les  effets  du  mag-netisme  s'obtiendront  en 
pl.ir.jnt  les  aimaiUs  par  des  courants  neutres  fermes  molecula: 
ies  eiicore  il  ii'j  aiira  donc  pas  de  differences  entre  ies  theories. 

§  7.    —   ACTION   ij'UN   COURANT  NEUTRE    FERME   OU    d'UN   AIMANT 
SLR    UN    ION  EN  MOUVEMENT. 


Oll  oliserve  ceLte  action  dans  Felude  des  rayons  catliodiqu 
de-  ravoiis  canaux,  oü  la  vitesse  t-  de  Fion  e  en  moavement, 
tii  restrtiit  tres  inferieure  a  celle  de  la  liuniere,  est  tres  grande 
nipporl  a  la  vilesse  des  ions  (Xxi  courant  ferme,  puis  dans  le  " 
oomeiie  de  Hall,  Feffet  Zeemaii  et  la  rotation  inagneliqiie  du 
de  polarisalioii  de  ia  liimiere  (^'). 

Gmservoiis  les  notations  du  paragraplie  precedent;  Factions 
par  e  sera  la  somine  des  actions  des  charges  positives  et  nega 
E j  ^/t  j  —  EJ,<f/T^de  tous  les  elemenls  de  volume  du  courant 
coiiducleur  hii-menie,  dans  ces  experiences,  est  au  repos  ;  < 
\  ==0,  —  E',  r^  =  J^,  et  la  vitesse  r^  des  ions  negatifs,  seuls 
liiles  par  livpothese,  est  petite  par  rapport  a  v.  La  formule  g 
raie  i  i3 )  donne  pour  un  element  lineaire  rf/  du  courant  ferm 
abstraction  faite  du  terme  electrostatique  et  des  accelerations, 
e  ds'  cos(' : 


rfR,:  = 


(4  A  " 


X[(Pi 

3(1- 


•  t'^  f  -H-  (  f  y  —   f  j-  )2  -+-  (  t'l  —  P3  ) 


■^')  „.p     .    3(1- 


■k) 


i^r 


( k-^w  ds' 


€m^  = 


2C-C 

€  E.1  COS(' 


E' 


or) 


f?2  ^2 


4 


'^''  [I 


^  E'   (  ! 


3(1  — Ä-) 


(Z- 


—  pp  cos  ( p,  p  )  —  3  '• Vi 


■^k 


•i)f// 


•"  E^ 


'■')■ 


'I  LoHENTZ,  Elektronentheorie,  p.  217. 


A  cole  des  tenmes  proporlionneis  a  r,  i''^  les  termes  en  r^-,  i\^,  (^^ 

disparaissent  parce  qiie  —  est  tres  petlt;  il  en  est  de  meine  des  Ler- 

mes  en  ^7  car  ils  sont  a  l'aclion  electrosLatique  des  charges  E'  du 

courant  comme -;?  c'esl-a-dire  tres  petits.  II  reste  les  termes  pro- 

portionnels  a  (^  et  v\  qiie  l'on  peut  ecrire 

,   ^^      j^         —yev  cofiCp,  x)ds' 
c-p- 

[(^  —  /O        ,       ^,,        3(!  — /O  ,,^        ,        1 

X     ^ cos(t^,  ds  ) cos(  p,  ds  )  cos(p,  i') 

_^  ^-^ —  I  c'^  cos^  /•,  <^5  j  <:/s  H-  p  cos(  V,  /')  «^:r  J. 


G'est,  aux  notations  pres,  la  formale  ('2d).  Le  courant  ds'  etant 
fermc,  on  peut,  comine  nous  i'avons  fait  plus  haut,  integrer  par 
rapport  ä  6^^,  et  l'on  obtieadra  encore  ce  resultat  que  Vaction  <fun 
aimatit  ou  d^ita  courant  ferme^  au  repos^  sur  un  ion  en  mou- 
dement  est  la  nienie  que  dans  la  theorie  de  Lorentz. 

Si  r  devient  plus  petit  et  comparable  ä  v' ,  tous  les  termes  de  (27) 
deviennent  Lres  petits  et  le  phenomene  exige,  pour  etre  observe, 
des  moyens  d'investigation  tres  delicats.  C'est  ce  qui  a  lieu 
lorsque,  placant  une  plaque  parcourue  par  un  courant,  entre  les 
poles  d'un  electro-aimant,  on  observe^  lorsque  Taimant  est  excite, 
une  ditlerence  de  potentiel  entre  Jes  deux  bords  du  courant  (effet 
Mall).  L'action  electrostatique  de  Paimant  etant  negligeable,  il  en 
est  a  fortiori  de  meme  des  termes  en  E^  de  la  formule  (27)  ;  il  y 
aura  donc,  d'abord,  une  action  proportionnelle  ä  P  et  a  i^,  qui  est 
la  meme,  comme  on  l'a  vu,  dans  l'une  et  Tautre  theorie;  il  y  a,  de 
plus,  la  force 

r\        e\^J,.  cos(p,>r)^Ay^rrH  — /:)  ^,^_  Z{\~~k)    ,1 
J   i  o^c-^  Li''  4        '''■'' J 

-*- — l^v — "^"^T 

Celle-ci  depend,  comme  le  phenomene  de  Hall  lui-menie  (et  au 
contraire  des  lorces  etudiees  jusqu'ici),  des  lijpotli^ses  faites  sur  le 
mouvement  des  ions :  eile  serait  sensiblement  nulle  si  les  ions 
positifs  et  negatifs  de  Felectro-aimant  avaient  des  vitesses  egales 


:t'  'CrUsLS    DK    WALTHEll    KITZ. 

^i  d»»  -i-ne-.  rMiiir.sirf^.   La  fonnule  (20)  de  Lorentz  donne 

I    — z ; ds  i  r  -  —  3  t-v-  |. 

Lt'  lernie  en  f"-  ü  la  iiatiire  d'uiie  force  eiectrique  exercee 

le%  eiriiieul^  ile  volume  de  Faiinant  independamment  de  leur  or: 
latioii  ih'^  CMiiranls  iiiolrculaires  etanl  consideres  comme  per 
utui^  r-i  -iiiipleüieiil  tirientes  par  Faimanlation).  Ces  actions,  iE 
l't'iidarilfs  du  -isee  cIü  c;liamp  magnelique  et  de  Fexistence  c 
roiiiaiil  tiiiiN  la  plaque,  ecliap|)eront  sans  doute  aux  observati 
mtm^  les  vhis  delicales.  Quant  aux  termes  contenaiit  les  a( 
lenilitiii!^  lies  Ions  du  couraiil,  et  qiii  soiit  ies  meines  dans 
iien\  llir'orie-,   il>  5tjiit  egalement  negligeabies,   poiir  des  jmc 

l  ^,   —  ACTION    J.ONVECTIVE    DE   l'eLEC.TRICITE.   —  EXPERIENCES    DE   ROWL. 

Röntgen  et  Eichenwald. 

CcmskltTons  eoliii  ime  charge  electrostatique  EVt'  entrai 
av€f  mit  vitesse  \  •  par  le  corps  qui  la  porte  et  agissant  sur  1 
aiguille  ainianlee.  f'esl-a-dire  sur  un  Systeme  de  courants  fen 
el  iieiiires.  de  eharge  electrostatique  nulle,  dont  les  ions  posi 
-Oll!  iiiüiioliile?^,  les  lons  negatiis  avant  la  vitesse  (^.  Un  elemenl 
tie  l'iin  de  res  roiirants  ^era  soumis  ä  une  force  rfR^,  dR^,  du-, 
r^l  Fl  soiriiiie  des  actioiis  de  E' dz  sur  sa  cliarge  positive  W ds  e 
rhai^e  negalive  -^  E,ds.  et  1  i.>  i  donnera 


im ,  = 


:,  X  )  r/-'  ds 


L  rnseirilie  des  lermes  proporüoniieis  ä  V  et  r  ont  la  forme  c 

fiiuMeurs  fiu^  oLlenue  :  011  a  d^iilleiirs 

i.  ,  dx 

ds' 


on  peut  integrer,  par  rapport  ä  ds  (ce  coiirant  etant  ferme),  comme 
prec^demment  par  rapport  ä  ds'j  et  Von  retrouve  la  formule  qui  se 
decluirait  de  la  theorie  de  Lorentz.  Une  transformation  de  ce  genre 
sera  toujours  possible  des  qu'/^/?  au  moins  des  courants  est  ferme. 
Les  termes  additifs  en  t-^;,  (^p,  t^^,  rp  donneraient  une  force  resul- 
tante  et  non  im  couple  pour  l'aimant,  force  dont  l'intensite,  tou- 
jours tres  petite,  depend  des  hjpotheses  faites  snr  les  moavements 
des  ions  dans  l'aimant  et  est  negiigeable  par  rapport  au  couple  si 
V  est  petit  par  rapport  a  V,  que  l'electricite  negative  soit  seule 
mobile  ou  non. 

Lorsqu'un  dielectrique  est  polarise  par  des  forces  eleclrosta- 
tiques,  il  en  resulte  ä  sa  surface  des  cbarges  electriques  identiques 
(Fapres  les  deux  tlicorles.  Si  le  cliamp  electrostatique  varie,  ou  si 
le  dielectrique  est  mobile,  le  mouvement  de  ces  charges  sera  encore 
le  meme  dans  Fune  et  Fautre  maniere  de  voir,  et^  on  vient  de  le 
voir,  ces  charges  mobiles  auronl  sur  un  ainiant  la  meme  action.  A. 
cette  action  s'ajoute,  dans  les  tlieories  de  Hertz  et  de  Lorentz,  une 
autre,  celle  du  courant  de  deplacement  relatif  ä  Fether,  qui  est 
proportionnelie  a  la  vitesse  de  changement  de  la  force  electrique 
en  un  point  de  Fether.  DansFexperience  de  Röntgen  (^),  de  meme 
que  dans  Celles  d'Eichenvvald  (-),  cette  action  est  nulle  dans  la 
theorie  de  Lorenlz,  qui  donnera,  par  consequent,  les  memes  re- 
sultats,  conformes  a  Fex[)erience,  que  notre  formule. 

Pour  obtenir  une  action  dependant  de  A",  c'est-a-dire  un  expe- 
n'.mentum  crucis^  il  faudrait  pouvoir  observer  des  forces  electro- 
dynamiques  ou  electromagnetiques  entre  courants  non  fermes  ou 
non  neutres  tous  deux.  C'est  ä  quoi  Fon  n'a  pas  encore  reussi 
jusqu'ici. 

Induction. 

§  9.  —  Le  courant  inducteur  est  neutre  et  ferme. 

Soit  ds'  unelementlineaire  d'undes  courants  fermes  en  lesquels 
on  peut  decomposer  le  courant  inducteur.  Soit  \'  la  vitesse  de 
Felement  (qui  est  en  meme  temps  celle  des  ions  posilifs);  nous 


(^)  Annalen  der  Physik  u.  Chemie^  L.  XXXV,  1888,  p.  264. 
('■^)  xinn.  der  Physik,  4"  seric,  t.  XI,  1903,  p.  i  et  421. 


a\yii^  calcule  *  ii-  \  raction  d'un  tel  eienient  sur  im  ioa  m 
Mifiposiiit  \'  =  i)  et  en  negiigeant  les  accelerations.  Repr 
ealfiil  Mins  ces  reslrictioiis,  mais  en  neg-ligeant  raction 
3lalH|iie  du  eourant,  el,  a  fortiori,  tous  les  termes  multipl: 
ellarge  resultante  E'  de  ds^  ce  qui  revient  a  poser  E'^  =  E!,. 
foree  exercee  par  iescharges  positives  et  negatives  de  ds^  si 
de  eiiarii'e  placee  en  {xyz)^  "de  vitesse  c'.  La  force  electr< 
d'iridui'tiun  produite  dans  un  fil  conducteur  dont  l'eler 
tls  f//.r,  d\\  dz\  AilQTmiii<i  par  la  composante  tangentiel 
de  F: 

R  =  ^(  Fa-  dx  H-  F^.  dy  -\-  F,  dz). 

Dans  les  Cisurants  induits  fermes,  on  n'observe  que  la  v 

relle  iiileiiTale  prise  le  long-  d'un  contour  ferme.  Si  donc  F 

I      »  1     I     r  ö^i T.  r,  z.  t )  1 

m>  termes  de  la  forme 4- — ^ — '  ces  termes  donneront 

ax 

ftTcntielle  lotale  et,  par  consequent,  disparattront  du  resii 

Pour  caicuier  F,    partons  de  la  formule  (i5).  Nous  p 

iiegli^er  le  terme  mdependant  de  c\  t 1^,  pour  tout  cou 

diiit  ferme.  Le  terme  contenant  (P  sera  multiplie  par  E^,  etj 

sensitiiement  nol :  on  aura  donc 


F   =-  ~-        ^    '^^ 
dx        dt  dvx' 

T^irr-^' ^""^'HVo— <^o)^i'  cos(p,  <:/5')-i-2(i  -H  /Oy)' 


—  r/2(i-4-y(')  —  r/2cos2(p,  c/5')(i~- 


dz 
ds 


Dans  cette  expresslon,  les  termes  independants  de  r  r 
reront  pas  sous  le  signe  ±,  et  leur  derivee  partielle'  par  : 

a  X,  j,  3  intervient  seule  et  donne,  des  lors,   un  resultat 

restera 


ue  preimer  leriue 


^} 


_W ^    ^  [<,_^,(,^  __.^.  j  4_  ^_^,(^^,  -  J/   )  -F  (>3^-  "  -    )1  ^-^^^ 

ane,  integre  par  parties, 

=   : j 

.     P 

Sorte  qu'on  a  eiifin 

P  = —  ( (^x  d-r'  -{-  Vy  dy'-\~  i>-  dz' }. 

c-  p  -^    -^  ^        1 

Dans  la  tlieorie  de  Lorentz,  il  existe  une  fonction  L  donnee  par 

)  bis)  et  qai  condait,  par  la  meme   Operation (-  -7  -j — ^ 

expression  de  la  force.  l^es  ternies  en  r'-,  pl",  iv'  de  cette  expres- 
n  donnent  encore  zero  pour  un  circuit  induit  feraie.  La  valeiir 
iultante  de  L  sera  donc 

L_  ( p    cIt'  -f-  c'v  dy'  -T-  Vz  dz'). 

c-  p  - 

Les  deux  tkeories  donnent  donc,  pour  deux  cii'cnUs  fermes 
rnouvement  (car  noiis  n'avons  fait  aucune  hypotheso  sur  le 
»uvement  du  circuit  induit,  et  nous  n'avons  pas  suppose  r  paral- 
^  k  ds),  le  meme  residtat,  cojiforme  a  Texperience. 
Les  hypotheses  plus  speciales  de  Weber  conduisent,  on  le  sali, 
X  memes  resultats. 

Les  aiinants  seront  traites  commc  dans  la  tlieorie  de  Lorentz. 
Une  remarque  est  cependant  necessaire.  Pour  que  la  formule  de 
rentz  soit  conforme  al'experience,  il  fautque  l'acceleration  tan- 

Litielle  seule    '    '    '' — '-^^ —  ioue  un role  (dans le  cas  de  courants  va- 
dt  ^ 

bles),  l'acceleration  normale,  proportionnelle  a -. j j 

nt  negligeable  a  cotc  d'elle.  G'est  bien  le  cas  dans  les  expe- 
nces.  Autrement  dil,  il  faut  que 

dt  dt  '^  dx  ^  öy  ^  dz  ^  ^  j  ^     j 

reduise  sensiblenient  a  son  premier  ternie. 


L.orsque  te  civcuii  inauit  esc  oiwerc,  n  se  lorme,  com 
sait,  des  differences  de  potentiel  ;  Tetude  des  quelques  cas 
difierences  ont  pii  etre  ol)servees  se  traite  facileinent  par  L 
thodes  appliquees  jusqu'ici,  et  je  n'j  insiste  pas. 


§  10.   —   GmCülTS   INDUCTKURS   ET   INDUITS   OUVERTS. 

Quand  un  condensateur  se  decharge  ä  travers  un  fil,  oii  o 
comme  on.  sait,  une  premiere  approximation,  süffisante  danj 
coiip  de  cas,  en  calculant  las  effets  electromagnetique 
exemple,  l'impulsion  subie  par  raiguille  aimanlee  dans 
rience  de  Weber  et  Kohb^ausch,  pour  ia  deteraiination  du  r 
des  unites)  etla  self-iiiduction,  comme  si  le  courant  etait j 
en  tenant  compte  naturellement  des  actions  electrostatiqi 
charges  du  condensateur.  Ces  calciils  continueront  donc 
applicables  dans  la  nouvelle  theorie;  ils  conduisent,  conforn 
ä  l'experience,  ä  des  phenomenes  tres  rapides,  pour  lesqu 
acc^lerateurs  w  sont  tres  considerables  par  rapport  aux  vite 
Dans  le  cas,  par  exemple,  oü  Ton  aurait  n  oscillations  sinus 
par  seconde,  la  valeur  maxima  de  iv  est  2t:/i  fois  plus  gran 
Celle  de  v.  Dans  ces  experiences,  le  terme  electrostatique,  L 

tance  et  l'induction  proportlonnelle  ä  -r-»  c'est-a-dire  a  (v, 

seuls  un  role  en  ce  qui  concerne  le  mouvement  de  Tele» 
dans  les  conducteiirs.  Or  ces  termes  sont  identiques  dans  le 
theories.  Quant  aux  couples  exerces  sur  les  aiguilles  ain 
ou  des  bobines,  nous  avons  vu  qu'il  suffit,  pour  l'identit<§  de 
ries,  que  Vun  des  courants  soit  ferme,  ce  qui  est  blen  le  c; 
effets  d'un  mouvement  des  conducteurs,  qui  sera  toujours  1 
rapport  ä  ces  phenomenes,  ne  les  influenceraientpassensibL 
pkis  generalement,  les  lermes  en  c^,  petits  par  rapport  ä  ce 
contiennent  cp',  seront  sans  eilet  d'induction  dans  ces  ph( 
nes.  Les  oscillations  de  tels  circuits  (oscillations  qu'on  ( 
souvent  sous  l'expression  de  quasl-stationnaires)  et  leur: 
sur  des  circuits  voisins  seront  donc  les  memes  dans  l'une  et 
theorie.  Ce  n'est  que  lorsqueles  phenomenes  deviennenteTJ 
ment  rapides  (oscillations  hertziennes)  que  (les  developpem 
Serie  qui  ont  conduit  ä  la  formule  (i3)  cessent  d'etre  tres  ( 


gents;  lapropagation joue  alors  im  role  explicite,  et  il  faiitrecourir 
a  des  consideratlons  noavelles  que  j'exposerai  plus  loin  ;  l'accord 
avec  les  forniules  de  Maxwell  et  Lorentz  y  restera  le  meme. 

En  resume,  aucune  divergence  sensible  avec  la  theorie  de  Lorentz 
et  avec  Fexperience  ne  s'est  manifestee  pour  les  phenomenes  a 
Variation  lente  ;  ce  fait  n'est  pas  sans  interet,  vu  la  grande  diffe- 
rence  des  lois  elementaires,  et  montre  que,  malgre  les  progres 
recents,  ces  lois  ne  peiivent  encore  se  dediiire  de  l'experience  (^ ). 


§11.    —   ACTION    d'uN    CORPS    RIGIDE   CIIARGIi:    SUR    LUI-MEME. 

Masse  klectromagnetique. 

Dans  lOQt  ce  qui  prccede,  noiis  avons  negllge  ractioii  des  elec- 
trons  siir  eux-nicmes ;  nous  allons  la  calcnler  en  supposant  la 
masse  egale  a  M,  les  densites  eleclriqiies  en  deux  points  ^j'':;,  x'y'z' 
etant  s,  z' ]  de  plus,  nous  ferons  abstraction  d'une  rotatlon  de 
l'electron,  et  ne  considererons  qu'un  niouvement  de  traiislation 
quasi-stationnaire^  c'est-a-dii^e  ou  la  forniule  (i3)  pour  F  reste 
applicable.  La  form  nie  (V)  donnera  alors 

Mt^^^=:  f  [z^J  F^.  ch  drJ,         M  wy=  r  As'  p^.  dx  dz',         M  w,  =  .  .  . . 

Les  teraies  en  u  sont  nuls  daas  Texpression  de  F,  j)uisque  la 
vitesse  est  la  uicnie  pour  lous  les  elements  de  volunie;  le  terme 
electrostatique  donnera  encore  zero,  parcequ'll  satisiait  au  principe 
de  l'action  et  de  la  reactlon;  il  ne  reste  que  les  termes  relatifs  aux 
accelerations,  et  l'on  a 


M».,.--,  /     /    -'    '^"'^'•""P-"lArf,', 


■-i//' 
i//- 


M„,  =  -^/   /■!£fci±j4££!<£iZilA*. 


Le  Corps  exercera  donc  sur  lui-meme  arte  force  qui  est  fonc- 
tion  Liaeaire  des  accelerations,  c' est-ä-dire  luie  reactlon 
deiner tie  anisotrope  en  general  ( c'est-a-dire  dependant  de  la  direc- 

(•)  Pour  plus  de  deiails  sur  rinlerpreLaLion  de  la  rcsislance,  du  ruagnetisme,  etc. 
dans  la  tliöorie  des  electrons,  voir  l'ArticIe  dejä  souvent  cito  de  IJ.--A.  Lorentz  : 
Elektronentheorie^  dans  Enzyklop.  d.  niath.   Wissensch.,  Leipzig,   1904. 
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lion  de  iv  par  rapport  a  Telectron)  : 


-//- 


oii  cliaque  combinalson  d'eleroents  g^t,  ff/T'  est  prise  deiix  ioii 
Ces  formiiies  sout  identiques  ä  celles  qiii  resultent  de  la  tli 

de  Lorentz  (' )  aux  faibles  vitesses  ;  c'est  un    resultat  de  Tide 

des  termes  relatifs  aiix  accelerations  dans  les  deux  tlieories. 
Lorsque  ie  corps  presente  certaines  sjmetries,    cette    rea 

devienl  parallele  ä  (v  ;  dans  ce  cas,  Taxe  des  a.'  etant  parallele 

la  rjuantite 

J  J  2c-  p 

pnevdi  simple ment  le  röle  de  masse  electroniagnetique  aj\ 
ä  la  masse  M.  Tel  est  donc  ie  resultat  de  rinegalite  de  l'acti 
de  la  reaction  dans  notre  tlieorie  pour  ce  cas  particulier. 

0  est  evident  d'aillem^s  que  ce  resultat  subsiste  meme 
grandes  vitesses,  car  les  Lermes  en  u  continueront  a  etre  ic 
queinent  nuls  ;  la  masse  electromagnetiqae  ne  saurait  depend 
la  vitesse,  dans  notre  theorie,  et  les  experiences  de  M.  Kaufj 
devront  recevoir  une  nouvelle  interpretation.  On  ne  pourra 
pas  en  conclure  que  la  masse  est  d'origine  electromagnel 
niais  rien  rrempecbera  d'admettre  cette  liypothese,  au  moiiis 
les  electrons. 

En  tenant  compte  des  termes  en  \,   on  obtient  une  noi: 


!^i  LüRENTZ,  Elektronentheorie,   p.   190.  (Tenir  compte  de  la  diffören^ 

unites. ) 


xviü.  —  suR  l'electrodynamique  generale.  4ö3 

force  res  ul  La  Ute 

'le-  dwx        '2.6-  dwy        'Äe-  dw^ 
Jc3     dt   '      T?^   lU'      3c3   ~dr' 

qu'im  electron  de  charge  totale  e  exerce  sur  lui-meme;  on  la 
retrouve,  avec  le  meme  coefficient,  dans  la  theorie  de  Lorentz  (*). 
Cette  force,  qu'il  faul  ajouLer  aiix  membres  de  droile  de  l'equa- 
tion  (3o),  ne  depend  pas,  comme  la  reaction  d'inertie,  de  la  forme 
du  Corps,  c'est-a-dire  de  l'electron  ;  eile  correspond  ä  une  sorte  de 
frottement  determlne  par  la  perte  d'energie  par  rayonnement.  Dans 
la  Solution  d'equalions  oü  intervieDt  ce  terme  du  troisienie  ordre, 
il  n'est  permis  de  prendre  en  consideratlon  cjue  les  integrales  cor- 
respondant  ä  des  phenomenes  lents,  pour  lesqueis  les  developpe- 
ments  en  serie  restent  valables. 

§   12.    —    OSCILLATIONS    ELECTIUQÜES.    CONSIDERATIONS   GENEHALES. 

On  a  vu,  dans  les  paragraphes  precedents,  que,  pour  les  oscil- 
lations  tres  rapides,  les  accelerations  seules  sonl  ä  conserver  a 
cote  du  terme  electrostatique,  les  vitesses  etant  negligeables  a 
cote  d'elles.  11  ne  sera  plus  pernils  de  recourir  aux  developpements 
dont  nous  nous  soranies  servis  jusqu'ici,  et  nous  devons  revenir  a 
la  formule  (VI),  en  y  posant  u  =■  o.  Elle  devientalors 

ee' cosfrt,  a'-')        ea'  a»',. —  ix>',.  cos {i\  yn 
r-  c-  /•  i-iv',. 

c- 

Daiis  la  iheorie  de  Lorenlz,  la  force  eleclrique  seiile  jouera  un 

r6le(^). 


^r  '       ''  -(-?) 


( ^ )  Loc.  cit. 

{')  En  Optiqiie,   la  force  magnetique   multipliec  par  la    vitesse  joue  un  rölc 


et  Ton  y  peut  egalement  negliger  les   termes  en  —  ?  — .  v  cv  , 
en  sorle  qii'elle  devient 

cos(R,  :r)-^        ^/^__t^;^cos(R,  .r) 
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el  cela  pour  toute  valeur  de  R  qul  ne  serait  pas  incomparablen 
plus  petite  que  V'''\  et  a  /orliori  poar  de  graades  valeurs. 

Les  secoiids  termes  des  deux  formales  (3i),  (33)  correspond 
a  ime   force   perpendiculaire   au   raj'-on    vecteur,   et   qui  joue 

Üptique  ( oii  le  terme  en  —  disparaiL  j  le  role  de  vecteur  de  F 

neL  Elle  ne  depend  que  de  x,  y,  z^  t  et  non  de  v\  la  notioi 
champ  peut  donc  s'v  appliquer,  c'est-a-dire  qu'on  peutconsid 
la  distribution  de  ceUe  force  dans  l'espace  independamment  d 
presence  ou  de  l'absence  d'un  electron,  ce  qui  ne  serait  plus  le 
si  eile  dependait  de  la  vitesse  relative  de  celui-ci. 

Discussion  generale.  —  Les  formales  (VI)  et  (3 1)  appellent 
remarque  generale.  Elles  contiennent,  en  efFet,  le  facteur 


qui  devient  infini  pour  des  valeurs  de  /*  suffisamment  graudes. 
vais  montrer  qu'il  n'en  resulte  cependant  que  des  forces  iinies. 
Considerons  une  charge  e'  vibrant  parallelem ent  ä  l'axe  des  c 
dont  la  vitesse  t?' =  ^^'  {t^)  est  nulle  pour  t'  =.  o,  et  positive  ensu 
L'onde  emise  en  ^'  =  o  se  propage  le  long  de  Taxe  avec  la  vitess 
et  atteindra  un  point  fixe  P  situe  sur  l'axe  positif  en  un  inst 
^>^  >o-  Puis,  la  vitesse  de  propagation  croitra,  et  sera  c- 
pour  ronde  emise  en  t'^  ;  cette  onde  rejoindra  donc  la  precede 
a  ünecertainedistance:ro,puisladepassera;  au  point^o  deux  on 
emanees  de  e'  en  t' =z  o  et  t'  =  t'^  arriveront  simultanement. 
vitesse  v^  restant  positive,  le  nombre  des  ondes  arrivant  simu. 
nement  eii  Xq  pourra  encore  s'accroilre  ;  mais,  lorsque  v'  dii 
nuera  ou  changera  de  signe,  ce  cas  ne  se  presentera  plus. 
Position  de  P  et  le  mouvement  de  e'  6tant  donnes,  le  temps  d' 
riv^e  t  est  une  fonction  f{t')  bien  determinee  de  t\  doni 
par  la  loi   de  propagation  [analyti quem  ent  par  la   formule  (1 


resoiue  par  rapi)ort  a  l].  Au  conlraire,  la  fonctlon  /^  =  (f)(/) 
peut  presenter,  poiir  ane  valeur  doiinee  de  t,  im  nombre  fini  de 
deierminations  distincles  /J^  /^  z'^,  . . . ,  comme  on  vient  de  Ic 
voir.  Porions  l'  eu  ordounces,  t  en  abscisses,  et  siipposons  les 
Yitesses  relatives  Ires  inferleures  a  6*;  la  courl)e  /^=:cp(/)  oscillera 

de  pari  et  d' au  Ire  de  la  droiie  /'=  /—  -^,   ou    /\)    est   la    distanee 

nioyenne  de  eJ  a  P.  Des  paralleles  a  Taxe  des  /.  ne  la  couperonl 
qu'en  un  point ;  des  |)aralleles  a  l'axe  /',  eu  an  ouplusleurs  poinls; 
parmi  ees  dernleres,  les  langeutes  a  la  eourbe  correspoudenl  nu\ 

poinls  oü  -TT  devienl  iulinie,  et  ou  deux  valeurs  f'-^   t)^^  deviennenl 

egales.  Si  --■—  ^^"^^^'   ^'^*i^  <'t^  ^*<^  poinl  (c'est-a-dire   s'il    a'v  a  |)as 

inflexiou),  les  valeurs  de  ^  '",  LjülI  y  u^iulronl  vers  des  valeurs  de 

<if       dt    ^ 

Sinnes  eoulraires  et  Ires  «i^randes. 

Ces   eousideralions  sonl  evideniinent  ^^enerales  vX  s'a|)[)liLqueul 

meuie  lors(pie  V  <'.sl  eu  uu>uv(uueut,  des  (pu^  les  vilesses  relatives 

sonl  iiderieures  a  r.  ()r  ou  a  vu  [fornude  (<>)  obleuue  [>ar  dillereu- 

tiatiou  de  ( I!)  ]  (pui 

(W    ^    c 

dt  /•(!•/. 


Le  d<'uonuuat<uu'  s'auuuh*  done  et  cliange  de  sigiu*  [)reeisexueut 
aux  instanls  oü  deux  valeurs  /)•,  /),  ,  diilerentes,  correspoudant  a 
uu  uieuie  iustaul  de  rec(»[)tiou,  leiideul  a  devenir  egah^s.  Or  il  a 
ele  Sjx'ieifie  ( i^  !:2 )  ([ue  PatUiou  de  c'  sur  e  est  la  somnu'  des  aelious 
correspoudant  a   /J^,  /', ,  t'.,,   ....    l\lull!plious  et  divlsons  Vj-  (VI) 


par  I  —     ' ;  etJlle  expressiou  s'eerira 

dt     ' 

OÜ  <l>  resle  firiie  et  couli uue  r)0ur  l'iustaul  crititiue  oü     :-  ei  — 4^ 

^  *  dt         dt 

devieuueut  iufiuis.  La  souuue  des  lernies  relatifs  a  l'^  et  /),  ^^ 


i   i:"L    —   OSCILLATIONS    HERTZIENXES. 

TiHi!  rii  ronservant,  comiiieaiix  paraiiraphes  precedents,  l'h 
ihvse  i|iip  Ics  \itesses  sont  faibles  relativemenl  ä  c,  nous  a 
-ii|i|H,t-fr  r«iCi'eleraüoii  tres  i^Tande;  de  tels  plienomenes  seroi 
,h  Irr^  t/oiirle  tliiree,  ou  oscillatoires.  Dans  les  oscillations  i 
2ieii!ie<.  les  ulesses,  correspondanl  a  des  courants  faibles,  n'e 
.^ler-rnil  i^-iir're  des  \ci!eiirs  de  Tordre  de  T""'  par  seconde,  et  la  dist 
DU  r.?ii  pfiii  les  ^'tmiier  peut  etre  evaliiee  ä  un  nombre  pea  C' 
deraiilfde  iHiigiieiirs  iFonde.  Le  nombre  d'oscillations  par  sec» 
idTie  de  lo'"'  '  eiirresprmdant  ä  3™  de  longiieur  d'onde)  a 
i  hitiiil  aiixaiiiplitudesdeselectrons,  elles  sont  extremementpel 
piiistjue  les  \ite5ses  restent  faibles  malgre  les  tres  gxandes 

i|iierires.   lians  ces  conditions,    ia  quantile  — 7-  est  toujours 

|ielite,  el  le  Ciis  donl  ii  a  ete  question  ne  se  presente  pas.  En  < 
sij|iptiNOfis  les  vibrations  sinusoi'dales,  et  soient  |r^|  la  valeurn 
liiiiiii  tie  i'\  j  tr^,  I  Celle  de  iv\  n  le  nombre  d'oscilladons  parseco 


( -  I  l*Miir  le  deriloßtrer  ri^ooreusement,  il  suffit  d'observer  (jue  la  differenl 
it-  11^  y^Tinei  irubtenir  !e  developpemenl  de  la  fonction  t'  =  o{t)  dans  le 
:-i^'.'  d'iii  |*-.iiit  d-.dint\  PouT  le  poiiit  singulier  (i'  zzzz',  ;  =  t],  les  mel 
'jr:i::*^  i  nnml  un  developpenienl  suivant  les  puissances  de  rb  ^/t  —  t,  c 
1^,  ^,^u'"-  c  'rrr^poiidaai  ä  ruiie  des  deux  branches  ^^,  t'^-^^  qui  serejoignent 
^  ^n  a 

/•  ™~  t'  =  A  v'r=^  -^  B  (  ^  -  T)  ™  G  ( f  -  T  )-^'V . . ., 

^//'       A  - '  3  1 

_  =  -;*_.)    -   B+-C(i-c)=+..,, 

^■^     'M)  ^era  developpable  de  iii^me  et  ne  contiendra  que  les  puissances    en 
i^*  i  ■--:':  les  puissanres  fraciionnaires  se  detruisant,  il  sera  donc  iini.  Si 


tUd  inhm  m  I  t,  -:  }.  ce  raisonoeioeiit  iie  s'appliquerait  plus;  mais  ces  ca« 
^vcfpijHiiiieh.  et  il  fallt   alors   tenir   c.»mpte   de  l'^teadue   Onie   de   Felec 

^impiihmri  quü  subii  raste  fioie  dans  tous  les  cas 


XVIIl.    —   SUR    LELECTRODYNAAIIQUE    CiENEEALE.  |0™ 

ml  ia  distance  maxiioum  oii  Ton  peul  observer  Ie>  ondes  :  m  e*es! 
guere  que  de  i'ordre  de  lo  a  loo.  On  aiira 


soit 


d'oü 


n 


IV,.  -  ,,  ;  w  \  ~-AT.nl  V    , 


.  m 'IT. n    V     .-.  ■.> :: m 


nombrCj  onl'a^u,  comparable  ä  io~''oii  io~^ 

xNoiis  avons  desigiie  par  R  le  vecteur  doiil  les  composanles  sont 
.r  —  x',  r  —y\  z  —  z  .  (_)n  a  donc 


r^=x-x'~~  ir'^=  \\^-  i'r;. 


d'oü 


rl-r-r%-\-rl  =  R2- 


'iRrrij        r-r''- 


r  =  R  (i-  ^j,         r,=  R.,_  illi-  =  R  l^co.  :  R.  .r.,  -  1^] 
aux  termes  en  -^  pres.  Le  premier  teriiie  de  ( 3n  s'ecrit  donc 


cos{  r,  a; ) 


CüS(  R,  X) 


R-2  /  I  _  111  ) 

Gelte  expression  est  tres  sensiblement  identiqae  au  premier 
terme  de  (33).  En  eilet,  dans  ia  theorie  de  Lorentz,  ie  centre 
d'ebranlement  reste  fixe  par  rapport  ä  Fexcitateur  et  au  resonna- 
teur  lorsque,  comme  nous  le  siipposons,  ceiix-ci  sont  immobiles 
par  rapport  ä  Tellier  (les  mouvements  maierieis  sont  d'aiileors 
infiniment  lents  par  rapport  aux  phenomenes  dont  il  s'agit  ).  Ce 
centre  d'ebranlement  coincide  donc  avec  Ia  position  de  Jc\  y\  z  a 
un  certain  instant;  mais  l'amplitude  des  mouvements  des  eieclrons 
etant  extremement  petite,  les  quantites  Rj^,  Rj.  R^,  R  sont  tres 
sensiblement  constantes.  Les  termes  electrostatiques  sont  donc 
sensiblement  identiques  dans  les  deux  theories.  D'ailleurs,  les 
rapports  des  grandeurs  ei  directions  de  ;*  et  de  R  ne  diflerent  que 


lie  i|ijaiilhrs 'ile  ForJre  ~.  c:'esl-a-dire   lo"*";   on  peut  donc  ce 

!aiiiP!ii*'iit  reiiiplauer  /•  et  R  Vini  parFaiitre  dans  les  seconds  term 

des  tuniiules  i 'U  i  vA  t^VS).  et  meine  dans  l'argument  t' =  t  — -^ 

vtlb'  devnwre  livpoliiese  revient  a  identifier  des  vitesses  de  prop^ 
-atioii  et  des  pliases  qiii  sunt  entre  alles  dans  le  rapport  de  i 
1  -h  io'"''\  €"esl-ä-dire  iie  düFerent  que   d'iiiie   quantite  que  c 

t'xptTierire>  iie  saoraieiit  raettre  en  evidence. 

iifi  s<jmmf\  ies  deux  theories  conduiront^  pour  les  oscilL 
ii^ns  het'iziennes.  exaclemenf  aiix  mernes  resultats. 


\   M.    —    hTUDE    DES  GRANDES   VITESSES. 

Le  Cri>  ciH  la  vilesse  des  eiectrons  esl  comparable  a  celle  de 
liiiiiiere  iie  se  preseiite  que  pour  les  rajons  ß  du  radium.  On 
eludie  la  deviaLiIite  de  ces  rayons  sous  Finfluence  d'un  cham 
eleclrostaliqiie  et  sous  celle  d'un  cliamp  magnetique  produit  pj 
des  electrti-aimanis.  c'esl-a-dire  des  coarants  neutres  fermes,  doj 
ies  eleciroiis  onl  des  vitesses  r'  tres  petites  par  rapport  a  c.  L< 
at'feleration^  restent  toujours  petites  dans  ces  experiences. 

On  peiil  done  encore  deveiopper,  dans  l'expression  (VI)  de 
force  eleoieiilaire,  les  quantites  /%  ?/-,  Ur  suivant  les  formales  d 
11 '  M  i-es  develtippemeiils  supposant  peütes  non  les  vitesses  ma 
its  aeeeleratioiis  des  divers  ordres.  On  aura,  v  etant  la  vitesse  con 
parable  a  i\  landis  que  ™  est  tres  petit, 


--  I   V,  -~  IV  —  -  %V.. 


77  ~^    "ci  '  *''^  "'-^  "^  ^b-  ^'^  V  -r-  C^-  CPI  )  -4- 


bml  donc  .;  "^  i  im  nouveau  vecteur,  de  longueur  comparable 


c-        '  ,       c        '  •    c  f  / 


) 

c         '^^       c     '    c-    ■' 

,  .1   =    ;io-?-'^. 

) 

'-(-::?)- 

Dans  l'expression  (VI)  de  F^  on  poiirra  developper  c;,  i  suivant 
Formiile  de  Taylor  dans  Fentouraee  des  vaieiirs— ^=:  3^,  -^=  ß^ ; 
isqiie  -^:>  — ^  ne  diffei^enl  de  ces  valeurs  que  de  quantiles  tres 
tites  £,  -/-j  de  i'ordre  de  -  ,  — : ?  —  j  •  •  -  >  on  aiira 


(7-'i-)=^<^--?- 


—  T/ 


L'expression  (VI)  de  Fr  deviendra  ainsi 

ee'  CO? Co.  x) 


)       F^  = 


U  ^,,  3. ,  _  ,  LM£^JL:!V±^£!i)  ^  _  i  iL] 

L'    '  •     '  c  dp  c    rjßp  J 


-^     Sx^pJ'Cßp.ß-)- 


(?ry,,^%.v') 


c 


■  2 


^x  i 


(/-\   d^ 


f...). 


Les  leniies  eii  -  serunt  nei^-iio-eabies  a  cote  de  ceux  du  premier 
ortlre  :  poiir  Factioii  elecirostatiqiie  (y-=o)    il    viendra   simple- 

I  .j'  1 1      F^^  =  — ^  [cos i  p,  :r }  c  (  3p,  3-  >  —  3^^  !ip  6  ( 3p,  S- )],         F^^y  = 

Poiir  obteoir  Factioii  d\ui  eiement  <:/5- d'un  courant  neutre  ferme 
ilorit  an  peiU  iiei:-!iger  la  charg-e  electrostatiqiie,  c'est-a-dire  poiir 

lesf|iiels  les  cliarji'es  positives  et  negatives  E',,  — E^  par  unite  de 
vfilume  sollt:  sensiblement  egales  et  de  signes  contraires,  nous 
ii'avüns  c|ira  faire  la  somme  des  actiuns  des  ions  positifs  etnegadfs 
«le  ds'  siir  i'eleclron  e  ;  soieiit  r'j,  i\,  les  vitesses  des  ions  positifs  et 
iirg-aüfs.  le  eontliicneur  oü  i'aimant  etant  au  repos;  on  aura 

=  E,,.',,-.^,)  =  J'J', 

J'  CdSf  p,  eis'}  =  Ei(p'j^—  p'.p). 

Dans  la  soHime  des  aetions  des  deux  especes  d'ions  sur  e,  les 
terioes  independants  de  i"'  etant  pris  avec  des  signes  contraires 

s'annoleet  dans  l'4n  i,  et  il  reste 


dl\,  =  - 


J '  ds'  e  \ 


ds  e  s  dx'        „    dy'        .^    dz' \   do 

i-'p-     ^  y      ds         '  -   ds'        '      ds' J  dft^ 


■  cos(p,  X)  cos(p,  ds')—^ 


2  3    'i    ^fo    dx'    ,    ,_,    dy  dz'\ 


L  aclion  du  eoiirant  est  donc  propoiiionnelle  ä  son  intensite.  De 
plus,  deux  Clements  de  courant  paralleles,  de  sens  contraire  et  de 
meme  mtensite  n'ont  pas  d'action.  Si  donc  on  considere  un  feuillet 
üiagnetique  uniformeinent  aimante  comme  etant  un  sjsteme  de 
Ires  petits  coiirants  fermes  de  meme  intensite,  les  parties  de  ces 
courants  sJtuees  sur  le  Lord  du  feuillet  auront  seules  une  action 


?iisible  ;  reflfet  des  coui'ants  silues  a  i'interieur  tendra  vers  zero 
vec  ies  dimensions  et  les  distances  des  courants.  Ün  tel  feuiliet 
lagnetique  sera  donc  equivalent  a  uii  courant  ferme  circulant  sur 
3n  contoiir:  c'est  exactement  le  raisonnenient  qne  Ton  fait  en 
ilectrodjnamique,  et  il  serait  faclle  de  Ini  donner  une  forme  plus 
[goureuse. 

De  meme,  F  etant  fonction  lineaire  des  cosinus  directeurs  -rr  ^ 

ds 

f-j->  -^  de  relement  de  courant,  le  principe  des  comrants  sinueux 

e  trouve  satisfait  pour  J. 
Mais  lä  s'arrete  V analogie  avec  Ü E lectrody naniique  classi- 
ue.  Ainsi,  pour  des  vitesses  faibles  (c'est-a-dire  ß  petit),  on  a  vu 
lus  haut  que  Faction  Fj-,  F^-,  F-  d'un  courant  ferme  sur  un  elec- 
^on  mobile  est  perpendiculaire  a  la  vitesse  de  ce!ui-ci.  //  n^ en 
st^  en  generale  plus  ainsi  pour  ß  comparable  ä  Ihinite.  En 
ffet,  la  composante  R  de  F  parallele  a  ß  sera 

=  -  ^    Tf  A ,.  dx' -+-  A,.  dy  H-  A3  dz  ), 

ü  Ton  a  pose,  pour  abreger, 

4         ^p3^/-f-cos(p,  x)¥ 

A  -ip  =   — ■ — ' ^  y 

p- 

ßpSv/-i-cos(p,j)F 

44)  ,    Ay= -^ 5 

ßoßc/-^  COMP,  :;)F 


A3: 

0- 


do 


4^0 


f    ^~!^P^~P     '  '^    ^?-^Pp 


La  quantite  R  ne  sera  nulle  pour  toat  circuit  ferme  que  si 
Vxdx'  -\-  kydy'  -^  Kzdz^  e?^l  une  differentielle  totale,  c'est-ä-dire 
i  Ton  a 


Or,  V-  esl  iiiile|)endant  de  x\  y\  z',  et  Ton  a 

ffj-         *Lr  {_  ?  J  ? 
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La  f-nndition  necesscäre  et  süffisante  pour  que  la  force  S( 
perpendkulaire  ä  la  vilesse  sera  donc  que  les  expressions  f^ 

foF'Meesaii  moren  de  '^,  'i,  satisfassent  ä  V equation  differe 

iieik 


'  ^'^0        riß. 


'i,f-^^^  +  ^  =  o. 


Pool'  "j  livs  pellt,  f  est  ime  constante  /q  et  F  est  egal  ä  -^^-^; 
relalioii  est  salisfaile. 

ihicirid  'S  et  'l  ne  dependent  pas  de  |jp,  ia  relation  [)rend  la  fori 
SHiipIe/=r  o. 

De  meine,  facnon  d'  an  solenoide  ferme^  ou  d\in  electr 
aimaut  fernuK  n  est  pas  nulle  en  generale  ä  moins  qu'une  C€ 
laiiie  rektion  difFerenlielle  du  troisieme  ordre  entre  o  et  A  ne  S( 
salisfaite. 

Eiilin,  plus  generalement,  la  connaissance  du  cliamp  magn 
iique  en  un  poini  ne  suffit  pas  pour  determinej'  la  for 
qiieproiivera  en  ce poini  un  eleciron  en  mou^ement  tres  rapid 
a  iiioins  que  les  relations  enoncees  ne  soient  satisfaites.  Gelte  de 
niere  furee  n'est  deierminee  que  quand  on  se  donne  la  dispositii 
des  eourants  des  aimants  etant  snpposesremplaces  parles  courar 
ri|iHvaleritsj  et  par  la  les  valeurs  de  ßp  pour  les  divers  elements  < 
eoiiranL 

L'experi'eiice  devra  donctout  d'abord  decider  si  les  diverses  ic 
de  rEIeclromag-neiisme  dont  ii  vient  d'etre  question  s'applique 
am  ravons  S  du  radium.  En  partant  de  la  notion  de  champ,  c 
queslions  ne  se  posent  meme  pas  et  c'est  sans  doute  pour  ce 
qu  auciine  experience  quantitative  precise  ne  leur  a  encore,  ä  ii 
foimalssance,  iipporte  de  reponse.  Les  helles  experiences  k 
M.  Kaufmann,  entreprises  dans  un  but  different,  ne  permette 
pas  dj  repoüdre,  comme  on  va  le  voir. 

En  resume,  la  notion  de  champ  ne  s'appliqucra  a  faction  qi 


ibissent  les  rajons  3  que  sous  certaines  coiiJitioiis  ;  noiis  avons 
aiileurs  expose  que  celte  notion  introdiiit,  en  general  (c'est-a- 
ire  les  forces  et  le  champ  d^pendant  des  vitesses),  ie  mouvemeiit 
3Solu.  Les  efFets  ordinaires  du  champ  magnetique  n'echappent  ä 
itte  regle  qu'ä  une  certaine  approximation  pres  (en  negligeaiii  le 
Louvement  de  la  Terre,  etc.). 

§  15.    —   EXPERIENCES   DE    M.    KAUFMANN'    ( ^  ). 

Oü  sait  que,  daiis  ces  experiences,  M.  Kaufmann  a  observe  la 
gviation  d'un  faisceau  de  rayons  ß,  diriges  paralleiement  a  Faxe 
3S  x^  par  un  champ  electrique  parallele  ä  Taxe  des  y,  produit  par 
Q  condensateur  plan  et  un  champ  magnetique  de  meme  direction, 
roduit  par  un  electro-aimant  ou  unaimant  permanent.  On  obser- 
ait  les  deviationsjKj  ^?  perpendiculaires  entreeliesj  prodnites  par 
action  combinee  des  deux  champs  ;  ces  deviations  dependent  de 

vitesse  v^=  [Bc  de  Telectron  en  mouvement  oi  rayon  ^5  et  c'estla 
)urbe  j' =  j([j),  z::=z{^)  (ou  [j  n'est  pas  connu  directement, 
lais  joue  simplement  le  role  de  parametre)  que  donne  Fexperience. 
es  appareils  t§Laient  d'ailleurs  symetriques  par  rapport  ä  Faxe 
ssjK?  J^s  cliamps  sensiblement  homogenes.  Nous  allons  chercher 
i  que  donne,  dans  ces  conditions,  la  nouvelle  theorie. 

Actio n  electrostatique.  —  Les  plateaux  d'un  condensateur 
ant  paralleles  au  plan  des  xz^  soienty  et  a  — y  les  distances  de 
electron  mobile  ä  ces  deux  plateaux.  On  a  sensiblement 


t^j 


=  ß,=  o,         ß.^=3,         ßp=ßcos(p,  ^); 


>it  er  la  densite  de  L'electricite  sur  les  plateaux.  Les  composantes 
3  la  force  exercee  sur  F electron  seront,  d'apres  la  formule  (4i)j 


r 

dx*  dz' 

1 — ? 

P 
dx'  dz' 


R,,=  e^j^J^[cos(p,  ^)o(ß^  ßp)-ßßp4;(ß^ßp)] 

R^.=  ecyJ  y  cos(p,  z)^ 

(^)  Göttinger  Nachrichten,  1901,  Heft  l:  1902,  Heft  5;  1900,  Heft  3.  Annalen 
Physik,  t.  XIX,  1906,  p.  487. 


II  p>t  periiiis  de  coiisidererj  en  premiere  approximation,  ] 
ilue  tili  fDiitlensaleiir  comme  tres  4^-rande;  les  integrales  d 
alors  elre  t*teiidiit\s  a  lout  le  plan  x' z'  etprises  d'abord  poarj 
I  premier  plaleauj,  piiis  poiirj-''=  a  (second  plateau);  il  fau 
Li  diftereiice  äe^  resollats.  Laissons  pour  l'instant  r'  indeter 
Comme  nous  avons  admis  au  n"2que  '^  el  6  sont  fonctions 
de  ij,  la  fonc'tion  a  integrer  a,  dans  la  premiere  et  la  troi 
iule^rale.  de.^  valeiirs  oppos«'es  poiir  les  points  [x — x'),  (z 
ut.  — ~-j' — .r  I,  — iz  —  z')  :  ces  integrales  sont  donc  nulle 
furce  est  parallele  a  j*  par  synietrie. 

Soil  !i  Faogle  qye  fait  p  avec  ß,  c'est-a-dire  avec  Taxe  c 


(..Iß  li 


Lipriiiiee  au  riioven  des  variables  o  et  S,  la  deuxieme  inte 

fle\  jt'iil, 

p  f    r  y  ~~  y       o..    0         c..  /^^'  0I3'         r)z'  (Jx\ 

J  J         ?'        .    ■    •  r^  M^fb    03         dp    d?j ) 

,     f  /"'os  3-,  3  CüS-^  )  sin 5"  d?j  dz 

JJ    PVP'- ^'in-^?: —  (y~ yy^  ' 

(Jn  obtiendra  l'aclion  du  quart  de  plan  compris  entre  les  1 


=  u,  en  integrant  par  rapport  a  0  de  o  =  ^'  .    £" 


sin  ;3" 


■^ap: 


puls  de  ^  —  o  a  S  =  ^;  Tinteg-rale  cherchee  sera  le  quadrup] 

resultat  oblenu. 


.    r  dz 


\/p^  sin-S"  —  (  y  —  > 
:  =  arc  tan«:  ^  \.         / 


"  ( jr  —  r  ■■ .)-  r  —  r 


Pour   la  iimile   superieure   p=oc,    il    vient   arc  tang  = - 
y—y  >o{  i"  piateau,  /  =  0)  et  —  ^  pour  y  — /  <o  (2« 
teau,  j  =  a).  La  limite  inferieure  donne  arc  tang=:  o  ;  on  a  < 
pour  Fensemble  des  deiix  quarts  de  plateau  du  condensateur 

ecTTT  I     o(ß^  Scos^JjsinSr^/Sr. 


xviif.  --  suR  i/electrodyxämique  generale.  4i5 

Posons  cos3  =p:  on  a  enfm,  poiir  la  force  totale  cherclif-e, 

etant  le  champ  electrostatique  au  sens  ordinaire.  Dans  nolre 
eorie,  ce  champ  rC exerce  donc pas^  comme  chez  Lorentz.  iine 
rce  eE,  mais  une  force  dependant  de  la  vitesse 

8)  eE/(:ß)=eEfi-r-^'-4-ai3v-H...  I. 

Action  magnetiqae,  —  On  a 

,  o         ßj  r\  -  r  «^'-  1 

I    K/„v  = /    •  "4-    ->  -7~  COS (■  G,  >' )  n^x'  —  6  cos  t  0,  ^  !  f/r' 

dcp    ('(»si  p.  _r  ) 

X  [dx'  cos(p,  a-)-i-  rfjc'  cosi  p.j-  i-t-  rfx;'  cosi  i,  -  >]I; 

^^     '   R  eJ    /■(  3  r    -"^^         ,  ^  .       ,         •  ,  -1 

i> //? 3  = /    j  "T  h^  -^  cos (  p,  3 )  dx  —  6  cos {-^^y  X  \  dz 

öo    cosCp,  :;  i 

X  \dx'  cos(  p,  Ä-)  -T-  ^^r'  cos  ( p,  jk)  -t-  dz  cos  (  p,  -  )]  • . 

Les  integrales  sont  etendues  ä  tous  les  courants,  eii  t  compre- 
ant  ceax  qui,  dans  le  sens  ordinaire,  sont  eqiüvalents  auxmasses 
lagnetiques  agissantes.  Les  fonclions  es,  A  ne  dependent  que  de 

et  sont  fonctions  paires  de  cet  argument.  L'electron  se  meut 

msiblement  sur  Faxe  des  x  {y  =^  o,  z=z  o),  et  il  j  a  symetrie  par 
ipport  ä  Taxe  des  y,  Changeons  donc  y  en  — y^  dy  en  —  dy' : 
is  actions  d'elements  correspondants  se  delruisent  dans  la  pre- 
liere  integrale  Rwy,  celle-ci  est  donc  nulle  par  sjmetrie.  D'autre 
art,  les  changements  de  vitesse  que  produisent  les  forces  etant, 
ans  cette  experience,  petits  par  rapport  a  la  vitesse  initiale,  une 
ction  parallele  a  celle-ci,  qui  ne  produitpar  consequent  pasdirec- 
iment  une  deviation,  est  negligeable  en  premiere  approximation; 
action  magnetique  observee  sera  donc  ici  perpendiculaire  au 
hamp  et  ä  la  vitesse,  comme  le  veut  la  theorie  de  Lorentz  et 
omme  le  montre  Texperience.  On  voit  que,  dans  ces  conditions, 


les  problemes  generaux  souleves  plus  haut  ne  sont  pas  resoluj 
ces  experiences. 

Dans  ses  reclierches  definitives,  M.  Kaufmann  s'est  servi 
mants  permaneiits  en  forme  de  fer  ä  cheval ;  on  ne  peut  cal 
R;,,-  Sans  connaitre  la  repartition  du  magnetisme.  II  suffit,  po 
huttjue  je  me  suis  propose  ici,  de  constater  que  les  forces  B 
R,„-  sonl  fonciions  de  ß,  la  premiere  ne  dependant  que  de  la  ] 
lioii  '^,  la  seconde,  en  outre,  de  'i  ;  ces  deux  fonctions  sont 
Iraires,  aux  premiers  termes  pres  de  leur  developpement  pc 
petit.  Elles  produisentdesdeviationsy  =  /(ß),  :;  =  F  (ß),  et 
clair  qu'on  pourra,  par  un  choix  convenable  <p  et  de  A,  repres 
farc  de  courbe  observe  par  M.  Kaufmann,  d'aulant  plus 
comme  il  resuite  des  recherches  de  ce  savant,  ses  experienci 
penneltent  precisement  pas  de  determineries  coefficients  det 
miers  termes  des  developpements  en  [ä.  La  theorie  de  Lo 
donne 

oü  A.  B  sont  des  constantes,  ß^  designe  le  rapport  de  la  vitess 
et  m  =z  m^^  t  3';  est  la  masse  fonction  de  la  vitesse  et  se  redi 
a  Wo  pour  ^3^  =  o.  Or  on  pourra  toujours  mettre  notre  sol 
v=/(3),  z=  F(|ä)  sous  cette  forme  nouvelle  ;  il  suffira  de 


d'oü 


a:^)=^'     ^(^)~f^' 


.>_  AF(S)  ,  _  B^/(ß) 

c'esl-a-dire  d'inlroduire  un  parametre  nouveau  [j^  et  une  for 
<^  de  ce  parametre,  au  lieu  de  ß,  pour  retrouver  la  forn 
Lorentz.  Dans  Fune  etFautre  de  ces  theories,  tout  se  passera 
comme  si  la  masse  etait  fonction  de  la  vitesse,  les  valeurs  de 
ci  deduites  des  deux  theories  etant  seules  differentes.  Une  n: 
directe  de  la  vitesse,  teile  que  celle  qu'a  ex(§cutee,  pour  les  r 
cathodiques,  M.  Wiechert,  en  se  servant  d'oscillations  hertzic 
ne  semble  d'ailleurs  guere  possible.  On  en  conclut  ce  que 
vouiions  demontrer: 

Les  experiences  de  M.  Kaufmann  s'expliquent  soit  en  a. 


tant  le  mouvenient  absola  avec  variabiUte  de  la  masse,  soit  en 
considerant  les  masses  comme  constantes  et  les  monvemenls 
comme  relatifs,  et  admettant  qae^  paar  les  grandes  vitesses. 
les  foj'ces  electrodynamiq Lies  ne  sont  plus  de  simples  fonctioris 
lineaires  de  la  vitesse^  comme  le  veut  la  theorie  de  Loreniz. 
mais prennent  une  forme  plus  compUquee, 

Dans  la  premiere  Partie,  j'ai  fait  remarqiier  que,  [jouf  des  mou- 
vements  uniformes,  i'acüon  d'un  electron  e'  sur  e  est  une  fonction 
compliquee  de  sa  vitesse  v\  dans  la  theorie  de  Lorentz,  et  que 
rien  n'autorise  ä  admettre  une  teile  dissymetrie  en  v  et  C''^ 

II  est  interessant  de  calculer  la  courbe  qu'on  obtient  iorsque,  |j 
etant  petit,  on  s'en  tlent,  dans  (VI),  aux  termes  du  second  ordre, 
utilises  en  Electrodynamlque,  c'est-a-dire  ä  la  formale  ( i3).  On  a 
alors 

A  4  ^ 

i_l_  iL  j  ,  R/;j-  =  e3H         (H  =  champ  oiagnetique  ), 

(5o)  7=  jT. '  Sr=-, 

d'ou 

A  et  B  etant  les  constantes  deja  defmies.  k  disparait  donc  du  re- 
siiltat.  Soit 

Telectron  mobile  semblera  avoir  une  masse  variable 
ni  =  jyiQ  (  r  -f-  '- — h . 
La  formule  qu'a  obtenueM.  Lorentz  (^),  en  cherchantä  eliminer 


(1)  Amsterdam  Proceedings,   1904. 


jf.S  OEUVRES    Dt:     WALliicii    niiA. 

de  ses  equalions  le  mouveinenL  absolu,  est 


2 


Les  Premiers  termes  des  deux  formules  coincident  donc. 
PoLir  m  =  const.  =  nio,  la  theorie  de  Lorentz  donne  la  par 

A  __  B 

(.511  ^=^'         ^~Ji' 

soll 

A     , 

II  est  remarquable  qiie  la  parabole  pour  laqueile  il  y  a  co 
dance  avec  Fobservation,  comme  je  Tai  montre   dans   la   prej 

Partie  (§  9),  serait  obtenue  en  remplagant  dans  (5o)   ™  ps 

et  que  les  paraboles  (5o)  et  (5i)  sont  par  conseqiient  ä  egale, 
tances,  comptee  siir  Taxe  desj'-,  de  part  et  d'autre  de  la  c( 
(jbservee. 

D'une  inaniere  generale,  onne  peut  s'attendre,  dans  une  th 
basee  sur  le  principe  de  relativite,  ä  ce  que  les  vitesses  egal 
superieures  a  celle  de  la  lumiere  presentent  des  particularites 
etranges  que  dans  la  theorie  de  Lorentz.  Des  vitesses  relative 
superieures  a  c  devront  etre  prises  en  consideration  pour  l'a 
mutuelle  de  deux  rayons  ß  emis  en  sens  inverses  par  un  gra: 
radiiim,  et  c  pourrait  meme  n'etre  en  aucune  maniere  une  vi 
critique,  ni  ^3  =  i  un  point  singulier  de  la  courbe. 

Comme  on  Fa  vn  plus  haut,  rien  n'empeche;  dans  notre  the 
d'admetlre  que  la  reaction  d'inertie  des  electrons  soit  entiere 
d'origine  electromagnetique.  Si  les  particules  projetees  p 
radium  ne  sont  pas  spheriques,  la  reaction  d'inertie  depen 
leur  orienlation  :  une  m^me  force  moleculaire  imprimera  i 
parlicules  difleremment  orientees  des  vitesses  difFerentes, 
champ  exterieur  donnerades  deviations  differentes  ;  si  la  mass 
determinee  par  un  seul  parametre,  comme  c'est  le  cas  pour  1'^ 
soide  de  revolution,  il  semblera  que  la  masse  est  fonction 
determinee  de  la  vitesse  initiale  de  la  particule  par  rappor 
radium. 
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Oll  voit  combien  tonte  conclusion,  dans  un  sens  ou  dans  un 
aiitre,  serait  prematuree  dans  ce  domaine  si  peu  explore  encore  des 
grandes  vitesses. 

§  16.  —  Gravitation. 

Les  theories  qui  precedent  sont-eües  applicables  a  la  gravitation, 
et  peat-on  admettre  que  celle-ci  se  propage  avec  la  vitesse  de  la 
kimiere  et  suive  les  lois  que  noas  avons  admises  pour  Faction 
mutueüe  des  charges  electriques?  La  reponse  est  affirmative:  les 
perturbations  soiit,  comme  dans  la  theorie  de  Lorentz,  du  second 
ordre. 

Mais  iL  setnbLe  que^  de  plus^  il  soit  possible  de  faire  dispa- 
rattj-e^  a<^ec  ces  noiweUes  formuies^  la  difference  la  plus  consi- 
derable  qui  subsiste  eri  Astronomie  entre  le  calcul  et  Vobser- 
vation^  sai^oir  la  rotation  lente  de  Cellipse  decrite par  Mercure^ 
rotation  qui  depasse  de  /\i''  d'arc  par  siecle  celle  que  les  perturba- 
tions planetaires  feraient  prevoir. 

Prenons  comme  plan  des  xy  le  plan  de  l'orbite,  le  Soleilimmo- 
bile etant  a  Forigine  des  coordonnees.  On  tire  de  (i 3)  les  equations 
du  mouvement 


dt'-      '        /'•»   ( 

\x{k  -f-  r)  dx  dr 
'ic-r-      dt   dt 


\o'    Wdl]    ~^\dt)   J  4^^        \dt)    \ 


^^'^    ^    ^'y  ^-        \^y\,,    S-^A-r/^^Y^        fdyY\        3(t-/.)   /^ryi 
df^   ~        r'^  \     ^     .\c-^    \}.dl)         \dt)   \  4c--i        \di  )    \ 

\j,{k-{-\)  dy  dr_ 
"^      2  c"^  r'-^      dt   dt  * 

ou  u.  est  une  constante  ind^pendante  de  la  planete  consideree^  et 
r-  =  a?--i-y-  la  distance  au  Soleil.  Multipliant  par  j- et  —  x^  et 
ajoutant,  on  obtient  l'^quation  des  aires 


dt 
ou 


d/     dx  dy\  ___  [jl(X:-h)  dr  /     ^  ___     dy\ 

dtY'dt'^''  dt)  '~~      '2c-^r-'      dty   dt       ""  dt)' 


dx  dy  TF7~ 

^  dt  dt 


En  coordonnees  polaires,  et  en  negllgeaiiL  les  puissan 
superieures  ä  la  secondcj  ceci  s'ecrit 


dt 


Retranchons  ensiiite  de  la  premlere  el  de  la  deuxieme  d 
tions  (oa)  les  quantites  du  second  ordre 

d-x   \  H-  k       (i  —  k)\j.x  /x  d'^x        y  d-y 


et 


d-y  i-h  k       (i  —  k)ixy  / x  d^x        y  d-y 


l^znr  — :; — ^ 


k  )]xy  /  X 


dt-    •ic-r  2C-7--      V  ^'   df^         f^    dt- 


Si  i'on  ajoute  aux  equations  ces  memes  quantites  ou 
remplace  par  sa  valeur  de  premiere  approximation  —  -— 
par  —  ^~~i  ou  n'aura,  en  derniere  analyse,  iivtroduit  qiie  di 

en  — ?  absoliiment  negügeables.  Multipliant  les  nonvellese 

dx    d'v 
obtenues  par~^j  -—■  ?  ajoutant  et  integrant,  on  obtient  1' 

de  Tenergie 


i\dt  I         2  \dt , 

^  t-HA-r  I    fdxy         i    [dyyi 

r      1      l        '2C^  \dt  J         '2c^  \d^  /   1 
|x  (i  —  k)  r  I     /dry-l  p.2 

;•        2       L        '2C-\dt/   J        2c-;'-       ^ 

Introduisant  les  coordonnees  polaires,  eliminant  dt  pai 
tion  (53),  puis  r^solvant  par  rapport  a  (-j-)  »  on  obtient, 

a  des  termes  en  —  pres, 

^ i-     i-h  i-^ i     ^_  2  ß  (  1  ^  -^-- 

r    i  2c^r       J  ' 

32  r     J 


c2r 


X 


I-+- 


— —  —1—      —f-  -4—  
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Les  maxima  ou  minioia  de  /•,  ou  axes  clerelii|Lse,soiilles  racioes 
du  second  iacteur  du  membre  de  droite  :  ils  ne  chaiigent  donc  pas 
dans  le  cours  du  mouvement :  mais  i'eilipse  elle-meiiie  toiirne  leii- 

temenl  dans  son  plan.  En  eÜel,  soit  -    =: p:  on  pourra  ecrire 


A  =  i^,  B=  ^  -:-  ä^i^^— ii,  02=1—   '''''^^'' 


3t-  a-  C-H'  C'7.- 

2C2/?  —  B 


L  ic'^'    J 


V~<^V--^  B/i-f- A. 


4^^ 

Si  l'on  part  d'une  des  deux  vaieurs  maxima  ou  minima  de/?,  cor- 
respondant  ä  une  racine  du  radical,  on  voit  que  cette  meme  valeur 
sera   reprise,   non  apres  une  demi-revolution,  o  avant  augmenle 

de  TT,  mais  lorsque  cp  aura  augmente  de  t:     i  -i-  '■    ^  '^"^,   '     ;  le  terme 

correctif  etant  tres  petit,  on  aura  done  sensiblement  une  ellipse 
tournant  dans  son  plan.  Soit  N  le  noniJ3re  de  revolutions  par  siecle : 
Fangle  dont  aura  tourne  Feliipse  dans  cet  espace  de  temps  sera 

IC- OL' 

Soient 

«0  la  distance  moyenne  de  la  Terre  au  Soleil ; 
Vq  sa  vilesse  niojenne  sensiblement  egale  ä  So^""  par  seconde  : 
a  et  <?  la  distance  moyenne  et  Fexcentricite  de  la  planete  consi- 
deree. 

L'excenlricite  de  la  Terre  etant  negligeable  ici,  on  a 

d'ailleurs,  on  sait  par  la  theorie  elementaire  du  mouvement  eilip- 
ticiue  que  ~  = r-  :  l'ane^le  cherche  sera  donc 


rJk- 
•2(1- 


5)  (^,ya. 


2  '~^' 
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cequi  donne:  pour  Mercure  (A--1-5)  3'^,  6;  pour  Venus  (Ä'+5)o'S 
poLir  la  Terre  ( A^  -H  5 )  o'^,  3  par  siecle. 

On  pourra  choisii^  la  coiistante  arbitraii^e  k  egale  ä  6^^^  ce  q 
donne  pour  Mercure  Canonialie  ohservee  de  4  l'^  pour  V^nus  < 
pour  la  Terre  3'',4-  Malgre  la  faible  excentricite  de  ces  orbites,  c 
dernieres  anomalies  ne  semblent  pas  admissibles  ;  pour  ddclder 
la  valeur  a  donner  ä  /r,  il  faudrait  donc  reprendre,  en  tena 
compte  de  la  nouvelle  perturbation,  le  calcul  des  constantes  c 
planetes  Interieures  (masses  et  elements  pour  ^  =  0)  et  les  dett 
miner  ä  nouveau  de  maniere  ä  obtenir  l'accord  le  plus  satisfais^ 
possible  entre  le  calcul  et  l'observation.  Une  influenae  sur lerne 
vement  de  la  Lune  senible  egalement  possible.  Ces  perturbatio 
ne  deviennent  d'ailleurs  sensibles  que  quand  leurs  efTets  s'ajoutc 
pendant  longtemps. 

§  17.  —  Remarques  generales. 

Entre  les  nouvelles  formules  et  la  theorie  de  Lorentz,  il  n'j 
donc  pas  de  contradiction  dans  le  domaine  des  faits  observes  \\ 
qu'ici  en  Electrodynamique.  II  est  evident  qu'au  point  de  vae 
l'^lögance  math^matique  et  de  la  simplicite,  l'avantage  rest( 
souventdu  c6t6  de  la  theorie  de  Lorentz;  mais,  d'autre  part,  ceJ 
ei  ne  peut  eviter  toujours  Femploi  des  forces  elementaires,  or 
meme  vu  que  cet  emploi  est  indispensable  dans  la  theorie  de 
radiation ;  dans  ces  cas,  il  y  aura  equivalence.  Enfin,  aucune  ( 
duction  ne  peut  etre  tiree  des  equations  de  Lorentz  avant  qu'ait 
faitelademonstration^  souventassez  compliqueej  quelemouvem 
de  la  Terre  n'influe  pas  sensiblement  surle  resultat:  ici,  l'avanti 
est  de  notre  cote. 

Une  des  idees  les  plus  fecondes  de  Maxwell  a  et^  l'introduct 
des  courants  de  deplacement,  qui  forment,  avec  les  courants 
conduction,  un  Systeme  de  courants  toujours  fermes  auxqu 
Maxwell  a  applique  les  lois  electrodynamiques  connues  (integi 
de  Neumann,  etc.) ;  c'est  ainsi  qu'il  parvient  ä  ses  equations.  ] 
developpements  qui  precedent  montrent  que  cetteappHcation  c 
stitue  une  seconde  hypothese  :  nous  avons  montre,  en  effet,  q 
notre  point  de  vue  et  m^me  ä  celui  de  Lorentz,  ces  lois  ne  s 
applicables  qu'aux  courants  neutres  et  ce  dernier  point  est,  p< 


les  lois  cl'Amperepar  exemple,  plus  importaiit  que  I'aiUre;  FliYpii- 
these  de  Maxwell  revient  a  rmtrodiiction  d'ime  loi  ele.merdaire 
pouriaquelle  tuute  base  experimentale  manqiie. 

Notre  theorie  necessile  de  noiiveau  la  distiiiction  des  coiirants 
oiiverls  et  f ernies.  Mais  si  l'on  a  egard,  noii  pas  aux  formiiles 
mathematiques,  mais  aiix  realiles  phvsiqiies,  on  Irouvera  que  les 
deiix  ordres  de  piienomeaes  sont  quaiititalivement  et  qualitative- 
ment  si  difTerents,  que  Futiüle  pratique  de  leur  sjntliese  n'esl 
peut-etre  pas  aussi  grande  qu'elle  le  parait  au  premier  ahord. 

La  formuie  pour  Taction  d\in  point  electrise  mobile  sur  uii 
autre  ä  laquelie  conduit  la  theorie  de  Lorentz  est  tres  analogue, 
comme  l'a  reinarque  M.  Schwarzschiid  (  '  u  a  eelle  de  Claosius  i  -  > 
qui  contient  egalement  les  vitesses  absolues.  Celui-ci  y  etait  par- 
venu  en  admettant,  eiitre  autres,  qu'eiilre  un  courant  galvanique 
et  une  charge  electrique  au  repos  ii  yi^  a  pas  d'action.  Cela  est  Ires 
sensiblement  vrai  pour  les  courants  neutres,  comme  on  l'a  \u,mais 
pourrait  elre  absolument  faux  dans  d'autres  cas.  Gette  Hypothese 
conduit,  chez  Clausius  comme  chez  l^orentz,  a  Tintroduclion  du 
mouvement  absolu. 

On  a  vu  que,  dans  l'expression  de  la  force  elementaire,  un  fac- 
teur  k  reste  indetermine.  Ceci  rappelle  le  resultat  anaiogue 
d'Helmholtz,  et  meme  la  formuie  (20  ),  applicable  aux  elements 
de  courant  neutres,  est  identique  avec  celle  d'Helmholtz  (•'^)  et  se 
reduit  ä  celle  d'Ampere  pour  A"  =  —  i,  ä  celle  de  F.  Neumann, 
Maxwell  et  Lorentz  pour  /r  = -4-  i.  Les  couples  qui  s'y  ajoutent 
dans  ia  theorie  d'Helmholtz  manquent  toutefois,  et  ce  point  est 
essenliel.  De  plus,  nous  savons  maintenant  que  ce  n'est  que  dans 
le  cas  oü  il  n'y  a  pas  rayonnement  que  Tenergie  reste  constante ; 
les  relations  que  l'equation  de  l'energie  entrainaitentre  lesactions 
d'induction  des  courants  ouverts  et  leurs  actions  electrodynami- 
ques  peuvent  cesser  des  lors  d'etre  satisfaites.  C'est,  en  effet;»  ce 
qui  arrive:  pour  les  phenomenes  d'induction  dans  les  corps  au 
repos,  les  equations  de  Maxwell-Lorentzetd'Helmholtz(  ^ )  devien- 
nent  identiques  si  k  =  o,  comme  Fa  remarque  ce  dernier.  Dans  ce 

(^)  Göttinger  Xachrichtert,  rgoS. 
(-)  Journal  für  Math.  [Crelle),  t.  8'J,  1877,  p.  85. 
(^)   Wissenschaft.  AbhandL,  t.  1,  p.  688.  Leipzig,  1SS2. 
(^)  Loc.  cit.,  p.  570,  equation  {S  b). 
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cas,    la  resistance,   la  force   electrostatique    et  les    acc^lerat 

jouent  seules  im  role  ;  les  formules  de  Lorentz  sont  alors  ide 

ques  aux  nolres,  qui  correspondentegalement  a  A*  =  o.  Quant 

consequences  relatives  ä  la  stabilite,  exigeant  /r^o,  alles  ne  | 

vent  s'appliquer  qu'ä  la  valeur  de  k  figurant  dans  les  phenomi 

d'indiiction  (il  suffit,  pour  le  voir,  de  supposer  les  courants  se 

blement  nuls) ;  nos  formales  j  satisfont  donc  toujours^  et  n 

parametre  k  reste  entierement  indetermine, 

II  est  interessant  de  remarquer  qne,  dans  les  corps  au  repos 

phenomenes  d'induction  en  circuit  fernie  proviennent  unu 

ment  de  la  vltesse  ßnie  de  propagation  dans  notre  theorie. 

efiet,  si  l'on  se  reporte  aux  developpements  du  paragraphe  3 

voit  qu'en  ce  qui  concerne  les  ternies  du  second  ordre  cette  vit 

finie  n'introduit  que  des  accelerations,   et  ce  sont  celles-ci 

determinent  les  phenomenes  d'induction,  car  le  terme  du  sec 

j       (^.C.  ■— ct^p cos  (p,.r)         d    w'r,        '  .  1  1 

ordre  -^ ^^ — i-^— '  =  ~ ^  qui  ne  provient  pas  de  ces  d 

loppements  donne  une  force  electromotrice  nulle  pour  un  cii 
ferme.  On  saitque,  dans  Thypothese  des  actions  ä  distance,  < 
deduit  des  forces  electroslatiques  et  electrodynamiques  les  pb 
menes  d'induction,  en  partant  de  l'equation  de  l'energie  .:  ( 
notre  theorie  elles  se  dedulsent  de  la  propagation. 

On  pourrait  determiner  le  facteur  k  en  adoptant  la  theorie 
metaux,  proposee  par  MM.  Riecke  et  Drude,  suivant  laquell 
vitesse  des  electrons  dans  leur  mouvement  moleculaire  irr^gi 
serait  Ires  superieure  a  celle  des  ions  positifs,  et  se  chifFrerait 
dizaines  ou  centaines  de  kilometres  ä  la  seconde.  Soient 
d-i  un  element  de  voIume  du  metal  ; 
YI d-z^  la  Charge  totale  des  electrons  de  cet  Clement; 
v^  leur  vitesse  moyenne. 

Le  Corps  n't^tant  pas  electrise,  l'action  de  <^t'  sur  une  char 
situee  en  xyz  sera  par  sym^trie,  vu  Tirregularite  des  mouvem( 
parallele  a  r,  et  Tequation  (VI)  donife  pour  cette  force 

öE'^tTS— A"   ,        3(r  — /O    ,  1 

'ic-r-  \      1  '2  '  J 

Or,  on  a,  en  moyenne, 


e^'  d'z'v"^ii  —  k) 

Tout  se  passera  comme  si  le  corps  porlait  une  charge  electrique 

{  —  )   '  proportTonnelle,   comme    p  ,  a  la   temperature 

isolue,  et  tres  considerable ;  cela  ne  pouvantpas  etre,  il  faudrait 
te  k  füt  egal  ä  deux,  II  est  vrai  que,  si  une  teile  action  existait, 
ne  serait  plus  guere  possible  de  demontrer,  ni  meme  sans  doute 
admettre,  le  theoreme  de  Boltzmann  relatif  ä  la  repartition  de 
mergie  entre  les  coordonnees  independantes,  sur  lequel  est 
ndee  l'hypothese  de  valeui^s  considerables  de  v^ .  Si  les  vitesses 
oleculaires  des  ions  positifs  et  negatifs  etaient^  au  contraire,  sen- 
blement  egales,  la  force  (54)  cesserait  d'exister,  sauf  peut-etre 
)ur  les  phenomenes  electrothermiques. 

On  a  vu  que  la  theorie  nouvelle  represente  bien  les  oscillations 
3rtziennes.  Les  particules  fictives  sont  alors  distribuees  periodi- 
lement  dans  le  temps  et  dans  Pespace;  cette  distribntion  pro- 
)que  ä  son  tour  des  oscillations  d'autres  ions  ou  systemes  d'ions; 

combinaison  de  ces  actions  par  interference,  c'est-ä-dire  par 
mple  superpositiou;  donne  alors  Heu  aax  divers  phenomenes  de 
flexion,  r^fraction,  etc. 

Lorsqu'on  peut  considerer  les  vitesses  etFamplitude  des  accele- 
tions  des  ions  comme  infiniment  petites,  la  concordance  entre 
s  formales  de  Lorentz  et  les  miennes,  d^montr^e  pour  les  oscil- 
tions  hertziennes,  continue  ä  exister  quelle  que  soitla  frequence: 
^ec  cette  restriction,  toutes  deuxrepresenteraient  les  phenomenes 
Optique.  Mais  lorsque  les  vitesses  interviennent,  par  exemple 
ms  l'exp^rience  de  Fizeau  sur  Tentrainement  des  ondes,  Taccord 
;sse  :  nos  fbrmules  exigeront,  comme  Celles  de  Hertz^  Fentraine- 
ent  total.  J'ai  dit  dans  l'Introduction  qu'on  peut  supprimer  la 
fficult^  en  admettant  une  certaine  reaction  des  charges  6lectri- 
iies  sur  le  mouvement  des  particules. 

Remarquons,  en  terminant,  que  notre  loi  de  propagation  con- 
lie  sans  efFort  le  phenomene  de  l'aberration  et  l'experience  de 
'ichelson,  qui  semblent  contradictoires  dans  la  theorie  de  Felher. 
n  effet,  dans  la  seconde  experience,  les  sources  de  lumiere  6tanl 
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entrainees  dans  le  moiivement  de  ]a  Terre,  la  vitesse  de  l 
lumiere  par  rapport  ä  celle-ci  a  une  autre  valeur  qua  la  vitesse 
la  lumiere  des  etoiles,  qui  est  independante  du  mouvement  d( 
Terre  ;  l'expHcation  si  simple  que  donnait  de  Faberrationlathec 
emanative  de  la  lumiere  subsistera  dans  ses  traits  essentiels. 
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RECHERCHES  CRITIQUES 

StR    LES 

HEORIES  ELECTRODYNAMIQUES 

DE  CL.  MAXWELL  ET  DE  H.-A.  LORENTZ. 


rchives  des  Sciences  physiques  et  naturelles^  4^  periode,  t.  XXVI, 
aoüt  1908,  p.  209-236. 


L'histoire  des  idees  nouvelles  introduites  par  Maxwell  dans  la 
ience  de  Telectricite  et  des  tlieories  qui  en  derivent  constitue 
rtainement  im  des  chapitres  ies  plus  interessants,  siirtout  au 
>int  de  vue  psychologiqiie,  deFhistoire  des  sciences.  On  saitavec 
lelle  repugnance  Ies  esprits,  habitues  ä  laclarte  limpide  qui  d 011- 
it  aux  theories  classiques  de  la  Physique  mathematique  uue  si 
Ute  valeur  esthetique,  ont  admis  ces  Idees  nouvelles,  perturba- 
;ces  de  l'ordre  etabli,  et  qui  semblaient,  il  faut  bien  Tavouer, 
rangement  confuses  ä  premiere  vue.  C'est  de  i856  que  date  la 
emiere  publicatlon  de  Maxwell,  a  On  Faraday's  Lines  of  Force  »; 
3nte  ans  plus  tard  encore,  il  fallut  toute  l'autorite  d'un  Helniboltz 
>ur  obtenir  que  la  theorie  nouvelle  füt,  non  pas  admise,  mais  du 
oins  trouvee  digne  de  quelque  interet.  Ce  furent  Ies  experiences 
:  Hertz  et  de  cenx  qui  l'ontsuivi  qui,  en  demontrantFidentite  de 
lumiere  et  des  oscillations  electriques,  et  confirmant  ainsi  Ies 
ies  geniales  de  Maxwell,  briserent  Ies  dernieres  resistances  et 
)nnerent  ä  cette  theorie  droit  de  cite  en  Physique.  On  reconnut 


diflferentes  :  celle  d'ime  tentative  d'expHcation  des  actions  ele 
ques  par  les  proprietes  du  miliea  qui  en  est  le  vehicule  (exp 
tion  qui  conduit  Maxwell  ä  des  hjpotheses  accessoires  divers 
oü,  malgre  ses  efforts,  il  a  completement  echoxie  en  ce  qui 
cerne  l'electrostatique),  et  celle  d'une  description  purement 
nomenologique  au  moyen  d'equations  aux  derivees  partiell 
d'une  hypothese  sur  l'energie  electromagnetique,  et  oü  inter 
nent  certains  vecteurs  qui  caracterisent  l'etat  electrique  et  ma 
tique  du  corps.  II  n'y  a  qu'ä  choisir  cette  seconde  methode 
etre  ä  i'abri  de  bien  des  difficultes. 

La  theorie  de  Maxwell,  etendue  par  Hertz  aux  corps  en  mo 
ment,  ne  s'accorde  pas  avec  certaines  experiences  optiques  {i 
ration,  experience  de  Fizeau,  etc.),  nl  avec  Celles  d' Eichen 
sur  Faction  des  dielectriques  mobiles.  La  forme  nouvelle 
H.-A.  Lorentz  donna  ä  la  theorie  de  Maxw^ell,  au  contraire,  e: 
parfait  accord  avec  ces  experiences  ;  de  plus,  en  reprenant  l'h 
these  de  Fechner  et  de  Weber,  que  tout  courant  electrique  es 
courant  de  convection,  c'est-ä~dire  est  du  au  transport  de  I 
tricite,  hypothese  que  les  recherches  recentes  confirment  de 
en  plus,  il  simplifia  considerablement  les  equations  ;  la  con« 
tion  atomique  qu'il  attribua  ä  l'electricite  permet  une  vue 
claire  et  plus  precise  desphenomenes.  Enfin,en  considerantP* 
comme  immobile  et  present  meme  a  Finterieur  des  atomes,  il 
prima  une  indetermination  de  la  theorie  de  Maxwell  qui  n'ava 
etre  corrig^e  jusqu'alors,  indetermination  r^sultant  des  mc 
ments  de  l'ether,  qu'exigeait  aussi,  sans  les  preciser  suffisamr 
la  theorie  de  Hertz,  mais  qu'aucune  experience  n'avait  jama: 
mettre  en  evidence.  Enfin,  la  compenetrabilite  reciproque  et 
plete  de  l'ether  et  de  la  matiere  explique  que  les  corps  se  mei 
ä  travers  l'ether  sans  eprouver  de  resistance,  et  que  le  « 
d'ether  »  de  So^'"  ä  la  seconde  qui,  selon  Fresnel  et  Lorentz 
verse  la  terre  emportee  dans  son  mouvement  autour  du  Soleil, 
jamais  pu  ^tre  mis  en  evidence,  meme  par  les  experiences  les 
delicates. 

En  reduisant  ainsi  la  theorie  de  Maxwell  ä  sonexpression  h 
simple,  et  en  supprimant  bien  des  difficultes  mathemathii 
M.  H.-A.  Lorentz  a  comble  Fahime  qui  separait  la  theori 
Maxwell  des  theories  classiques,  fondees  sur  la  notion  d'act 


sLance,  et  precise  les  rapports  reciproques  des  equations  de 
^eber  et  de  Clauslus  d'une  part,  de  Celles  de  Maxwell  et  des 
ennes  d'autre  part.  Ce  rapport  est,  comme  on  le  verra,  bien  plus 
roit  qu'on  n'aiirait  cru  au  premier  abord. 

Mais  la  theorie  ainsi  simpliliee  presente  un  autre  avantage  :  c'est 
;lüi  de  permettre  une  critique  plus  rigoureuse  des  principes  sur 
squels  eile  s'edifle.  Ces  principes  sontde  diverses  sortes.  Ce  sont, 
abord,  les  bases  experimentales  de  la  theorie:  Fexperience,  qui 
mble  ä  premiere  vue  avoir  si  pleinement  confirme  la  theorie, 
aurait-elle  pas,  sans  qu'on  s'en  doutät,  porte  toujours  sur  cer- 
ins  points  en  laissant  d'autres,  tout  aussi  importants,  dans 
3mbre?  Quelles  sont  les  modificatlons  qu'on  pourrait  apporter 
IX  formules  de  Lorentz  sans  toucher  a  aucun  fait  d'experience? 

En  second  lieu,  quelle  est  la  signification  vraie  des  vecteurs 
Tce  electrique  E,  Force  magnetique  H,  qui  entrent  dans  les  equa- 
ons?  Et  comment  se  fait  le  passage  de  celles-ci  aux  faits  d'expe- 
ence  qu'elles  doivent  representer?  Des  questions  analogues  se 
>nt  posees,  on  le  sait,  pour  la  Mecanique,  et  n'ont  regu  leur 
)luLion  que  ])ien  recemoient.  Or,  par  la  notion  de  masse  electro- 
agnetique,  par  l'impuissance  oü  la  theorie  se  trouve  d'expliquer 
s  phtünomenes  par  les  proprietes  mecaniques  de  Fether,  a 
hysique  moderne  a  ete  amenee  a  concevoir  inversement  une  or 
ne  electromagnetique  des  lols  de  la  mecanique,  et  a  faire  ains 
e  l'Electrodynamiqiie  le  pivot  d'une  conception  nouvelle  de  la 
?iture,  remplacant  l'ancienne  conception  mecanique.  II  est  donc 
articulierement  important  cfu'aucun  nuage  ne  voile  les  fonde- 
lents  logiques  de  ce  vaste  edilice  intellectuel. 

On  sait  que,  parmi  ces  bases,  se  trouve  l'hypothese  d'un  Systeme 
:)solu  de  coordonnces  et  que  Texperiencede  Michelson  etMorley, 
L  d'autres  plus  recentes,  ont  sur  ce  point  donne  un  dementi  formel 
la  theorie:  comme  en  Mecanique,  la  translalion  uniforme  d'un 
^Sterne  ne  semble  pas  avoir  d'influence  sur  les  phenomenes  opti- 
ues  et  electromagnetiques  cpii  s'y  passent.  MM.  Lorentz,  Einstein, 
oincare  et  d'autres  se  sont  donc  demande  quelles  hypotheses 
ouvelles  il  faudrait  introduire  pour  rendre  raison  de  ce  fait,  sans 
-yucher  aux  equations  fondamentales .  II  se  trouva  qu'il  faut 
gnoncer  a  la  notion  classique  d'un  temps  universel ;  faii^e  de  la 
imultaneite  une  notion  toute  relative,  supprimer  la  conception  de 
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i  mvanabilitä  de  k  masse,  supprimer  cell.  ^. 

Pnmer  las  axiomes  de  la  oinlZ^  :  <"  "^'^'"'' '"P- 

opposc.  des  .a,oJß  ^e  r:ooL"t7de":L'^"^  '"'^  T' 
Pl"s  que  la  .iiesse  relative  de  oes  ravon!  ,  /  "'  ™  "'  *"' 
mais  eile  sera  feale  a  ,„/  ,  ^  "^^  "^"^  »oooookm:  scc, 
^.au.  po„  „„  olllTZ':  ■  ^";  ^^  "'^'>-.  ''-..  .e„,p; 
le  seront  plus  po„  u„  bLva  e„  r"  '^  ?""''"'^  ^''"""""^^  - 
chosa  carieuse  el  di.„e  de  Z  '  T^'^'  P=""  "'^PP°'-'  ^  ^-  El. 

»^es,  „n  auraitcn,   Sfsam   „r";       "  '"''  "  ^  ^  P™  ''■- 
qu'elle  entralne  sauWu'^e"",'"  "T  "''°"^'  ^^  »°"'«^ 
'e  quiiest,  les  equationsdeMaTivoll=„   .  ■,     i  ''"'-'''■'' 

«  absolu»ent  intangib  es,  que  ces  co„  ^"^■''«es  commo 

sonne.  PJutö.  que  de  con  Iure  '  ;;™=;=''"^""«^  "'»'H  effraj^  pe... 

»odifieas  plus  i„  moh.  p  „rJe:;r'''°T.°":  '^^^"-^  ^'^^■« 

oindmatique,  la  no.ion  da  tel"     1    A        ''    ''"^^  *  '^"'""  '' 
".oJns  sjsttoatique„.ant   perdanu       f  *"''  "°"  '^°'^  P'"^  "" 

vrai.nan,  une  confiance  si  axcaX "  ^'^'''"""'"^  »--itent-elle,, 

U  reponse  est  nettemenl  nfeative  „^  • 
>ci  un  r,;sum^  des  critmne.  ,      "'^' f  J*"'<=  Proposedapresenter 
Maxwell  etdeWnurda,         '"""  ''"""^ ''^^  '"  *'^"-  Oe 
con.pone.  Le  lecte:   trouv    a r:':'"'"  "P^"-"^'-  <J"'o"e 
des  d,;monstrations.  "  '""■'=  '*^'^"°''-«  ( ' )  le  <lelaii 

taÄt:^i::S:rHl""  '""^'  '^^  ^'-'^o-  ^-^»-n- 

(on  force)  ^lectrique  cla  ^- !  ™?T  T^"'"'"^'  ^^  1— teu,- 
Oensit^^lactriqueenünplTr^;  f  .';.'''»■-.?(-.--.')  la 
-ttc  Charge  li,e  ä  un  ion  ou.Uoi'ol  ■  7'X  '■'  "  ''  "'"^^  '' 
composante  dW  vactaur  Iln  T  ,  '  "  '''^^'gnons  par  A,  la 
vecteui  A  dans  la  direction  /.  On  a 
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;t 

ö^jC          (i^           c       d(  '  dz          dx   ~     c       dt 

d^  (My  ^     ^     ,^^ 

dx          dy  dz        '     '  ' 

(tZH^        <^Iiy  «iH^  _ 

flfx           dy  dz  ' 


v: 


Le  champ  ainsi  cree  dans  l'etliei^  exerce  sur  l'dleinent  de  charge 
f/xla  force  m^canique  reprdsentee  par  le  vecteur  Fpc/T,  oü 

VI)  F^.=  li:^-hi((^,.I-I,-P,H,0,       F,.=  ß,.H-i(p,H,-P.,H,),     .... 

M.  Loreiitz  considere  uniquement  nne  certaine  integrale  parti- 
uliere  du  Systeme  I  ä  V,  qui  s'obtient  par  la  consideration  des 

poteniiels  rctardes  ».  Oii  ddmontre,  en  eflfet,  que  toute  integrale 
e  ce  Systeme  peut  s'(5crire  sous  la  forme 

d^        I   dh.x  r.  dA^        I   dk.y 

VII)  li,  =  -_----— -,         L^.__„__-^, 

\TX\X\  TT  ^^=  ^^^Vv  TT  dkx  dkz 

4y         dz  ■'         dz  dx 

5s  fonclions  <I>(potentiel  scalaire)  et  h-^.  hy  h-z  (composantcs  du 
lOteiitiel  vecteur)  (ütant  continues  avec  leurs  deriv<5es  premi^res 
ans  tout  l'espace,  s'annulant  a  rinfini,  et  satisfaisant  aux  ^qua- 
ions 

IX)  _^.^___A*  =  4-P, 

I    oJä  A^  4Tip<^.^  I     d^ky  4^P<'y 

'     c^     dt^  c  c'-     dt^  ■'  c 

dkx       d\y       dkz  _  _  l  f^ 
'  dx  dy  dz  c    dt 

Les  fonetions 

XII)  ^{x,  y,  z,  t)  ^JJJILL^, 
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sont  des  integrales  parUcidieres  du  Systeme  IX,  X,  XI  ;  elles  ont 
la  forme  de  potentiels  newtoniens,  avec  cette  differeiice  qu'au  heu 
de  prendre  la  valeur  de  p  au  point  x' y'  z  ä  Tinstant  t,  il  taut  le 
prendre  ä  l'inslant  anterlear  t  -  -^,  oü  r  estladistance  des  poiats 
xyz,  x'y'z' ;  c'esl  ce  qu'avec  M.  Lorentz  nous  indiquons  par  la 
nolalion  [p'],  [p'^^],  etc.  ;  on  a  plus  generalement 

Le  champ  est  des  ]ors  completement  determinö,  et,  en  introdui- 
sant  ces  valeurs  dans  Vil,  VIII  et  VI,  on  obtient  une  expression 
analogue,  c'est-ä-dire  une  integrale  triple  etendue  ä  des  «  forces 
retardees  )),  expression  assez  compliquee,  et  que  nous  nMcrirons 
pas,  mais  qui  exprime  la  force  subie  par  un  point  ölectrlque  de 
Charge  ^gale  ä  l'unit^,  au  moyen  d'actions  El^mentaires  analog'ues 
ä  Celles  que  Ton  considerait  dans  l'ancienne  electrodynamique,  h 
ia  notion  de  Iransmission  non  instaniande  pres,  qu'on  retrouve 
d'ailleurs  chez  Gauss.  De  cette  fonnule  resulte,  dans  le  cas  ou  deux 
^lectrons  sont  ä  une  distance  finie  Tun  de  l'autre,  et  solis  cerLaines 
conditions  generales  qui  sont  ici  sans  importance,  J'expression. 
suivante  (')  de  la  force  qu'exerce  l'dlectron  e'  dont  la  vitesse  est 
v'j.,  p^,  p'^,  et  l'acceleration  cv^,  w'y.^  (v'j.,  sur  l'^lectron  e,  de 
vitesse  v  : 

(XIV)    Fj:=ee'    K^;-!-^    ((^xK^-<- «^/Ky-t- i^- K,  j  cos(ra7)— (^^  Ka;       ; 
oü  K  est  la  force  ^lectrique  en  x,  y,  z  ei  Sl  pour  expression 


i  — 


(XV)    K:,  =  . 


La  distance  r  est  dirig^e  dans  le  sens  de  e'  ä  e  etles  quantitds  p', 
w'  doivent  ^tre  prises  k  un  instant  anterieur  t'  tel  que  l'onde  eman^e 


(')  Celle  expression  a  ete  donn^e  par  K.  Schwarzschild,  Göttinger  Nachr. 
Math.  Physik.  Klasse,  1908,  p.  126;  voir  aussi  H.  Poiucare,  Rendiconti  del  Giro, 
math.  di  Palermo,  t.  XXI,  p.  129  (1906),  et  P.  Langevin,  Journal  de  Physigue, 
1904. 


\l\.  SrU    l.HS   TtlKOUlK.S    KI.KC.TnoilVNAMIQllKH.  /\T\ 

f.fit  InsliuU  ulU'i|iUO.  (•  ä  l'lusluul  /'.  Les  c(Mtr(loniuU'.s  .r',  y\ 
'",  .r,  r,  3  dt-  r  et  ItMirs  tloriveies,  h'S  viie.ss«s  et  les  acctVlora- 
«•taut  (It's  Inufllotis  Iticu  (IrtonuiutSe.s  du  lf»mps,  Tinslant 
isioiv  /'  <'st  ti(uuu''  «'u  fouclioti  implicil«  de  f  par  l'('<|\vation 

(■«(/        /'»^    •  l-ri/l       .r'(/'ip  S-l.Kfn ,)''(^')lä   l-(stn     •^'(rilä. 

IS  h^  cus  (u'i  U»H  viti'ssesi  stiut  trt's  infei'ifnu't'ü  a  celle  de  \i\ 
rf»,  et  uu  l«s  clumgfMncnts  ac  sont  [)as  lr()|)  rupides  (tUats 
slulitmuairi'.H  j,  (•'cst-Ä-dirc  {lans  lu  phiparL  des  cas  cpii  sc 
itt'.nl  VAX  t'h'ctiHid  vuumitpu'.  (t-n  exceptaulles  (Kscillalinns  hart- 
*s  rt  lf«i  es,p«*ri<'uc«'.s  ilc  M.   Kaufmann  sur  lex  rajons  [i),  oa 

lrv<'I«i[ipr'r  im«*  ftnuMion  IcU**  <pie  /*  f  /  •  ]  pur  In  forniulc 
vlor 

fit      '')      /(/i       ^'  fiti  ^  i~  /M/i      ... 

^ligcr  It'H  H'tint's  tivnnl  —  t-ii  facleur.  On  (djlieul  alors  r«(:li(»n 

nlHü'«*  fXinTt''{'  par  r«'  Mir  f  sotiH  la  forme  d'tine  nnlion  a  dis- 
,  -.  iHunt  la  dinlnnre  cl  t%  f',  iv'  les  vllesses  el  aceeleralions 


,,  ^__  .  ,.,.,„....-,.,_  ^.__„,.,.-„  ^ , 

Uf  frirmr  t-nt  piirtifulirrfnunit  pnipi'c  u  \u  diHcns.sitm  et  a  tine 
laniisrifi  uvr-f  hss  l!u'*<>r»{'H  (dasHicpicj». 

tpii  vicut  ti'tMn*  dit  sie  In  ihenirU*  de  Lurent'/,  suffjra  pour  per- 
<f  wu  leettnir  de  .n'orieiüer  sur  le.s  erilitpies  (p>!  doivenl  iHre 
st^en  II  eelte  ihrorie. 

d'ub»>rd,  e(»i»ime  ii  w  i'Me  dit  plvi^  hiiU,  M.  Loreuf/,  ue  cousi- 
{|ur.  U's  integnde!»  piirlirulierej»  XI!  et  XIÜ  du  svslenie  d'tujua- 

imx  derivre»  parlttdie»  IX,  X  et  XI;  pai'  lijp«)lhe.He,  il  dearte 
1  wulre  integr.di*.  Heuminpunis  riniporliinee  fondauientule  de 

reslrirliun.  I**»r  oppuHtlion  aux  pheiioinenes  inenani({ues,  les 
omenrH  »MertnuniigntHicpies*  hunt  eii  gt'menil  irrdveesibles  a 
*  de  ht  rmiiatitni.  Mai»»  les  e(|uam>nH  de  Lorents'.  ne  elmugent 
[uand  tm  v  ehaugü  le  sigue  dn  teinps  :  elie.s  couliennenl  l'afür- 
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maüou  de  la  revcrsibiÜLÖ.  Au  conlrai.ro,  .lans  les  pulrulich  relaJ- 
des  et  les  aclions  elemenlalres  XIV,  les  direr.lion.  posiLive  et 
ncgalive  du  lein|3S  jouent  des  roles  lout  dinereuLs.  Ou  v  ii  uiU'O- 
düit  iure  vitesse  doni  Uest.par  hyinUlu'sc,  impossiUr  de  changer 
leseas:  c'est  la  vit.esse  avec  laquelle  les  oudcs  s'rfoi^nent  ccm- 
stamment  des  corps  ciul  les  onl  eiuiscs  :  c'esl  de:  lä  eine  dtu'oule 
Firreversibilite  des  phenomenes  eicclroniagno-ll()iu;s.  ür,  oii  vörifie 
facilemenL  qiie  le  Systeme  IX,  X  et  \i  admel  uue  iulinitc  d'autres 
integralesqueXlletXl[l,sallsfaisautuuxcüaaili()nsdeeonlinmlÄ 

etauxconditions  ä  Vhximl:  J'iiitegralogcuerale  (umiporle,  eii  eflaU 
deiix  fonclionsarhitraires.  Parmi  ces    iulrgraltis,  les  iiiies  corres- 

pondenta  des  ondes  convergenies  :  au  licu  de  Pargunienl  t  —  ^  elles 

dependeut  de  l'argunient  /  H-  '-  et  ont,  du  rrsU;,   la  (onne  Xü  el 

Xlil:  ces  ondes  viennent  donc  de  I'inlini  et  («onvcrgctU  uiiique- 
ment  vers  les  points  lui  se  trouvent  iic^  cliarg<'S  (•lc.cli'i{jucs,  de 
meme  que  les  potentiels  retardes  eorrci-poiulcut  unitjucmenL  ü  des 
ondes  qui  s'dloignent  de  tels  points.  U'autrcs  integrales,  uu  con- 
Iraii-e,  peuvent  etre  considörees  connue,  correspoudaut  ä  des  ondes 
qui  convergent  vers  des  points  de  l'etlieron  s'eu  eloigiient.  C)r,  ori 
däniontre  que  toutes  ces  ondes  sont  pliysicjuenieiU  al)surdes,  car 
elles  entrainent  la  possibilite  d'un  perpetuiuu  aiohilo.  Kn  parlinu- 

lier,  si  dans  XII  et  XllI  on  chaniie  /-  —  -  en  l  H~  '  i  c'est-a-dire  m 

l'on  change  le  signe  de  c,  on  vdrifie  saus  peinc.  ((uc  le  sigiie  du 
vecteur  radiant  de  Pojnting  change.  Puisquc  la  preuiicre  solutioa 
correspond  a  des  Corps  qu'i  pe/rle/it  de  renergic  lorsqu'iis  rajoft- 
nent  (c'est-ä-dire  lorsqu'ils  contiennent  des  |)arlieules  anlinecs  de 
iDOuvements  non  uniformes),  la  seconde  corrcs|)ond  a  uii  gaf/i 
d'energle^  et  cette  (Energie  n'est  perdue  par  aucun  aulrt;  corps,  eile 
vient  de  l'infmi,  et  est  fournie  uniqueuient  par  l'öthei',  nlservoir 
inepuisable  d'energie  electroinagnetiquc.  Or,  an  sjstcune  qui, 
dans  de  telles  conditions,  gagne  de  l'energic  est  un  perpetuum 
mobile.  Les  equations  de  ßfaxivell  et  de  Lorcntz  admelteni 
donc  um  infinite  de  Solutions  saiisfaisant  ä  toules  las  condi- 
tions de  la  theorie^  mais  incompalibles  cwec  Vexperience. 

II  est  donc  certainement  indispensable  de  faire,  seit  sur  l'etat 
initial,  soit  sur  les  conditions  ä  l'infmi,  des  hypotbeses  suppl^men- 


\1\.  Sl  U    t.KS  TIIKCUUKS   KI,i:(;TU(niVNAMIUl'KS.  /i'M 

tjiit  t'Ciit'ttMvt  tl'iiuf  uiuuli'rc  uhsolunicul  j,^thuM-alc  clcoinploU^ 
utitiT  Holmitm  qiic  XII  fl  Xlll.  Ol-,  il  .s(>inl)lc  (juc,  cela  soil 
ssihlf  saa^  fe'Ufm<-«'r  aus  Iniscs  iiK-mcs  de  la  liu-oinc.  .Fai 
rr,  «ni  clVt't  (  /«»f.  r-//.,  js.  i(i(i  d  suiv.  ),  (pic  la  seuhi  coiulilum 
ssll>h>  t'l  suflisaut«'  f.sl  (jti{^  l<-s  (onmilf's  \||  ci  X||I  soleiil 
res  |K)Uf  ['('lal  initial  a  riiislanl  t  t^  vi  puiir  riuslaiit  ('onsi'-- 
/ft  '  iif.  'l'{^^Ut•^  It'h  aulres  livpnllirsfs  proposecs  jiis(|ii'i(M,  v.n 
•tiliiT  rhvputlu'-Hf  lailc  par  Poiiicart'",  Aliralumi  el  (raiilrcs,  quc 
janips  stiul  uuK  n  ^rauclc  dislancc  pdiir  riushuil  inilial  /„  soul 
juHnil»les:  la  tliTnlrn-,  jiar  t'vciuplo,  rondnil  poiir  /•-.;  /^  n  das 
■^  (Uu't/ai'iHCNf  rtifn-t'j-^-r/ih's.  Mais  cxij^ci'  (pi'aiix  instanls  /„ 
.  f//  \v  fhaiDp  <M)n-t'spt»ndc  au\  foi-mulcs  XII,  XIII,  c\>.sl 
UUT  uiH'  cimdiliim  (|tii  ii'a  pas  de  srit.s,  .siirloiit  daus  Ics  idd«'S 
a\\\tdl.  ('.«dui'fi,  «Ml  (dVct,  ftuiNidrrail  {•umnic  im  poinl  cssen- 
U«  sa  dofh'itu'  ipi'<dlc  u'cutviuni'  pas  la  f.oiihidi'rnlion  ilt*s 
US  vlvnwnl.Hvrs  <■{  de  l'urifiiiK'  du  cliamp,  et  cprclle  ii'a  a  sc 
•ciiprT  tjur  il«'  rt'nt(Mira|jif  imini'dial  du  ptdal considöro.  Oii 
pi'il  um  t'Hi  rit'it  c'l  (pic,  pnur  (''Hmlucr  Ics  .sohuions  phvsl~ 
ictit  tiuptisnildcs  t\f  {'v%  «'(piatious,  il  nv  voiv  (pi'ä  adtiplcr  ^f 
i  1«'H  fiintHilcH  «Ics  ptHcüticls  fclai'dt'.s,  (pu  di.sliuf^ucnt  le.s 
i\^  (•IcuH'UtHircf«  ctiinnic  Ics  ihcnrics  clas.sicpics,  et  ä  vt'i'Kicr 
\vH  HatiHfout  aun  i'-cpialions,  Cch  actions  («Icmcnluircs  penivcut 
<*nniplclctucnt  rciuphu'ci-  \v>  «'•(puilimi.H  aux  dcrivccs,  tandis 
In  pt'tipusiU(Hi  iiivci'HC  li'csl  pa»  vraii".  /.#'.v  f'fft/((fi()/is  e/i/x 
•i'i\s  fHirn't'iifs  Html  t'ssciitit'Ui'utent  ifft/>/'e>pres  a  twjtvimev 
finidr  r/f'.v  tun  ilr'  1(1  pfofmg(tti()H  e/(>s  (tcdons  /'tcclrif/tics  et 
netist'x, 

lis  »«luptiiüH  la  rtiruiuli^  i\v^  ptilciilitds  cctardcs.  (^)u(dlc  (!.sl. 
j^iulituiliuij  den  vcrh'iirH  l'*,.  11,  qui  scmhlcut  dir«;  den  con« 
mis  hJ  cHscnUicllcH  «Ic  ht  lluniricl'  Je  dis  tpie  cch  vcclcMirs  «'('li- 
nl  rtiuiplrtcfttt'ul  »'t  HC  juticnt  (pH?  Ic  r6lc  d'nnc  (um.stiMudion 
cunüiquc  ulilf  daus  \\n  «'cr'Uiiu  immltr«  de  <'as  purliculiei*s('). 
llct,  Hans   ronnailrc   la   Hii^iulicatitm  de   \\  vi  II,  «ü   [>eu!  pur 


nr(iuu«fri"ifii'ti!.  hm  «it^fiiiit  K  «ituHm'  fon-t*  int^fiiiiiqiit'  t't'N,en:a»l  stif  l'unid' 
rgf  f(i  uti  jiurnt,  i-ntv  <  liargr  tUatil  ni  n'|iii»  pur  rapiKirl  h  Vvün'v.  Or,  iious 
tili«»  r«^jili%rr  «-rttf  «■i»nilit«iiri ;  l.(  «ItHiniHnii  cl«»il  rlonc  tU'i-  t't'jt'tt'c,  V.w  rcdlilt-, 
tl»ni  rv««  j4tnd«s  tjtiR  V,  rl  l'n«  «'tt  tliMiui!  K,  H  par  VI;  ff-^  vtH-lfUis  soal 
i  firit  (r-*  «•tjUtftiHtH,  Il  »jueliptr  (Miiitl  «Ir  \  ur  rju'titi  «f  phit'e. 
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hypolhöse  inlegrer  les  equations  au  mo jen  de  XII,  XIII;  on  n'att» 
qu'ä  introduire  ces  valeurs  dans  VII,  Vlll,  Vi  ponr  obtenii?  k 
quanlit^  F  (ou  force  mecanique  exerc^e  siir  l'unite  de  chatfCi 
exprim^e  comme  somme  d'aclions  t^lemeataires  exevvAes  par  l«* 
autres  elements  de  la  charge.  Or,  F  s'elhnine  liii-m^me,  car  l« 
repos  et  le  mouvement  de  l'^lectroii  ou  du  Systeme  (^lectris^  eil, 
parhypothese  (qu'il  existe  ou  non  des  masses  re^elles),  d(^termi«* 
par  le  principe  d'Alembert 

^^^^^^        2  ("^  'j^  ~  '^■*'~  ''■'■)  ^-^  ■+■•••  == "' 

oü  Ton  suppose  F.«  remplacee  |)ar  sa  valeur  donnee  pjir  les  acüo»» 
elementaires  et  oü  P  veprösente  la  n^^sultaule  des  forces  non  dler- 
triques.  Or,  c'est  seulement  ce  jnouveaient  ou  ce  repos  qui  tout 
l'objel  de  Texperience  ;  ic  champ  daus  TeLlier  pur  ue  joue  jaiiiais  dr 
röle.  En  efFet,  pour  connaitre  le  champ  en  uii  poiuL,  iioiis  somnie^ 
oliliges  d'y  placer  une  cliarge  eleclriquc.  II  en  sei'ait  aiilremenl  »* 
E,  H,  modifianl  T^ther,  le  mettaient  en  mouvemonl.  ou  changeaiettl 
sesproprietds,  comme  lesupposait  Maxwell.  On  ponrrait  alors,  p«r 
exemple  par  des  intei-ft^rences  d'ondes  lumineuscs,  inetlre  en  im- 
dence  ces  modiiications  sans  placer  une  charge  au  point  consldir#^ 
De  nombreuses  exp^riences  entreprises  dans  ce  sens  ouLconslaBB- 
ment  donn^  des  r^sultats  n<^gatifs  ;  rhypothcse  de  Icls  mouvemeöt» 
n'a,  d'autre  pari,  conduit  ä  aucune  explication  nn'icaniqne  des  lol» 
electrodynamiques.  M.  Lorentz  elaveclui  heaunoup  de  physicißi*» 
onl  donc  6te  amenes  a  en  faire  abstracliou. 

Nous  voyons  donc  qu'en  se  pla^ant  uniq^emcul  au  point  de  VUM 
desfaits,  on  peiit  se  passer  coniplctement  dos  noiions  de  chatti|* 
^lectrique  et  magnetique  et  des  dquullons  aux  ddrivees  partielle«* 
avec  leiirs  conditions  de  continuitc  ;  ces  Clements  sonLiusuffisante« 
nous  l'avons  vu,  pour  d<^terminer  la  Solution;  ce  soiit  les  aclioTI« 
Elementaires,  ou  plus  exactement  l'equation  XVII,  et  non  les  tSqi»»* 
tions  aiix  derivees  partielles,  qui  sont  l'expression  coMipl^.le  el 
adäquate  de  la  th^orie  de  Lorenlz.  Les  premicres  onl  d'ailleurs  Ir 
grand  avantage  de  ne  contenir  qlie  des  relalions  de  leinps  et  d'et- 
pace,  avec  certains  coefficients  invai^ables  nommes  charges  dlec- 
triques.  La  notion  de  force  s'en  eliinine  completement. 

Or,  comme  l'a  montrd  M.  Schwarzscbild  (loc  CiL),  ces  acliött.* 


\l\  ti  M   r,t  H    nilUhtKH  j.t.lUlTiKUÜN.VMlUl  KS.  .fS; 

rl»*mt»ul.uir-.  •»»•  r.ill.irhrut  i\v  \.i  fartsn  la  plus  uuiiH'ilialc  aiix  iIumi- 
lii'.*  I  l.t>.Hmur«..  ( '.l.iif^it!«»  .i\,Ht  iiiiliqiit«  unt»  fi)rimilt>  tjui  (ixprlme, 
tl.Hi'.  rh\  ji«t{hf'>r  «Irn  .triitiUH  u  tlislnnrr,  ruclitm  d'mu*  cluirj^c;  («u 
mnu\r{u«-ut  Hur  nut-  .aitir  trurmtilf  uuahi^uf  a  la  ('('Irlirt'  Inrimilo 
t!r  Wriii't,  tn.ii-*  «|ui  |«.tr!  «Ip  la  i-i»nHi«lrrati<m  tlc  luouviMuciils  ahsii- 
Iti-i;  il  »lullil  «r^  uilNuluirt*  la  |«ii  tir  jtrdjiagHlItm  de  la  lmni(\rt', 
jiuitr  uhtriHt  I4  fiirimitr  »Ir  I.tirrut/..  Si  Ton  honj^e«  (pic  crlte  inchnt! 
i.l«r  «-Lul  tlr\Ä  M'tmv  .1  CJ.jiH'i  t't  ä  Iliruiauu,  i>u  s'f^ltuuu'ru  de  voir 
M»ni}»«»-f»,  *.Htf.  vv  i*tj»j«»iti,  la  «.fir«!»«'!'  hVhI  «'hngntH'  tiu  dt'vtdttpne- 
jtirnl  rij  l}|4i»«'  «fjuii«-,  ci  |j.n  qtirU  cljcmiuH  f ItHnunu'-s,  pur  t|uelleH 
i.tuKH^.atllr-.  j««|,'i«|iir'.  rllr  a  pannr  pfiuf  rt'Vi'uii'  hj  pn''h  de  Min  poiul 

♦  fr  drp*»r{. 

Main  a  «.«ii^irr»",  rlit-mm'»  drtcuii  lu's,  eile  u  gaf^tu' sous  bi<'n  (I«h 
i.ippuJi-.  Mir  a  *i|)|»i«?i  a  I  uiirrviiir  la  hiuii«Te  «'«ujuiu'  un  pluhio- 
uH'itr  »-In  iinj»rt^iir|jis|Hr,  r!  vt*l\t'  rnurrpliuii  ftindiuiirntah'  a 
HiMilihs*  |tn»lti»ilr!j»rt»{  rt  )|i!mtnr*  rUf  nnHuf.  C.ar  tont  cv  qm  a  e^tn 
»IjI  |t!»i^  l»4itl  «ir%  nlsrittJiHrnr«.  i<lt«iiHi|!N"«  H'wjtpUtjiuTii  h  r()pti(|ue', 
1,'riljfr,  U"i  r«ji.i4is»«ii«»  4HH  «Irft^rrH  partir'llfH  pduri'diit  i\\vi\  vaxm- 

♦  Irir»  rusnmr  tr»  «»iiilsurr'*  ,  m  rraUt«',  vv  tpii  H'cdjHCU'Vt',  Vi*  UV.  stiril 
ipjr  dr"»  .»rtuJli'i  rl»-Hjrnl.MH'<i  rntfr  !t*H  jnUH  iiU  ('dtutt J'OIJS  dl!  hl 
'.«niri-r  dr  IsHiurtr,  rvnx  dr  r«ij»jjart*il  c»ptiqnc  iH  ccux  de  I»  rcline 

♦  »H  df  K«  |»l*«|Hr  j»l»«jt«»|4JnjdiU{Hr.  'lullt  Iri  phrtuttll«nt.'H  optitfUttH 
di-ri^rnl  «Ir  l.i  |Mr  Ir  jirj|iti|»rdr  ■MtperpuHilJuu. 

1,'rilirr.  i|in  ■»rinlil.in  mtr  r«»tH'f|«lit»n  rnsfutitdli'  tl«  hi  llu'uH'if», 
•.■«•»«1  »|rr«»l»r  i%  iftulr  r i|frrie"iirr ,  t't,  d'tUipf  i'H  iHap«,  il  tt  faüü 
iriltiirr  %»»«  i«"*lr  *!  rrltti  d'tiii  sv-^llMtH*  di'  rtuH'tlfiniuu'H  ah.«icdu«H, 
r'rsi  4  dsrr  iwi|rjtr}i«l»mlr'*  Ar  h»  ntalirrf  orditmirt',  »)Hlriutt  jmr 
ra[|»|»"il  -.»Hintirl  ii  |**»tti  }j«r«%tifrt  Ir»*  ^itr^"««'!»  df'H  mul*'?»  t'l  des  ('dtu;- 
Irt»«»,  l''4iii-«l  '♦"ri«»iiiier  i|ur  rr%jH'-'tiru«'P'  n'ait  pas  vuitlu  de  (!t*  fan- 
lt'»ittr  i}i,»i!«riii#l«|?»r  rl  t|iii».  rMtitr.iii'fMirul  au»  (uriiniIt'H  elf  I,c»r«'!U.S!;, 
I(t  iti«»tnr«}riii  #l»%.tls}  «r  »srjulilr  j»««»  j«»ürr  df  rAlfi  en  I'lijsit|Uf  */ 

\lri}li««ti«*»»^,  rti  |»4%'»*nil.  «raulrr*  td«ji*rtiuriH  auiqiiidli's  dorm« 
Itr«  lii  iihIh««  «ir  Trilirr  Irifr  tjii'rl!«»  v%t  gt'nt'n-nlftur'ut  lidjuist!  psil* 
lr%  plii^tririr»  iiifHlrrftr%  ;  la  r«'|»artitittn  t*t  Ir  nioiivtniKnit  d« 
{'rttrigir  tr*ir«i.,  «i,iii%  tttp"  I»»r|4«*  iiit"nti-t',  Hrldlrairr«! ;  il  «%lstc 
HM^tsir  iiiii-sirsirs  ■»•»li»«i«tii»k  %i »ipir%  tht  priddriiir  «Air.  r//.,  p.  17'!- 
« -ii  - ,  «ir  I»!«*.  r«  '»»ppritsutiJ  Ir  ni«uvi*i!irttl  df  Frther,  «ri  a  stip- 
{»rii«!*  Ir  |iif«ri{i(r  «Ir  r.i«  II««  rl  äf  ht  ra*»fli«»n.  alofs  t(i«i«  d'iJiitrHS 
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Images  qiie  I'on  peiit  se  faire  de  la  propagaüoii  des  oudes  permel' 
lent  de  sauvegarder  ce  j3rinclpe,  comme  on  le  verra  plus  loln.  Knfiit» 
la  notlon  de  champ  ne  peut  s'appliqaer  a  la  gravi  La t.iou  (Joe,  Hi.* 
p.  179),  comme  l'a  remarque  Maxwell  lui-nithue  :  rollier  devrail 
se  irouver  en  equilibre  instable,  ä  cause  du  slgne  iiegatif  de 
l'energie  de  gravitation.  CeLte  nolion  de  cliamp  ne  saurait  doö«' 
constituer  ime  base  generale  eapable  de  remplacer  la  Mdcttni- 
que  ('). 

Les  formales   XIV,    XV  des  actions  elemeutaires  de    charge» 
ponctuelles  qui,  d'apres  ce  qni  vicut d'(!lre  dit,  resuaienLlu  theorir 
de  Loren tz,  contiennent  les  vitesses  ahsolues  soll,    expliciloinenl. 
soit  par  la  loi  de  propagaLion  XV a.  l^iis([ue,  jus{[u'i(;i,  les  vilessi*'!. 
relatives  seules  onl  joue  un  role  dans  rex])erience,  il   (isL  evideiU. 
a  p/'iori,  qu'il  doit  elre  possible,  saus  (niLrcr  cu  eonlradielJon  avrr* 
les  faits  observes,   d'apporlcr  des  cbangemenls  iinporlanls  k  ee*« 
formules,  en  ce  qui  concerne  les  vitesses,  (^'est-a-dire  que  ces  far- 
mules  sont  Aj/jo^Aea'^^ß.?  dans  une  largc   niesuro.    l*our  preciser 
ces  changements,  considerons  d'aljord  les  |)b(;nonirncs   ({uasi-sla- 
tionnaires  oü  la  formule  XVll  s'appliqiie.  11  u'a  jusrpi'ici   ett^,  pos» 
sible  d'observer  les  actions  <fleclrodynanu(pies  on  eleotroaiag-ndtt- 
ques  qui  dependent  des  vitesses  des  ions  (pie  daiis   le  cas   oi»  le 
champ  magnetique  est  du  a  un  courant  ferme  ou   seusiblement 
ferme,  et  ou  certaines  vitesses   sont  negligeabics   par   rapport  i 
d'autres.  Les  experiences  sur  l'induction  par   le  uiouveinenL,   «ur 
les  rayons  cathodiques,   celles    de    Rowlaud,    d'Ki(dienvvald,   etc., 
appaniennent  ä  cette  cat^gorie.  On  Irouve  alors  que  dans  XVI  ; 

1°  les  termes  en  c'-'^   p^-,   iutroduits  par  le  dcWeloppement  eti 
senes  de/(^—  i),  restent  sans  inlluence  sensible: 


aux  termes 

ee'   j 
TT^ii  —  i^x  f'x-i-  i>y  P'y  -t-  i>-  (•:  ]  cos  p  x  -h  r.V  Vp  I  ^  /:,, 


l'ehlLI!-^""   exposerici  les  difncultds   auxquelles   donnc.    lio..    la   notion  <h 
Maren  e    ärlTT  '''V'"''  '"'  "^^^"'^^  ölastiques,  analn,i.  q.i  a  üonai  A 

Jilectncueei  Optigue,  de  II.  Poincare  (/,»  nartie^.  P.-,,-!«    


re  (/i»  Partie).  Paris,  r()oi. 
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on  peut  siil)sutuei" 
,cos  .o.r 


ee 


p-  c- 


—  ('^^(','c-t-  ^yv'y-^  vy,)-^-iVpv'g  \  =  fxx, 


(ce  qui  correspond  ä  la  formule  cl'Ampere  pour  l'actiou  de  deixx 
elemenls  de  courant),  et  plus  generalemeiiL,  on  peiiL  ajouter  ü  ces 
lermes  la  diflerence  A  (/,. — /u-),  A  (/^ — /iv),  •••,  oü  A.  est  une 
consiimle  arbit?-aire,  saus  que  celte  addition  modiOe  l'accord  de 
la  theorie  et  de  l'experience.  Enfin,  on  peut  coinpleter  ces  expres- 
sions  par  des  termes  en  v'-,  v-,  etc.,  de  maniere  ä  ce  qu'elles  ue 
contiennent  plus  que  les  iHte.sses  reiatwes^  et  que  Faction  .soit 
egale  a  la  reaction,  ce  qui  n'est  pas  le  cas  pour  /.  En  posant 


li-f-^-  axr-\-  ti'i  =  u- 


et  desigaant  j)ar  /\  une  constante  arbitraii^Cj  l'expression  la  plus 
generale  des  termes  electrodynamiques  qui  ne  contient  que  les 
vitesses  relatives  devient 

Mais  on  pourralt  suj^poser  aussi  que  la  rotation  des  electrons 
mobiles  dans  un  couraut  engendrc  seule  un  champ  inagn(^tic[ue. 
On  s'eu  rend  coniptc  si  l'on  songe  que  l'action  du  champ  niagnö- 
tique  n'ajant  ete  observec  que  lorsque  celui-ci  est  du  ä  des  cou- 
rauts  fermds,  il  oxiste  dans  tous  ces  cas  un  putentiel  niagn^tique 
egal  a  Tangle  solide  sous  Icquel  est  vu  le  courant  rJ  (pour  ne  con- 
sidörer  (pie  le  cas  de  couraats  lineaires).  Or,  la  surface  d'une 
(igure  polygonale  tracce  sur  une  sphöre  s'exprinie  [)ar  la  somnie 
des  angles  que  forinent,  cliacun  avec  Je  suivant,  les  cotcs  du  poly- 
gone;  pour  une  courJsure  continue,  ces  angles  devienuent  les 
angles  de  contingence  de  la  courhe  splu5ri(|ue,  et  ceux-ci  s'expi'i- 
ment  au  inojen  du  rayon  de  courlnire  de  C  et  de  sa  direction  par 
r-apport  au  rayon  vecteur.  Les  Jiypollu!ses  uioleculaires  pennettent 
d'exprimer  celte  courbure  soit  parl'acceleration  de  l'ölectfonj  soit, 
pour  un  electron  dissymetrique,  par  sa  i-otalion.  On  oblient  ainsi 
une  decomposilion  entierement  nouvelle  de  l'action  du  courant 
fenuö  en  actions  elementaircs,  qu'on  consid(irera  comme  valaljJe 
pour  tout  element  de  courant  ferme  ou  non,  et  qui,  par  intcgra- 
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lion  le  long  du  courant,  fournii^a  dans  tous  les  cas  de  potenliel 
magnetiqiie.  Le  cliamp  magnetique  cree  par  un  el^ment  de  cou- 
rant dtant  ainsi  d^termin^,  la  force  exerc<^e  sur  une  cliarge  e  en  raou- 

vementsera,commedansla  Lheoriede  Lorentz,  -  {VyH.z  —  VzÜy), ..., 

ou  V  designe  la  vitesse  relatif^e  par  rapport  a  l'dlement. 

En    somme,    sur   ces   lermes  d^pendant  des  vitesses,  nous  ne 
sorames  pas  mieux  renseignes  qu'au  temps  de  Weimer  et  de  Helm 
holtz. 

11  en  est  autrement  du  terme 


—  [fv\^-}-  w'  cospa?], 


•ip 

dependant  des  accelerations.  On  peut  dire  que  tout  TelFort  de 
l'exp^i-ience^  tout  ce  que  nous  savons  des  oscillations  ^lectriques, 
des  öquations  de  la  lumiei^e,  de  l'induction  en  circuit  ouvert  ou 
ferm6,  a  porte  uniquement  sur  ce  terme.  II  se  ddcompose  en 
deux  autres  : 


1"  en  ee 


'[ 


—  w  ,.  -)-  w 


pcospa? 


c2p 


=  ^F, 


qui  n'est  autre  chose,  k 


des  termes  en  -  pres,  que  le  terme 


i'-i) 


de  XV,  et  jene  le  role  du  vecteur  de  Fresnel  en  Optique.  C'esl  de 
lui  que  d^pendent  tous  les  phenom^nes  present^s  par  les  oscil- 
lations liertziennes  ä  grande  dislance  de  la  source.  Ce  terme  ne 
joue  par  conlre  aucun  r61e  dans  rinduction  en  circuit  ferm^,  car 
il  peut  s'^crire 


l'expression 


—  d  »^ 
dx    c'^ 


dy     c2 


d  w' 


dz 
M^..  dz 


.2  > 


de  k  force  eleciromotrice  devient  des  lors  une  dilF^rentielle  totale 
et  s'annule  pour  tout  circuit  ferm<5. 
ee' 
^'-  ^^  äc^^l-^'^  —  3pppCosp^]  =  -^^^  quipi^ovient  enlierement  du 


XIX.    —    SUU    LES  TU^ORIES   KLECTRODYXÄMIQUKS.  44 1 

developpemeiiL  eil  Serie,  el.  par  consequent  de  la  vilesse  finie  de 
propagation,  et  qiii  determine  les  plienomenes  d'induclion  ea 
Circuit  ferme  et  les  forces  (^lectriques  dans  le  voisinage   immediat 

d'un  oscillateur  hertzien  (avec  Je  terme  electroslatique  ££_£££££, 

doivt  la  forme  ne  fait  Tobjet  d'aucun  doule). 

Mais  il  importe  de  remarquer  ^^^'c^/ie  loi  de  propagation  oü  le 
centre  de  Vonde  emise  par  un  ion  et  uti  instant  x  reste  constam- 
ment  aninie  d'un  nioavemenL  rectiligne  et  uniforme^  de  vitesse 
^gale  ä  Celle  de  l'ion  ä  l' instant  t,  donne  aussi^  parle  develop- 
pement  du  terme  electrostatique^  le  terme  -j^x-,  et  ce  resultat 
peilt  meine  4tre  generalise.  On  ne  peut  donc  conclure  que  ce 
centre  reste  en  repos,  comme  le  veullath^orie  de  l'ether  immobile. 

\a\  reaction  d'un  Systeme  ^lectrise  sur  lui-meme,  lorsqu'il  y  a 
acceldralion,  c'est-a-dire  l'expression  de  la  niasse  electromagne- 
iique  pour  des  vitesses  laibles,  depend  exclusivement  de  o^  \ 
l'existence  d'une  teile  reaction  ne  saurait  donc  ^tre  douteuse  ;  eile 
est  absolument  independanle  de  toute  incertitude  relative  au  mou- 
vement  absolu,  aiix  termes  electrodynamiques  et  ä  la  Joi  de  propa- 
gation. 

Ilevenons  maintenant  ä  la  formule  gtin^rale  XIV  et  XV  ;   on 

peuL,  diins  cette  dernidre^  tracer  tous  les  v'  sans  qu'aucun  lail 

d'exf)erien(;e,  soit  dans  le  domaine  del'Optique,  seit  dans  celui  de 

l'dlectrodynamique,   n'en    soit  modifid  de  fagon    sensible  :    seul, 

(>'        . 

--;-—  doit  (Hre  conserve.  Ce  terme  de  ])remier  ordre  par  rapport 

aux  vitesses  ne  joue  d'ailleurs  auoun  röle  en  Üptique  et  dans  les 
oscillations  hertziennes;  et  il  ne  reste  da-ns  la  formule  XVII  aucun 
terme  de  ce  genre.  Une  aulre  loi  de  propagation,  n'entrainant  pas 
la  consideration  d'un  Systeme  absolu  de  coordonndes,  le  rendrait 
inutile. 

(^uant  au  terme  de  XIV  lineaire  en  c  (force  (^lectromagn^tique 

proprement  dite),  il  conüent  —  en  facteür  et  ne  joue  de  role  que 

dans  les  plienomenes  (|uasi-stationnaires  ;  nous  avons  vu  combien 
Sa  forme  reste  incertaine. 

Les  derniers  ^noocös  comportent  deux  restrictions,  relatives  ä 
des  termes  d'ordre  superieur  au  second.  La  pression  de  la  lumiere 
correspond  ä  un  tel  terme,  ddpendant  du  produit  desaccelerations 
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et  des  vilesses.  Mais  sa  forme  reste  bien  incertaine.  En  second 
lieu,    les    experiences    de  M.   Kaufmann    sur   les    rayons    ß    da 
radium  mettent  en  evidence  dans  XIV  l'ensemble  des  lermes.Mal- 
heureusement,  il  n'y  a  aucune  conclusion  ätirerde  lä ;  caronpeut 
ajouter,  soit  ä  la  formale  de  Weber,  soit  ä  celle  de  Clausius  ou  de 
Riemann,  soit  enfin  ä  f-^x-,  une  suite  infinie  de  termes  d^pendant 
des   puissances  supei-ieures  ä  la  seconde  et  paires   des  vitesses, 
divisees  pav  les  puissances  correspondanles  de  c  :  ces  termes  ne 
joueront  de  role  qiie  lorsque  les  vitesses  sont  comparables  ä  ß, 
c'est-ä-dire  dans  l'experience  de  Kaufmann.  Chacnne  de  ces  thdo- 
ries  pourra,  par  uu  clioix  convenable  de  ces  series,  satisfaire  aux 
observations,  ce  qui  montre  (voir  loa.  c.it.^  pp.  189-197,  aöo-S'^o) 
que  si  Fexistence  d'iine  reaction  d'inerlie  eleclromag-n^tique  est, 
comme  0x1  l'a  vu,  hors  de  doute,  la   variabilite  de  cette  r^aclion 
avec  la  vitesse,  par  contre,  est  hypothetique  ;  eile  ne  saurait  ötre 
"deduite  des  experiences  de  M.  Kaufmann  que  lorsqu'ou  adopte  a 
priori  les  hjpotheses  de  Lorenlz  sur  le  mouvement  absolu  et  sur 
les  forcesy'^.  Gelte  tlieorie  de  la  variabilite  de  la  masse  electro- 
dynamique  s'appuie  donc  sur  les  points  les  plus  faibles  de  Ict 
theorie  de  LoienLz.   On    expliqae   toat   aussi  bieii^   et    niäniß 
mieux,  les  obsei-vations  faites  en.  changeant  convenablement 
dans   l'expression    de    la,  force     les     termes    dependaiit    des 
vitesses^    de    maniere    ä    n' introdiiire    que    des    mouvements 
relaiifs. 

II  est  a  peine  utile  d'ajouter  que  le  peu  que  nous  connaissoas 
des  forces  moleculaires  ne  nous  permet  pas  d'afflrmer  que  les  lois 
connues  de  relectricile  sont  valables  a  toule  distance,  si  petite 
soit-elle.  En  reallte,  c'est  loujours  ä  la  loi  des  cbarges  ponctuelles 
que  nous  aurons  affaire,  et  Tonne  connait  aucune  exp^i^ience  oü. 
les  coiiditions  restrictives  qu'elle  comporte  ne  soient  pas  reiti- 
plies. 

Nous  avons  eniin  a  nous  demander  ce  (jue  l'experience  nous 
apprend  sur  la  loi  de  propagation,  ou,  en  d'autres  Lermes,  sur 
l'equatioa  qui  lie  l'instant  d'emission  /'  a  l'instant  t  oü  raction  a 
lieu.  Dans  la  theorie  de  Lorenlz,  l'onde  emise  par  un  electron  eu 
mouvement  uniforme  a  l'instant  /'  reste  ä  lout  inslanl  postörieur 
de  forme  spherique,  le  centre  de  la  sphcre  elanl  le  pointde  l'öther 
oü  l'onde  a  ele  emise,    et  ne  participant    ()as  au  mouvement  de 
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releetron.  Gette  hypolliese  iiUroduit  donc  le  mouvemenl  absolu, 
et,  si  Ton  admetque  les  experieiices  fulures  ue  mettront  jkis  plus  ce 
mouvemenl  en  evidence  qu'elles  ne  Font  fait  jusqu'ici,  il  faudra  la 
rejeler  GL  considerer  le  mouvement  de  propagation  de  la  himiere 
c'omme  pureiuent  relatif  et  de[)endant  du  mouvement  des  corps 
(jui  ont  produilla  iuraiere  —  ä  moins  de  renoncer,  a\'ec  Lorenlz 
et  Einslein,  a  la  cinemalique  et  a  la  notion  de  temps.  Le  principe 
de  la  reiativäe  da.  mouve?nent,  dans  sa  forme  classique,  exigera 
(jue  les  ondes  (Anises  par  un  Systeme  en  mouvement  uniforme, 
soustrail  a  loule  intluence  ext^rieurc  sensible,  se  n)euvent  avec  ce 
systctne,  de  manierc  quc  le  cenlre  de  chaque  onde  spherique  con- 
tinue  ä  coVucnder  avec  releetron  qui  l'a  emise,  et  que  la  vitesse 
radiale  soit  universelle  et  egale  a  c.  Si  le  mouvement  de  Telectron 
est  quelcompic,  le  |)rincipe  de  relativite  ne  determine  plus  la 
vitesse  avec  laquelle  se  deplace  le  centre  de  l'onde  ;  loutefois,  celte 
vitesse  doit  6lre  conslanle  (sinonil  y  aurait  action  a  distance  enti^e 
Telectron  et  l'onde  dmise).  II  ne  sera  plus  possihle,  il  est  vrai,  de 
conservcr  l'image  u  etlier  »  ou  «  ondes  dans  un  corps  elastique  » 
|)onr  cette  loi  de  propagation  ;  inais,  si  meme  nous  voulions  la 
conservcr,  et  avec  dies  les  equations  aux  deriv^es  |)artielles,  il 
serait  necessaire  d'ajouter  Thypothcse  nouvelle  de  la  transforma- 
tion  Loi'ent'/.-Kinstein  qui,  a  vrai  dire,  change  si  profondement  les 
conditions  du  probleme,  que  l'imagc  «  ötlier  «  ou  «  corps  elas- 
lique  »  devient  enticrement inapplicable,  ßienplus,  la  propagation 
de  la  lumicre,  dans  les  vucs  de  MlM.  Lorentz  et  Einstein,  ne  com- 
porle  plus  d'image  mccanique  du  touL.  A.u  contraire,  la  loi  de 
propagation  cpie  uoiis  avons  cnoncee  plus  baut  correspond  simple- 
menl  ä  l'image  de  |)articules  (Jmises  dans  tous  les  sens  avec  une 
infame  vitesse  radiale,  et  qui  conlinuent  a  se  niouvoir  uniforme- 
ment :  eile  se  rapproche  donc,  sous  ce  rapport,  de  la  th^orie  ema- 
nativo  de  Newton.  J'ai  monlr^  (/o6\  cAt.^  2""-'  partie)  qu'en  suppo- 
saut  cette  loi  vraie  quel  que  soit  le  mouvement  de  l'electron  et 
admettant  (pie  ces  parlicules  fictives  agissent  sur  les  charges  t^lec- 
Iriques  avec  Icsquellcs  elles  entreiit  en  conLact,  on  n'a  aucune 
peine  a  construirc  unc  infuiitf^  de  th(iories  electrodynamiques  en 
parfait  accord  avec  l'experience,  sauf  en  ce  qui  concerne  l'optique 
des  corps  en  mouvemenl.  Ici  l'experience,  interprelee  dans  la  con- 
ception  atomiquede  r^lectricitc  que  nous  avons  adoptee  jusqu'ici, 
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enonce  ce  resiiltat  iinique  et  simple  ('):  lorsqu'un  rayonlumiaeux 
met  en  Vibration  les  ions  d'un  corps  qiielconque  qui,  ä  Jeur  teur, 
eraeltent  de  nouvelles  ondes,  les  centres  de  ces  ondes  se  meuvent, 
non  avec  la  vitesse  de  ce  corps  (comme  le  voulait  notre  hypo- 
these),  mais  avec  la  vitesse  de  la  source  de  lumiere.  Or,  c'est  ce 
que  le  principe  de  l'action  et  de  lareaction  permettait  de  prevoir. 
En  eiFet,  ce  principe  se  trouve  \es6  par  notre  hypoth^se,  puisqu'ä 
l'action  de  nos  particules  fictives  (pour  nous  servir  de  cetle 
image)  sur  les  ions  ne  correspondait  aucune  r^action  des  ions  sur 
les  particules.  11  faudra,  comme  dans  la  theorie  de  Lorentz,  attri- 
buer  ä  l'energie  rayonnante  une  quantite  de  mouvenient,  ce  qui 
est  bien  plus  naturel  lorsqu'on  considere  cette  (Energie  comme 
projetee  que  lorsqu'onla  considere  comme  propagee  ;  et  les  vites- 
ses  initiales  des  particules  fictives  emises  par  un  ion  se  ddtermine- 
ront  par  le  principe  de  La  conservalion  de  la  quantiti  de  mou- 
vement^'on  principe  de  reaclion.  Dans  le  cas  de  l'Optique,  toute 
l'energie  rayonnante  provient  de  la  source,  et  les  ecrans  ou  appa- 
reils  optiques  ne  fournissent  aucun  apport;  il  est  donc  naturel  de 
penser  que  le  principe  de  reaction,  quel  que  soit  son  enonce  pr^cis, 
aura  pour  effet  que  la  vitesse  des  particules  fictives  Emises  par  les 
ions  des  ecrans,  etc.,  sera  uniquement  determinee  par  celle  de  la 
source  de  lumiere. 

Eviderament,  tant  qu'une  theorie  generale  et  simple  basee  sur 
ces.vues  nouvelles  fera  d^faut,  il  y  aura  Heu  d'etudier  la  question. 
sous  toutes  ses  faces,  et  en  particulier  de  ne  pas  se  laisser  arr^ter 
par  la  n^cessite  d'une  cinemaiique  et  d'une  dynamique  entiere- 
ment  nouvelles,  comme  le  veut  l'hypothese  Lorentz-Einstein  (.-). 
Mais  il  importe  de  savoir  que  fien^  jusqu'ici,  ne  nous  oblige  k 
considerer  cette  derniere  hypothese  comme  vraie,  ni  meme  comme 
particulierement  probable.  Et  je  crois  qu'il  serait  regrettable  pour 

(')  On  verifie  facllement  ce  thöorerne  ea  suivant  de  pr6s  les  ddmonslralions  de 
M.  Lorentz  {Versuch  einer  Theorie  der  elektr.  u.  opt.  Vorgänge  in  bewegten 
Körpern,  Leiden,  iSgS). 

(')  II  faut  d'ailleurs  noter  que  la  thdorie  LorenU-Einstein  n'est  ^galement,  en 
partie,  qu'ä  l'etat  de  programme  :  le  principe  de  d'Alembert,  et  plus  gen^ralement 
la  dynamique  classique  des  systemes,  sont  incompatibles  avec  cette  theorie, 
comme  Taremarque  M.  Einstein,  et  rien  n'est  encore  venu  remplacer  ces  principes 
fondamentaux.  Us  subsistent  sans  changement,  au  contraire,  dans  l'hypothese  de 
l'auteur. 
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a  Physique  qu'il  ne  se  trouvät  pas,  pour  i'epresenler  les  lois  elec- 
riques  et  ^lectrodynainiqaes,  de  methode  plus  simple  que  celle 
jui  consisLe  a  adraettre  d'abord  des  coordonnees  ah.solues,  ä 
scrii^e  un  Systeme  de  1 1  equations,  dont  9  aux  derivees  partielles  ; 
\  les  integrer  mojennant  des  hypotheses  qu'il  faut  rejeter  ensuite, 
pour  ne  pas  introduire  de  Solutions  impossibles  011  exclure  des 
Solutions  possibles  ;  et  ä  compliquer  enfin  la  formale  dejä  bien 
longue,  ainsi  obtenue,  par  une  transformation  destruclrice  des 
principes  de  la  cinömaliqxie,  et  dont  l'unique  but  est  de  faire  dis- 
paraitre  du  resultat  le  Systeme  absolu  de  coordonnees  si  malen- 
contreusement  introduit  au  commencement.  Encore  ne  sont-ce  pas 
la  les  seuls  motifs  pour  lesquels  la  th^orie  ne  rae  parait  pas  satis- 
("aisante.  L'egalite  du  rapport  des  unit6s  ä  la  vitesse  cde  la  lumiere 
Irouve,  dit-on,  son  explication  dans  les  theories  de  Maxwell  et  de 
Lorenl/.  Les  complications  de  la  premiere  rendent  difficile  une 
\ue  nette  de  la  manicre  dont  la  ilieorie  atteint  ce  resultat.  Mais 
consid(^rons  les  equations  de  Lorenlz.  La  vitesse  cy  figure  de 
diverses  manieres,  et  il  n'est  pas  difficile  de  voir  qu'en  conservanL 
c  dans  les  equations  aux  d^riv^es  partielles,  mais  changeant  dans 
l'expression  VI  de  la  force  en  — ,  oii  c'  est  diderent  de  c,  on  n'a 
modifid  ni  la  vitesse  de  propagation,  ni  les  unit^s,  ni  l'^nergie  ('), 
mais  bien  le  rapport  de  Punit^  ^lectrostatiquc  a  l'unite  <ilectrody- 
naniique  ;  et  la  tlu^orie  ainsi  exposee  ne  conlient  rien  qui  nous 
fasse  comprendre  pourquoi  ce  coefficient  de  CjH-  —  c-Hy  estpre- 
cisement  ^gal  a -•  On  le  choisit  ainsi,  parce  que  l'exp^rience 
l'exige  —  exactement  comme  c'ötait  le  cas  pour  la  formule  de 
Weber,  de  Clausius,  etc.  Ce  n'est  que  lorsqu'on  exige  que  le  prin- 
cipe de  Hamilton  s'applique,  sous  une  certaine  forme  speciale,  que 
l'on  trouve  ö'/)/7'o7'f  ce  coefficient -•  Seulement  le  principe,  tel 
qu'il  est  utilise5  par  Lorentz,  est  nettement  dilT^rent  du  principe 
dans  le  sens  ordinaire,  les  variations  sont  prises  tout  aulrement 
que  pour  les  fluides,  par  exemple,  et,  de  plus,  comjne  l'a  montrö 

(')  Le   terrae   en  —.,  en    effet.   donnera    un   travail   constamment   nul.   II  faut 

cl'ailleurs  se  rappeler  que  H,  comnne  il  a  &16  dit,  est  d^fini  par  la  thdorie  elle- 
möme;  si  on  le  döfinissait  a  priori  comme  force  (exprimöe  en  gauss)  s'exer^ant 
sur  le  pole  d'un  aimant  permanent,  le  coefficient  de  pi^  deviendrait  k  son  tour  un 
coefficient  empirique  et  les  conclusions  resteraienl  les  m^mes. 
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M.  Schwarzschücl,  il  existe  dlllerents  niodes  trapplicuLioa  dn  ce 
principe.  L'iin  rreux  deteniiine  direclemciit  Ics  forces  eldraeii- 
taires,  sans  passer  par  la  considcratiou  da  cdiamp;  noiis  liii  doiuie- 
rions  la  prefereuce  an  point  de  viie  qul  a  öle  exposc  dans  cetle 
etude;  la  fonclion  de  Layrange  a  la  meine  forme  (ä  la  propagaliou 
pres)  que  celle  dont  etait  parti  Claiisius, 
■  dE  dli' 


ff 
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Oll  dE,  clE'  sonl  des  elemeiils  de  cliarge,  cl  ou  r,  v'  doiveut  öLre 
pris  a  des  instants  convenables. 

Changeons-^  en  4-,;  la  lormulc  ue  saüsfora  plus  aiiv  expcricnoes, 
le  rapport  des  imites  cesscra  d'cLre  <:,  mais  hi  priucip«'  de  la 
moindre  action  conLiiiiiera  ä  s'appliquer  el  la  vitessc;  de  propaga- 
tion  restera  egale  a  c  ;  ce  soiiL  lescqualions  <ui\  dth-iNees  parlielles 
qui,  cetle  fois,  ne  sont  ])lus  satisi'aites. 

En  resume,  on  voit  que  ceLte  vemarquabU^  relalion  no  rcsuUe  de 
la  iheoriedeLorentz  que  d'unefacousi  indirccle,  ((u'odle  sv.  rckluita 
une  delermination  de  coefficienls,  comme  cliez  Weber  cl.  Claosius, 
lorsqn'on  n'ajoute  pas  la  condilion  relalive  an  principe  de  la 
moindre  action:  dans  les  uuvragcs  didactiqiies,  par  cxemple  le 
traite  de  M.  Abraham,  et  meine  daus  Tcxpose  (lundoniic  M.  LoreiüZ 
de  sa  tlieorie  dans  le iVIemoirc  cite  plus  haut,  cell«;  condition  n'esl  pas 
mentionnee  eLsemble  consideree  couinie  absolumcut  sccoudaire. 

Gauss,  dans  sa  celebre  lettre  ä  W.  Weber,  avail  indifjue  que, 
sans  doute,  les  termes  clectrodjnamlques  resultaicjnl  unicjaemeBLl 
de  la  viiesse  finie  de  propagation,  conc,me  siiivant  une  loi  conve- 
nablement  choisie,  par  des  dcveloppements  cu  sc'.rio  tcls  cpie  noui 
les  avons  consideres  plus  hautet  qui,  on  l'a  vii,  inti'odiiiseul  eflec- 
tivement  des  vitesses  et  des  accelerations  avec  des  coefficienls 
d6pendant  de  c.  La  relation  entre  le  rapport  des  unilcs  et  la 
vitesse  de  la  luuiiere  aurait  alors  en  une  signihealion  immediate» 
Chez  Maxwell,  les  termes  electrodynamiques,  dependanfcdu  polen- 
tiel  vecteur,  s'introduisent  toutautrement :  la  f)rüfonde  conceptioa 
de  Gauss  (il  importe  de  le  constaler,  car  le  coulraire  a  souventölt^ 
soutenu)  n'a  pas  q{€  reaiisee  par  Maxwell  et  Lorentz.  G'est  k  eile, 
peut-etre,  qu'appartient  l'avenir  en  eleclrodynamique. 
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lOLE  DE  L'ETHER  EN  PIIYSIOUE 


Rwista  di  Scienza  «  Scienlia  »,  ^01.  IIJ,  Aiiiio  II,  1908,  N.  VI. 


Un  joiu'  viiiiulni  saus  doutü  ni'i  l'üLlier 

suravojctö  comme  imitilu. 

H,  PoiNCAili':,  La  Scivnca  et  l'llypothast 


Parini  les  liypolhcscs  les  plus  iinpoiiuiiLes  eii  Pliysiqiie  el  Jes 
lüs  g-encraloneiiL  admises,  il  en  est  deux  c|i|i  joueiil  un  rolc  parli- 
ullcremenL  esseiiLiel  :  riijpoLhcse  aloiiiiquc,  el  riiypollicse  de 
dllier.  Nees  loutes  deux  de  oouccpüons  ineLaphysiques  qui,  de 
OS  jours,  ne  Irouveraient  plus  guere  d'adherenls,  elles  oiilconiiu, 
ans  le  coiirs  des  teui])s,  des  vicissitudes  nojiibreuses,  et  l'expe- 
icnce  aussi  bien  gne  la  crilique  leur  onL  fail,  peiidaiU  ces  der- 
ieres  aunees,  un  sort  ti-es  incigal.  On  sait  couibien  a  eLe  ft^conde, 
ans  presque  Lous  les  doniaines  dela  Physique  et  de  la  Chimie,  la 
onception  aloinique;  et  le  developpemeni  qu'a  pris  recemment  la 
lieorie  des  ions  et  elcctrons  a  constitue  un  nouveau  trioniphe  de 
ette  conception  en  nous  faisant  j:)resque  toucher  du  doigt  l'exis- 
3nce  de  charges  elccLriques  atomiques.  Cependant  la  critique 
hilosophique  semble  encore  ä  l'lieure  qu'il  est  ne  pas  pouvoir 
ardonner  entiereuient  a  cetle  hypotliese  ses  origines  un  peu  dou- 
3uses,  M.  Ostwald  (* )  en  partieulier  la  traite  avee  une  sevöritc  qu'il 

(')  VoLr  en  parLiculier  l'arLicle  de  M.  Ostwald  dans  cctle  Revue,  N"  I,  p.  16. 
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est  loin  d'appliqaer  a  d'autres  concepLions,  eL  v.ix  parUculier  » 
Celle  de  l'ether.  G'esL  ä  peine  si  la  ci^itiqiie  a  erilcuro;  cetle  cleruifere. 
r.e  succes  de  la  theorie  oiidulatoire  de  la  Imnicre,  et,  plus  r(§cetti- 
ment,  celui  de  la  tlieorie  de  xMaxwcll,  ont  fail  laire  Ics  objecliutis» 
et  Ton  ne  s'est  guere  demandd  dans  quelle  nicsurc  cetLe  notiott 
d'ether  essentielle,  il  est  vi-ai,  dans  la  forme  dcluellede  ces  th^O- 
ries,  estaupsi  exigee  par  rexp(§rienee,  indöpendamtnent  de  cette 
forme  parliculiere.  Et  cependant,  uiie  Ijrcve  analyse  hislorjque 
suffira  ä  nous  raontrer  combien  peu,  en  vdril<5,  riiypoüicise  de 
Tethermerite  la  faveur  universelle  qul  liii  est  accordöe. 

D'origine  philosophique,  retlier  a'a  acqnis  droit  de  ciL^  en 
Pliysique  qu'avec  Huygens,  createur  de  la  theorio  ondiilaloire  de 
lalumiere;  il  n'^tait,  d'ailleurs,  a  eette  epcxpie,  a  e6Le  des  (luides 
magnetique,  calorique,  electrique,  etc.,  qvi'uue  nouvclle  eoncepUuni 
Loute  analogue,  et  qui  eut  certainement  t^U'i  arce[)l(''o  sans  grande 
difficulte  par  les  physiciens,  si  la  grande  autoritö  de  Newlon 
n'etait  interveniie,  faisant  dominer  pour  longtemps  la  thi^orie 
emanative  de  la  lunaiere.  Le  molif  qui  a  porU';  Newton  k  rejeler 
les  conceptions  d'Huygens  vaiit  qu'on  s'y  arr^te;  il  est  caractd- 
ristique, 

L'observation  de  divers  phenomenes  de  diflra(!lion,  et  en  parti- 
culier  des  anneaux  de  Newton,  avait  münlr(5  dfes  celle  t^poque  que 
la  kimiere  est  certainement  un  phenomcne  pöriodique,  c'est~Ä- 
dire  consiste  en  une  succession  d'dtats  qui,  au  bout  iWin  certaio 
temps,  extrömement  conrt  d'ailleurs,  se  renouvellentexactenient  de 
la  m^me  maniere  au  m^me  point  de  l'espace.  C'cst  ce  qui  u  euUeu 
egalement  pourle  son,  et  c'est  ce  qu'exigeait  la  truk)rie  d'Huygens; 
les  profundes  rechercbes  malhenaatiques  de  ce  savant,  (|ui  onL 
et^  la  premiere  base  de  la  tlidorie  onduiatoire,  s'appliquent  quelle 
quesoit  l'hypothese  faite  sur  la  nature  du  pliönoinene,  pourvu 
que  l'on  conserve  cette  nolion  de  p6riodicit6  dans  le  temps  el  dans 
l'espace  suivant  la  loi  math^matique  d'Huygens.  Mais  ce  savant 
avait  de  plus  admis  qu'il  fallait  eonsiderer  la  lumi^re  comirie 
etant  une  Vibration  d'un  corps  impondörable,  r<^pandu  dans  tout 
l'espace;  et  comme  les  corps  ponddrables  n'dprouvent  aucune 
r^sistauce  de  la  pari  de  cet  «  ^ther  «,  seit  que  Ton  considöre  les 
mouvements  relatifs  des  corps  a  la  surface  de  la  ler.-e,  soit  que 
lonetudieäcetegard  les  mouvements  ehestes  —  et   ici  la  prt!- 
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cision  de  l'observalion  est  extremement  grancle  —  ij  fallait  conce- 
voir  l'ether  comme  un  jlaide   extremement  subtil.  Or  les  fluides 
ne  peuvent  ex^cuter  qua  des   vibrations  longitudinales,   c'est-ä- 
dire  des  vibrations  dontla  direclion  est  toujours  celle  danslaquelle 
se  propage  l'onde,  et  qui  sont  caracteris^es  en  chaque  point  par 
une  seaie  donn.ee  :  la  densite  du  fluide  en  ce  point.  Teiles  sonl  les 
vibrations  de  l'air  qui  provoquent  en  nous  l'impression  du  son; 
tandis  que  les  vibrations  produites  lorsqu'on  pince  une  corde  de 
violon,  lorsqu'on  Trappe  une  barre,  ou  qu'on  jette  une  pierre  dans 
une  piece  d'eau,  sont  d'un  caractere  lout  diflerent  :   clles   ne  sont 
pas  acconipagnöes  d'un  changement  de  densite,   et  leur  direction 
n'est  pas  ddterminee  par  celle   de  la  propagation  ;    dans  un   corps 
solide  indefini,  eile  est  dans  un  plan  perpendiculaire  ä  cette  der- 
niere,  et  il  faut,  pour  la  caracteriser,  se  donner  sa  direction  dans 
ce  plan,  ou  ses  deux  composantes  suivant  des  axes  de  coordonnees 
situös  dans  le  plan;  dans  une  corde  vibrante,  la  propagation  a  lieu 
dans  la  direction  de  la  corde   meme,  la   vibration  est  perpendicu- 
laire a  cellc-ci,  et  d(''pend  de  la  direction  dans  laquellea  et«§  pinc^e 
la  corde.  Dans  ancun  cas,  une  seilte  donneene  suffit,  comme  pour 
les  vibrations  longitudinales,  a  detcrminer  le  phenomene;    il  en 
fallt  au  nioins   deux.  ür  les  recherches  d'Huygens  lui-meme  sur 
les  phenomenes  optiques  que  pn'^sente  le  spatli  d'lslande  (polari- 
sation)  nvuntraient  que  la  lumiere  est  caracterisee  par  une  direc- 
tion, ou,  comme  on  dit,  par  un  vecteur^  c'est-a-dire  par  plusieurs 
quantites,  et  non  par  une  seule.  Aussilluygens  ne  put-il  cxpliquer 
la  Variete  des  |)benomenes  que  prdsente  le  spatb,  et  Newton,  qui 
certainement  connaissait  les  vibrations  transversales  des  solides, 
mais  ne  pouvait  admettre  qu'un  solide  se  laissät  penelrcr  par  les 
Corps  les   plus   divers  saus  leur  opposer   la   moindre    resistancc, 
rejeta-t-il  la   tbeorie  d'Huygens    malgrd    ses   avantages    evidents. 
Ainsi,  des  Torigine,  cette  mat6rialisation  d'une  conception  matbe- 
matique  d'ailleurs   si   föconde  a  (5t(^  funeste  ä  celle-ci.   G'cst  une 
particularitö  qtxe  nous  retrouverons  presque  ä  cbaque  pas  de  l'his- 
toire  de  cette  conception,  et  jusque  dans  ses  d^veloppements  les 
plus  rdcents. 

Pendant  pres  d'un  siede,  l'c^ther  ne  joua,  des  Jors,   qu'un  röle 
extremeraent  modeste,   et  lorsqu'enfin  les  Iravaux  de.Fresnelle 
remirent  en  honneur,  et  donnferent  une  immense  superioritci  aax 
R.  29 
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conceptions  d'Huygens  sur  celies  de  Newton,  c'est  au  sans-g^ne 
genial  avec  lequel  le  grand  savant  Iraita  ce  cote  de  la  ihöorie  qu'il 
faul  attribuer  une  partie  de  son  succes.  Uniquemenl  guicl6  par 
l'etude  des  phenomenes,  il  en  chercha  et  en  trouva  leslois  matM- 
matiques,  qu'on  peut  exprimer,  sous  leur  forme  la  plus  g^n^rale, 
par  une  certaine  equation  aux  d^rivees  partielles  du  second  ordre, 
et  par  certaines  conditions  auxquelles  la  lumiöre  est  assujeltie 
lorsqu'elle  se  trouve  ä  la  surface  de  Separation  de  deux  corps 
differentsou  d'un  corps  et  de  l'etlier.  La  difficulte  de  faire  mou- 
voir  Jihrement  les  corps  ä  travers  un  ether  solide  tie  l'arreta  pas  ; 
il  admil  meine,  pour  expliquer  l'aberration,  que  l'ether  ne  partage 
pas  le  mouvement  de  la  terre  dans  son  orbite,  en  sorte  que  tous 
les  objets  et  l'air  qui  nous  entoure  seraient  parcourus  par  un  venl 
d'öther  ä  la  vitesse  de  3o  kilometres  ä  la  seconde,  sans  que  nous 
puissions  nous  en  apercevoir  meine  par  les  experiences  les  plus 
delicates.  Sa  th^orie  etait  conforme  a  l'experience,  doncl'objectioa 
ne  püuvait  etre  insurmontal)le.  Des  experiences  plus  exactes 
mettraient  en  evidence,  pensait-il,  ce  jnouvement  reJatif  des 
corps  par  rapport  ä  l'ether,  ou  une  analjse  plus  parfaite 
expliquerait  tout.  Et  ä  vrai  dire,  nous  en  sommes  encore  au  mßrae 
point. 

La  th^orie  de  Fresnel  etait  purement  phenom(5nologique,  nous 
l'avons  dit.  II  s'agissait  maintenant  de  deduire  cet  ensemble  de 
formules  d'une  th^orie  complete  de  l'elasticite  de  l'etlier,  et  les, 
probiemes  qui  se  posaient  dans  ce  sens  ont  cte  pour  beaucoup 
dans  le  vaste  däveloppement  que  prit  alors,  entre  les  mains  de 
Navier,  Poisson,  Green  et  Gauchy,  la  tb^orie  g^n^rale  de  l'elasti- 
cite des  corps  solides,  qui  n'existait  auparavant  qu'ä  un  etat  rudi- 
mentaire.  Le  r^sultat  de  ces  recherches.fut  qu'on  peut  caracteriser 
le  mouvement  vibratoire  le  plus  gen^ral  d'un  solide  —  et  par  con- 
sdquent  de  l'^lher  —  par  des  equations  du  second  ordre  aux 
dörivees  partielles,  et  par  certaines  conditions  ä  la  surface  des 
corps  —  comme  l'avait  montre  Fresnel  pour  la  lumiere.  Malheu- 
reusement,  il  n'y  avait  pas  identit^  des  deux  ordres  de  ph^no- 
mfenes,  et  des  divergences  subsistaient  precisement  aux  points 
importants.  On  montre  facilement  que  des  consid^rations  d'ordre 
g^n^ral,  telles  que  la  reversibilite  d'un  pbenomene  caract^risö  par 
unvecteur,  l'isotropie,  lacontinuit^,  etc.,  suffisentpour  determiner 
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deiix  coefficients  arbitraires  pres,  la  forme  de  requalion  aux 
jrivdes  partielies  ä  laquelle  satisfaille  vecteur.  Aussi  des  equations 
lalogiies  reviennent-elles  dans  les  domaines  les  plus  divers  de  la 
hjsique  raath^matique  —  par  exemple  dans  la  theorie  de  la  cha- 
Lir,  du  potenliel,  de  l'equilibre  des  corps  elastiques,  etc.  —  sans 
j.'on  puisse  coiiclure,  loin  de  la,  ä  un  rapport  entre  ces  phdxio- 
6nes.  Or,  pour  passer  des  Equations  de  l'dther,  suppose  un  corps 
astique,  ä  Celles  de  Fresnel,  il  faut  donner  äl'unedes  constantes 
ae  valeur  impossible  :  la  r^sistance  qu'oppose  le  corps  ä  une 
jmpression  uniforme,  ou,  ce  quirevientau  meme,  la  vitesse  des 
jcillations  longitudinales,  doit  etre  nulle.  Aussi  Cauchjet  Green 
it-ils  rejete  cette  hypothese,  et  ont-ils  admis  qu'au  contraire 
i^ther  est  incompressible,  et  que  des  ondcs  de  compressioji  ne 
euvent  s'y  jiroduire.  A  vrai  dire,  les  principes  g^nöraux  de  la 
[(^caniffue  cxigent,  dans  celle  hypothese,  l'introduclion  d'une 
ression  hydroslatique,  qui  serait  ce  qu'on  appelle  le  facteur  de 
agrange  correspondant  a  la  condition  d'incompressibilite  ä 
quelle  est  soumis  le  mouvement.  Mais  il  n'y  aurait  plus  eu  iden- 
l6  avcc  les  equations  de  Fresnel;  sans  beaucou|)  d'explications, 
a  laissa  cette  pression  de  Cül6.  Malhcureusement,  cela  ne  sufiit 
as.  Parini  les  conditions  qui  doivent  ^tre  satisfailes  a  la  surface 
e  s6|)aration  de  deux  milieux,  les  unes,  qui  expriment  simple- 
lenl  la  continuitö,  sont  bien  couimunes  ä  la  theorie  de  r(^lasticite 
t  a  l'o|)lique;  mais  ce  sont  —  comme  nous  i'avons  dit  plus  baut 
e  la  forme  gön(5rale  des  öquations  —  pr^cis6raent  Celles  qui  ne 
)nt  a  aucun  degrc  caract(^ristiques,  et  ne  contiennent  pas  les 
Dnstantes  physiques  des  deux  corps.  Quant  aux  deux  conditions 
ui  contienneut  ces  derni(^res,  il  a  fallu  les  abandonner;  elles 
Laient  inconciliables  avec  les  expöriences  de  Fresnel.  On  les  a 
jmplacees  par  d'autres  principes,  irapliquant  des  hypothd'ses  nou- 
elles,  et  c'est  en  particulier  l'bypothese  atomique  qui  a  permis  a 
Jrcbbofl'd'cünoncer  l'explication  mdcanique  la  plus  plausible  de 
e  problöme  si  difficilc.  Plus  tard,  Lord  Kelvin,  trouvantque,  pour 
;s  cristaux,  raalgr(^  tous  ces  a  coups  de  pouce  »,  riiypotliese  de 
incorapressibilitd  de  l'etlier  ne  donnaitrien  de  satisfaisant,  revint 
la  Solution  i^ejetde  par  Caucliy  et  Green,  d'un  dther  infiniment 
ampressible;  il  montra  que,  si  l'ffther  est  infmi^  l'hypotliese  cesse 
'^tre  nöcessairement  absurde.  Mais  eile  reste  fort  Strange,  car 
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eile  revient  ä  attribuer  toate  l'energic  potentielle   de  rdther  aux  ' 
changements  d'orienlation   de  ses  (ilemenls  de  volunie,  change- • 
ments   cjui,    pour   relasticite   des    corps  solides  fmis,  sout  saus 
influence  aucune,  mais  penvent  jouer  un  röle,  aa  moins  apparent, 
lorsqu'il  s'agit  de  l'ether  :  car  celui-ci,  par  hypothese,   ne   peiit ; 
tourner  dans  son  ensemble  ä  la  maniere  d'un  solide.   II  reste,  il  ' 
est  vraij  cette  ohjeclion  qu'il  siiffit,  pour  provoquer  en  un  poinL  , 
de  l'ether  im  changement  de  densite  fmi,  d'une  compression  inii-  ' 
niment  faible.  Lord  Kelvin  suppose  par  consequenL  qiie  l'dnergie  , 
de  l'ether  contient  des  termes  qui  s'opposcnt  ä  la  compression,, 
mais  sont  d'un  degre  superieur  au  second,  en  sorle  qu'en  Optique  ^ 
ou  les  deformations  sont  supposees  inlmiment  petites,  ils  restent  H 
negligeables.   Les  conditions  aux  limjtes  deviennent  alors  iden- 
tiques  ä  Celles  de  Fresnel;  aucune  diificuUö  ne  semblait  plus  sub; 
sister  et,  si  la  conception  d'un  dther  elastique  n'avait  joud  aucim  ^ 
role  eflectif  dans  la  decouverte  des  lois  de  FOptique,  du  raoins 
semblait-elle  capable  de   les   expliquer    apres  coup.    Gependant 
Lord  Kelvin  abandonna  celte  hypothese  pour  la  remplacer  par  , 
une  auire  plus  subtile,  celle  de  rether  g3'^rosialique;  il  semble  que  i 
ce  soit  l'identite  des  phenomenes  Inmineux  et  des  oscillations  61ec- 
Iriques,  decouverte  par  Maxwell,   qui  l'y  aient  amene. 

On  sait  que  Maxwell  part  de  ce  principe,  ^noncd  par  Faraday, 
que  les  attractions  et  repulsions  öleclriques  et  f^lectrornagnt^tiques 
sont  dues,  non  a  une  action  a  distance,  raais  ä  une  sorte  de  pres- 
sion  qu'exerce  sur  les  corps  electrises  le  iTiilieu  dans  lequel  ils 
sont  plongds;  ce  milieu  est  lui-meme,  de  proche  en  procke, 
modifie  par  la  presence  de  cliarges  ^lecttiques.  Maxwell  montra 
comment  on  peut  transfbriner  et  completer  les  öqualions  de  l'Elec- 
tricit^  de  maniere  a  ce  qu'elles  expriment  cette  nouvelle  maniöre 
de  voir;  pour  les  oscillations  electriques,  il  trouva  exactementla 
forme  d'dquation  et  les  conditions  donn^^cs  par  Fresnel;  il  ne 
s'agissait  plus,  comme  dans  la  th^orie  de  l't^ther  elastique,  d'un 
a-peu-pres  :  les  constantes,  determinees  par  des  m(^thodes  pure- 
inent  electriques,  etaienl  identiques  elles-mömes  ä  celles  de 
rOptique.  Celte  belle  decouverte  constitue  la  th^orie  electroina- 
gnetique  de  la  lumi^re;  eile  laisse  d'ailleurs  ouverte  la  question 
d'une  explicationmecanique  par  les  proprietes  elastiques  de  l'ether, 
mais    exige   que  celte    explication   s'applique,   non  seulement  ä 
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3piique,  mais  ä  l'ensemble,  bien  plus  complique,  des  lois  de 
ilectricite  et  du  magnetisme.  Pour  des  corps  au  repos  parcourus 
ir  des  courautS;  Maxwell  a  doiine  une  teile  explicalioii;  mais  la 
mcture  extröinement  compliqu(^e  qu'il  a  ele  oblige  de  donner  ä 
•ther  permet  de  sonder  toute  la  difficultö  du  problerae,  plutöt 
i'elle  n'eii  constitue  une  Solution;  pour  les  corps  en  mouvement, 

pour  les  actions  ölectrostatiques,  Maxwell  n'avait  d'ailleurs  pas 
ussi  a  trouver  une  explication  analogue,  et,  dans  |l'expose  d6fi- 
tif  de  la  Tlieoi-ie  dans  son  cölebre  Traitö,  il  ne  mentionne  plus 
n  explication  primitive.  II  est  impossible  de  decider  dans  quelle 
esure  ces  speculations  sur  la  structure  de  l'etlier  Pont  aide  dans 
s  decouvertes;  l'existence  d'une  relation  Streite  entre  la  lumiere 

l'dlectricitä  avait  el6  entrevue  par  Gauss,  et  la  d^couverte 
marquable,  faite  par  W.  Weber  et  Kolilrausch,  que  le  rapport 
;s  unites  ^lectrostatique  et  electrodjnamique  est  ögal  ä  la  vitesse 
5  la  luiuiere,  avait  port^  un  math^niaticien  c^lebre,  B.  Riemann, 

des  speculations  sur  le  raeme  sujet,  et  a  du  vivement  frapper 
[axwell . 

Les  (^quations  de  l'Optique  n'etant  qu'un  cas  tres  particulier  de 
illes  de  l'Electrodjnamique,  il  faut  que  les  interprdtations  mcica- 
ques  de  ces  dernieres  soient  des  gendralisations  de  thdories 
öcaniques  de  la  lumiöre.  Le  choix,  on  l'a  vu,  n'est  pas  grand,  et, 
algre  les  efforls  de  nombreux  savants,  parmi  lesquels  il  faut 
ter  en  pretniere  ligne  Lord  Kelvin,  aucune  Solution  n'a  6t6  trou- 
ie.  J'ecarte,bienentendu,  les  mecanismes  ing^nieuxetcompliqu^s 
ilatifs  a  telou  tel  cas  particulier;  j'öcarte  encore  les  considörations 
hiei-ales,  ou  interviennent  des  masses  imperceptibles  k  nos  sens, 
;  dont  on  ne  precise  pas  le  mouvement,  parce  que,  affirme-t-on, 
!ule  rexpression  de  leur  Energie  cin^tique  et  potentielle  importe. 
►na  pu  dire,  il  est  vrai,  qu'il  suffit  de  montrer  que  le  principe  de 

moindre  action  s'applique  ä  un  plidnomene  lorsqu'on  iatroduit 
ms  l'expression  de  l'<^nergie  du  Systeme  des  termes  de  ce  genre, 
3ur  avoir  par  Jä.  meme  demontrd  la  possibilit(5  d'une  rdduction 
IX  lois  de  la  Mecanique,  Mais  il  faut  s'entendre  :  si  Pon  exclut 
;s  actions  ä  distance  entre  les  parties  de  ce  m^canisme,  si  l'on. 
cige,  de  plus,  J'imp6n6trabilit6  et  l'indestructibilite  de  ces  masses 
ivisibles,  cette  reduction  cesse  en  geneval  d'etre  possible,  et  le 
robleme  reste  tout  entier.  Ü  est  d'ailleurs  facile  de  voir  ou.  git  la 
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difficulLe,  lorsqu'on  veut  passer  d'uue  thcorle  olasüque  de  k 
lumiere  ä'une  theorie  electrodynainique  :  parlout  od  il  exisLe  une 
charo-e  electrique,  les  equations  devIeuneiU  iahümogenes;  quelle 
quetoitriiypoLlieseque  Ton  fasse  sur  le  mouvcmeut  et  la  döfor- 
mation  de  l'ether  dans  un  champ  donne,  louL  se  passe  comtne  sj\ 
auxreactions  elasliques,  venait  s'ajouter  uae  force  aouvclle,  exer- 
cee  par  la  charge  electrique  sur  l'eLher  qui  est  en  conlaclavec  eile, 
Goasiderons,  par  exemple,  une  charge  eleclriqiie  splu'ri(fue.  Soä 
actioa  sur  l'^iher  environnant  se  recluira,  i)ar  symelrie,  a  ime  pres- 
sion  ou  une  tension  dans  la  directioa  du  rayou.  Si  TciLlier  ml 
incomprcssible  —  c'est  l'une  des  cleux  JiypoLlie.ses  adinissihles  ea 
Optiqtie  —  cette  pression  ne  le  raotlifiera  pas.  Si,  au  contrairdi 
coinme  le  voulaitLord  Kelvin,  il  est  itiilaiaieaL  eoin|)rn.ssihle,  im 
tlux  conlinuel  d'ether  dirige  radialement  .s'clabllru,  f.L  il  fand» 
renoncer  ä  rindeslructibiÜLe  de  Fether.  Aura-t-on  recours  k  de* 
termes  d'ordre  superieur^comine  en  Oplique?  Ges  tcraies,  ici,  ne 
pourronL  plus  eli^e  consideres  com  nie  ncg-ligeabies,  puisque  ce 
sera  d'eux  que  d6pendra  le  phenomene;  et  noiis  nous  trouverons 
en  contradiction  avec  les  lois  de  l'Electricitc,  ([ui  a'adiiicUeat  pai 
de  tels  termes.  M.  Poincart§,  dans  ses  Legons  sur  l'JllIcctriclt^  ei 
rOptiqiie  (^),  a  nettement  jnis  en  luaiiere  Ic  caractere  gcnteil  dt 
ces  difficultes,  et  il  nous  suffira  de  d  ire  qu'elles  n'onl  pas  ret;u  de 
Solution,  meme  dans  la  tbeorie  de  Ijaraior.  Cette  dcrniore  repose 
sur  la  conceplion  mentionnee  plus  haut,  de  l'ei/ter  gyrostatique^ 
conception  qui  m^rite  qu'on  s'y  arröte.  Oa  sait  que  lorsqu'utt 
appareii  contient  une  masse  en  rotalion  rapide  il  tead  ä  cuaserver 
son  orientation,  et  oppose  une  rdsistance  ä  la  main  qui  cherclie  h 
le  faire  tourner  dans  un  certain  sens  :  la  toupie,  de  uithue,  r^siste 
ä  l'action  de  la  gravitation  qui  ne  la  fera  toniber  quo  lorsque  lea 
frottements  auront  suffisamment  reduit  sa  vitesse  de  rotatioß. 
Supposons  de  telles  masses  en  rotation  dans  cbaque  uh'unent  de 
volume  de  J'elh.er  :  cet  tilementopposera  ä  un  cbangeuientd'orien- 
tation  une  certaine  i^esistance,  et  nous  avons  vu  que  c'est  pr^ci- 
s^ment  ce  qu'exige  l'Optique  quand  on  renoace  ä  riacompressi- 
bilite.  Cette  ingenieuse  explication  a  (^te  appliquee  par  M.  Larniop 


(')  IL    PoiNCARE,   Electricite  et   Opäque,     2°   (Edition,   Paris    rgoi,  4"   Partie, 
p.  578  et  suiv. 
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iix  plienomenes  electriques;  mais  il  n'est  pas  parvenii  ä  vaincre 
liverses  difficiiltes  (voir  M.  Poincare,  loc.  cü.),  et  l'on  ne  voit 
)iis  coinraenl  la  notion  de  charge  ölcctrique,  en  particulier,  peut 
e  dediüre  de  ces  consideralioiis,  ä  moins  de  renoncer  a  l'indes- 
rucdbilite  de  l'etlier,  Eireclivement  il  est  remarquable  que  slPon 
dmet  que  ]a  mallere  est  une  source  continuelle  d'elher,  ou  absorbe 
;onLinueUemeiiL  ce  corps,  on  arrive  avec  B.  Rieniaim  (donl  les 
echerclies  ont  ete  rdcemment  reprises  parM.  Brlll)  a  rexj)lication 
lydrostalique  des  aLlraclions  et  des  repulsions  que  nons  etudions 
in  Eleclrüstallquc  et  dans  la  llieorie  de  la  Gravitation.  Mais  ici  le 
not  «  explicalion  »  ne  s'appliquo  cerLainement  plus;  il  faudrait 
lire  «  analo^^ie  ». 

La  Gravitation,  dont  nous  n'avons  pas  paide  jusqu'ici,  complique 
incore  le  probleme.  Lorsqu'iin  milieu  quelconque,  apres  avoir  ete 
loustrait}"!  tonte  inlliicnce  exterieure,  estsoumis  a  une  deformation, 
a  stabilite  du  milieu  exige  que  son  energie  potentielle  s'accroisse. 
Dr,  et  c'cst  Maxwell  qui  l'a  remarque,  pour  un  champ  de  Gravi- 
,ation,  cette  (hier^-ie  diminiierait,  au  contraire;  aussi  Maxwell 
;onsitlere-t-il  ses  couceptions  conimc  inapplicables  ä  la  Gravitation, 
pii  reste  ainsi  encore  plus  a  inexplicable  )>  que  les  phenonienes 
ilectriqiics.  On  n'evile  la  conclusion  qu'en  renoncant,  comme  on 
'a  yu,  a  riudestructibiiite  de  l'etlier.  Quant  anx  idees  de  Lesage, 
pii  l'out  de  l'elher  une  Sorte  de  gaz  tres  raröde,  oü  les  corps  mate- 
'iels  se  protegent  mutuellenient  conlre  les  chocs  des  alomes 
l'öther  et  sont  ainsi  pousses  les  uns  vers  les  autres,  il  est  douleux 
ju'elles  expliqucnt  r(''elleu)ent  la  Gravitation;  mais,  certainemenl, 
illes  sont  absülument  incompatiblcs  avec  les  lois  de  l'Oplique. 
liufin,  citons  les  travaux  de  Bjerknesqui,  comme  d'autres  auteurs 
i'avaient  deja  fait,  Irouve  une  analogie  de  la  Gravitation  avec  nn 
Systeme  de  corps  vibrants,  plonges  dans  un  Huide  incompressiblc. 
Ü  considere,  en  particulier,  des  splieres  qui  s'ötendent  et  se  con- 
traclent  allernativcineiit  :  mais  il  faut  qu'il  y  ait  non  seulement 
idenlitd  de  periodc  pour  toutes  les  mol(5cules  ou  spiieres,  mais 
encore  identitö  de  pbase,  et  cette  derniere  condition  est  plus  inex- 
plicable fpie  la  Gravitation  elle-meme. 

En  resume,  au(;une  conceplion  mecanique  de  l'elher  n'a  conduil 
au  but.  L'expörience  a-t-elle  reussi  la  ou  la  llieorie  a  echoue? 
ßeaucoup  de  i-ecberclies  ont  ete  entreprises  pour  niettre  en  evi- 
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dence,  par  le  moyen  si  delicat  des  inlerferences,  un  mouvemeiiL 
de  l'öther,  soit  dans  le  voislnage  de  corps  aimantes  oii  dlectris^s, 
entraines  dans  un  mouvement  de  rotation  rapide;  soit  pr^s  de 
courants  electriques,  ou  dans  un  cliamp  d'osciÜalions  hertziennes. 
Le  r^sultata  ete  constamment  negatif,  et  cet  öchec,  confirmant 
celui  de  la  th6orie,  et  s'ajoutant  aux  difficultes  nombreuses  d^jk 
signalees,  telles  qiie  le  passage  libre  des  corps  a  travers  l'espace 
maLäriellement  vide,  a  amen^  un  grand  nombre  de  savants  ll 
renoncer  definitivement  ä  une  conception  m^canique  de  l'öther, 
et  ä  en  faire  ce  que  M.  Drude  appelle  un  espace  physique^  c'esl- 
ä-dire  un  espace  qui  ne  se  distingue  de  celui  de  la  G(5omötrie 
qu'en  ce  qu'il  est  le  siege  d'une  energie  speciale,  l'cnergie  ölectro- 
magndtique.  Son  6tat  est  defini  par  la  «  force  ölccLriquc  »  et  la 
«  force  magnetique  ».  A  vrai  dire,  ces  vecteurs  n'y  produiseul  par 
hypothese  aiicun  changement  qui  soit  susceptible  de  toinber  sous 
nos  sens ;  et  l'on  peut  se  demander  ce  que  de  tels  cuoncös  ren- 
ferment  de  reel  et  quelle  est  la  part  des  mots  lorsqu'on  coutinue 
ä  parier  d'une  action  de  ce  <c  milieu  »  sur  les  corps.  C'est  ce  que 
nous  allons  examiner  en  partant  de  la  tlicorie  ölectrodynamique 
de  Lorentz  qui  est  dtablie  sur  cette  conception  de  l'cther.  Nous 
trouverons  que  le  röle  de  l'etlier,  bien  modcste  deja,  doit  encore 
^tre  reduit,  et,  d'abstraction  en  abstraction,  nous  arriverons  ä  n'y 
plus  voir  qu'un  Systeme  de  coordonnees  absolues,  un  fantdme  ma- 
thematique,  qui,  ä  son  totir,  ne  subsistera  pas  devant  Texperience. 
L'cther  est  consider^,  nous  l'avons  dit,  comme  ctant  le  rcservoir 
de  toute  l'energie  ^lectrodynamique,  optique,  elc.  Nous  pourrions 
donc  nous  attendre  ä  ce  que  certains  points  de  l'etlier,  situ^s  soitä 
distance  finie,  soit  ä  Pinfmi,  soient  Torigine  de  perturbations  (5lec- 
trodynamiques.  Un  corps  rayonnant,  au  Heu  de  perdre  constam- 
ment de  son  (Energie,  pourrait  aussi  en  gagner  constamment,  par 
l'apport  d'ondes  convergeant  vers  lui,  et  venant,  par  cons(§quenl, 
de  l'mfini.  Un  tel  appareil,  tirant  son  energie  de  l'cther  sans  que 
d'autres  corps  en  perdent  une  quantitc  equivalente,  serait  bien 
pr^cieux  :  il  constituerait  un  perpetuuin  mobile.  11  est  facile  de 
montrer(')  qu'effectivement  les  6quations  de  Maxwell,  de  Hertz  et 


(')  Pour  plus  de  döLails  sur  ces  quesLions,  consuUer  un   Memoire  de  l'auteur: 
lieclierches  criUques  sur  l'Electrodynamique  generale,  CEmres,  X.VIII,  p.  317. 
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de  Loi-entz  admettent  de  lelles  Solutions,  ce  qui  constitue  cer- 
Lüinement  une  grave  objection  a  ces  theories,  d'autant  plus  que, 
pour  las  ecarLer  d'une  maniere  absolument  generale  ii  faut  inlro- 
duire  de  nouyelles  hjpotlieses  qui  ne  supporlent  guere  une  cri- 
tique  rigonrcuse.  Pour  la  tlieorie  de  Maxwell  et  pour  celle  de 
Hertz  on  n'y  a  pas  reussi  jusqu'ici;  dans  celle  de  Lorentz,  on  n'y 
reussit  qu'en  admettant  par  hypothese  que  toute  Solution  qui  ne 
peut  pas  se  mettre  sous  la  forme  de  «  poientiels  retardes  »,  c'esl- 
ä-dire  d'aclions  des  divers  elements  de  charge  tout  analogues  aux 
anciennes  actions  a  distance,  mais  non  instantanees,  doit  etre 
ecartee.  Nous  voilä  donc  revenus  aux  actions  el^mentaires,  qtie 
Maxwell  s'etaitfait  fort  d'ecarter  de  la  tlieorie;  et  il  est  bon  de 
remarquer  qu'aucan  dnonce  equivalent  ä  cette  liypothese,  et  plus 
conforme  aux  idees  de  Maxwell,  ne  semble  possible.  La  difficulte 
est,  en  elTet,  essentielle  :  l'hypolhese  nouvelle  rend  les  plieno- 
mcnes  (ilectromagnetiques  essentiellementirreversibles,  landisque 
les  equalions  primitives  ^noncjaient  leur  r^versibilite.  Mais  admel- 
tons  l'bypothese  comme  un  fait  d'experience;  alors  les  equations 
s'integreut  coinpletement,  et,  comme  l'a  fait  remarquer  M.  Lorentz 
lui-meme,  le  clmmp^  les  vecteurs  electrique  et  magnetique,  dispa- 
raissenl  du  rcsultat,  qui  n'(§nonce  plus  que  des  relations  d'espace 
et  de  temps,  ou  interviennent  certains  coefficients  invariables  dits 
«  cbarges  clectriques  ».  Ces  actions  «  retard^es  »  peuvent  coin- 
pletement remplacer  les  equations  aux  derivees  partielles;  tandis 
que  lu  j)rO[)Osition  inverse  n'est  pas  vraie.  Ainsi,  en  Optique, 
nous  n'aurons  plus  ä  nous  pröoccuper  de  ce  qui  se  passe  dans 
r^tber  pur;  tout  se  rc^duira  k  des  actions  exercees  par  les  cbarges 
mobiles  ou  ions  de  la  source  de  lumi^re  sur  celles  de  l'iScran,  de 
l'appureil  o])tique,  de  la  rdtine  ou  de  la  plaque  pholograpbique. 
Les  points  de  l'dtber  ne  sont  plus,  comme  l'admetLaient  Huygens 
et  Fresnel,  autant  decentres  d'öbranlement,  emettant  de  nouvelles 
ondes  dans  toutes  les  directions  :  seuls,  les  points  dlectrises  sont 
centres  d'ondes;  malgre  cela,  les  deux  manieres  de  voir  conduisent 
au  nicme  rdsultat,  conforme  ä  l'experience.  Mais  combienest  pro- 
fonde  la  düFerence  entre  le  role  joue  par  l'etber  dans  l'une  et 
l'autre  tbdorie  1  Ghez  Lorentz,  en  fait,  il  n'est  plus  qu'un  Systeme 
de  coordonnees  absolu,  c'est-a-dire  independant  de  la  matiere  au 
sens  ordinaire,   et  par  rapport  auquel  il  faut  mesurer  toutes  les 


^58  OEUVRES    DE   WALTIIKR   RITZ. 

vitesses  (et  en  particulier  cclle  de  la  lumicre)  qui  enlreiU  tlans  les 
equations.  L'elher,  qui  aurait  pu  manifester  son  existence  par  des 
ondes  emanant  de  lui,  se  derobe  ime  fois  de  plus. 

II  faut  avouer  qae  nous  sommes  bien  loin  de  toates  les  concep- 
lions  auxquelles  l'etude  de  la  natiire  ajusqu'id  coiidurtlcs  savantsj 
et,  peut-ötre,  n'avons  nous  pas  le  droit  de  nous  etonner  bcaucoiip 
que  l'experience,  interrogee  souvent  et  avec  nn  soin  et  une  prö- 
cision  extremes,  ait  donne  un  dement!  formel  a  une  hjpolh{'ise  si 
etrange  et  abstraite.  Le  mouvement  de  translatiou  si  rapide  de  la 
Terre  dans  son  orbite  est  sans  influence  sur  les  plionomenes 
optiques  et  electriques,  de  meine  qu'il  est  sans  inllticnce  en  M6ca- 
nique.  La  tbeorie  de  Lorentz  n'explique  que  (f  uelques-uns  de  ces 
resultats  negatifs;  aussi  ce  savanl  a-t-il  cherchc  quellos  hj[)0lli6ses 
supplementaires  sontnecessaires  ponr  que  l'iiilluence  d'un  mou- 
vement de  translation  uniforme  d'un  Systeme  soit  rigourcuscinenl 
nulle.  11  a  trouve  qu'il  faut  : 

1°  Renoricer  ä  l'existence  de  corps  solides,  dont  les  dimeosions 
ne  sont  alterees  par  auoun  mouvement  :  notioii  qui  est  ä  la  base 
de  la  G6om6lrie; 

2"  Renoncer  a  l'invariabilite  de  la  massc,  qui.  dcvicnt  fonctioa  de 
la  vitesse  —  de  meme,  d'ailleurs,  que  dans  la  thcorie  primitive  de 
Lorentz  (^); 

3"  Faire  du  temps,  de  la  simuUaneite,  de  Tegalitö  de  deux  tempa 
des  notions  toutes  relatives,  definies  dilleremnient  suivanl  le  mou- 
vement de  l'observateur; 

4"  Renoneer  enfm  au  parallelogramme  des  vitesses,  qui  ne  serait 
qu'une  approximation  admissible  aux  faibles  vitesses;  deux  elec- 
trons  ^mis  par  un  grain  de  radium  en  sens  inverse  avec  une 
vitesse  de  aooooo'^'"  par  seconde,  aaront  une  vitesse  relative  uoa 
de  Öooooo'^'",  mais  d'environ  o.qGooü'^'".  C'est  dire  que  la  signiü- 
cation  de  tous  ces  mots  a  totalenient  change. 

Les  phjsiciens  consentiront-ils,  pour  sauver  Tether  et  les  (k[ua- 
tions  de  Maxwell,  ou  du  moins  le  peu  qui  en  resle,  a  admettre  de 
g^iete  de  coiur  de  telles  complications?  Ne  se  diront-ils  pas  plul6L 

(')  Lorsqu'on  renonce  au  mouvement  absolu  et  ä  la  notion  d'dLlicr,  les  exp6- 
riences  de  M.  Kaufmann  ne  permettent  plus  d'affirmer  la  variabilile  de  la  masse. 
Celle-ci  peui  6tre  d'origine  electromagnetique,  mais  eile  est  constanle;  ce  sont 
les  forces  qui  varient  avec  la  vitesse. 
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que,  une  fois  de  plus,  l'image  «  (Hhev  -p  qii'ils  sMlaienl  faile  pour 
üxpliquer  la  non-instantanclte  de  Ja  lumiere,  loiii  de  les  conduire 
a  f)rcvoii^  des  resultats  nouveanx  confirxncs  eiisnite  par  l'expe- 
lience,  comme  c'est  le  cas  pour  la  llieorie  atomiqae  et  en  g^neral 
pour  touLe  llieorie  qai  rnerUe  d'etre  retenue,  ne  leur  a  lueme  pas 
permis  d'expliquer  les  resuUals  de  l'oLservation  et  leur  a  cree  des 
difficult^s  Loujours  nouvelles? 

La  theorie  emaiiative  de  la  lumiere  u'introduisait  pas  le  mouve- 
ment  absolu.  Si  au  contraire  la  lumiere  se  propage,  ce  ne  peut 
elre  que  dans  un  corps  different  des  corps  materiels,  et  remplissant 
lout  l'espace;  ce  corps  introduira  n6cessairement  le  mouvement 
dit  absolu;  l'experience  d^monlre  donc  qu'il  n'j  a  pas  propa- 
gaUon.  Nous  sommes  ainsi  ainenes  a  considerer  l'energie  lurni- 
neuse  comiije  projelee,  et  non.  comme  propagee;  nous  revien- 
drons,  dans  un  certaln  sens,  ä  une  llieorie  emanalive  de  la  lumiere 
et  de  l'eleclricile,  mais  sous  une  forme  necessairemcnt  toute  nou- 
velle,  et  sans  oublier  un  instant  qu'il  ne  s'agit  que  d'uno  image 
deslinee  ä  nous  rendre  sensible  le  retard  qu'eprouvent  les  actions 
lumineuseset  electriques,  retard  qui  sealestl'objeldesexperieuces. 
Gelte  iinage  satisfera  en  möme  temps  ä  ce  ]>esoin  de  notre  esprit 
d'introduire  partout  Ja  notioii  de  subslance,  besoin  auquel  nous 
devons  les  anciens  lluides  calorique,  magnetique,  etc.  et  le  nou- 
veau  iluide  (Energie.  Une  lelle  entreprise  semblait,  au  point  de  vue 
de  la  lli(5orie  onduiatoire  classique,  condamnec  d'avance ;  il  en  est 
tout  autrement  dans  les  vues  nouveJJes  que  nous  devons  aLoreniz. 
Pour  ne  nous  occxiper  que  de  TOplique,  Ja  consideralion  des 
actions  f^lömeniaires  retardees  nous  permettra  de  scinder  le  pro- 
bli^me  en  deux  auires  :  il  faudra  d'abord  conserver  la  formuleana- 
lytique  qui  exprime  la  force  subie  par  un  ion  au  raoyen  d'une 
somme  d'actions  dependant  de  la  position  et  de  Taccdleration 
(p^riodiques)  des  auires  ions,  prJs  a  de  certainsinslants  anldi^ieurs; 
puis,  parmi  les  diverses  lois  de  propagalion  que  peut  nous  sugg(i- 
rer  l'hypoihcse  eraanative,  et  qui  toutes  salisferont  au  principe  de 
la  relalivitc  du  mouvement,  nous  choisirons  celle  qui  sera  conforme 
ä  l'experience.  Les  instants  antörieurs  ou  instants  d'ömissionddter- 
mines  par  la  nouvelle  lol  ne  difTdreront  jamais  beaucoup  de  ceux 
qu'exigerait  la  loi  adoptöe  par  Lorentz,  et  basee  sur  ia  nolion  de 
Systeme  de  coordonndes  absolues;  dans  beaucoup  d'exp^riences, 
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oü  les  vitesses  sont  negligeables,  il  y  aura  identite  complete.  Les 

ondes  de  l'elher  seront  remplacees  par  une  distribution.  de  l'ema- 

nation,  periodique  dans  le  temps  et  dans  l'espace.  J'ai  d'ailleurs 

montre  (loc.  cit.)  que  sur  ces  bases  on  peiit  edifier  non  pas  une, 

mais  une  infinite  de  thdories  elecLrodjnamiques;    conservant  la 

theorie  des  electrons  et  les  autres  hypotheses  physiques  si  föcondes 

introduites  par  Lorentz^  conservant  m^me  son  principe  de  super- 

posilion,  on  n'a  qu'ä  discuter  s^parement  d'une  part  Pinfluence 

des  divers  termes  qui  constituenl  ensemble  rexpressiondelaforce 

subie  par  un  Electron,  et  de  l'autre  celle  de  la  loi  de  propagation, 

pour  d^terminer  les  changements,  tres  ötendus  d'ailleurs,  qu'il  est 

permis  d'y  apporter  sans  qu'il  y  ait  contradiction   avec  aucane 

!|j '.  exp<§rience  faite  jusqu'ici.  Ce  nouveau  retour  ä  des  conceptions 

1'^  plus  anciennes  n'est,  en  somrae,  que  le  prolongement  toulnaturel 

• '  ^  d'une  evolulion  dans  laquelle  M.  Lorentz  a  eu  la  plus  large  part, 

t*'   '  et  qui  nous  a  ecartes   progressivement   des   idees  primitives   de 

/!   !  Maxwell,  en  nous  ramenant  ä  la  consideration  des  charges  ^lec- 

"    ,  triques  et  en  rel^guant  de  plus  en  plus  ä  Tarri^re-plan  l'influence 

'  *'  du  milieu.  II  ne  s'agitpas,  bien  entendu,  d'un  retour  aux  actions 

'  ä  distance ;  mais  que  l'on  cboisisse  comme  milieu  interraediaire 

pU  un  «  espace  physique  ä  ou  une  emanation  fictive,  des  l'instant  oü 

;{  H  l'action  ^prouv^e  par  une  cliarge  electrique  ne  depend  que  de  la 

I  n  disposition  et  de  i'etat  du  milieu  dans  son  entourage  immediat,  on 

\y,  pourra  dire  qu'il  n'y  a  pas  action  ä  distance.  Peut-^tre  cet  önonc^ 

\\\  contiendra-t-il  m^me,  dans  la  nouvelle  hypothese,  une  plus  grande 

;*  part  de  realite  que  dans  l'ancienne.  Gar  l'^ther,  nous  l'avons  vu, 

li  n'est  pas  modifi^,  suivant  les  vues  de  Lorentz,  par  l'action  de  la 

;;  matifere;  il  raste  immobile.  La  mati^re,  au  contraire,  est  mise  en 

!  j  mouvement  par  l'action  de  l'^ther  :  le  principe   de   l'egalite^  de 

Sf  l'action  et  de  la  rdaction  n'est  pas  satisfait.   Or  M.  Poincar^  a 

1  \  monträ  qu'en  attribuant  ä  l'energie  rayonn^e  une  quantite  de  mou- 

\\  vement,  on  r^tablit  le  principe.   Un  Systeme,  dit-il,    qui  rayonne 

I  de  l'dnergie  dans  une  certaine  direclion,  recule  comme  une  pi6ce 

d'artillerie.  Ce  recul,  les  expäriences  sur  la  pression  de  lalurai^re 

.'  l'ont  mis  en  ^vidence.  Or  n'est-il  pas  plus  naturel  d'attribuer  une 

!  quantit^  de  mouvement  ä  une  Energie  projetee,   comme  le   veut 

l'image  ^manative,   qu'ä  une    Energie   propagee?    L'^manation 

agira  donc  sur  les  corps  electrises,  mais    son   mouvement  sera, 
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d'apres  le  principe  de  l'action  et  de  la  r^action,  modifielui-meme, 
au  moins  en  general;  et  cetlc  modification  (p.  ex.  la  reflexion  du 
rajon  lumineux  qui  exerce  une  pression  sur  un  miroir)  sera  per- 
ceptible  ä  nos  sens,  alors  que  celle  de  l'ether,  ensupposantqu'ellc 
exisLe  (c'cst  le  cas  dans  la  theorie  de  Hertz),  ne  l'etait  pas.  Dans  la 
ih^orie  del'elher,  ainsi  que  l'a  nionlr(^  M.  Poincar(^,  le  principe  de 
l'action  et  de  la  reaction  semble  inconcillable  avec  l'experience  de 
Fizeau  sur  l'entramement  des  ondes  par  les  corps  en  mouvement : 
la  thöorie  de  Hertz,  qui  satisfait  au  principe,  est  inconciliable  avec 
l'experience;  celle  de  Lorentz,  qui  n^j  satisfait  pas,  explique  ti-rs 
bien  l'observation  de  Fizeau.  Dans  l'hypothese  nouvelle,  c'esL 
l'inverse  qui  a  lieu  :  supprimons  la  reaction  de  l'electricite  sur 
l'(^inanatioii,  et  la  tbcorie  ne  sera  pas  en  accord  avec  l'experience. 
Concluons.  L'expt^rience  ne  nous  a  jamais  revele  trace  de 
quelque  chose  qui  subsisterait  dans  les  espaces  vides  de  matiere 
au  sens  ordinaire.  II  nous  sera  toujours  loisible,  cependant,  d'y 
supposcr  un  interm^diaire  servant  de  v<5hicule  aux  actions  des 
corps  les  uns  sur  les  autres,  et  cette  conception  pourra  möme 
etre  fort  utile,  ä  la  condition  de  ne  pas  trop  la  prendre  au  serieux, 
c'est-ä-dire  ä  la  condition  de  ne  pas  oublier  qii'il  s'agit  d'une 
simple  construction  mentale  et  non  d'une  realite,  construction 
qu'il  faiidra  abandonner,  pour  la  remplacer  par  une  autre,  des  que 
l'expdrience  ou  reconomie  de  la  pensee  l'exigeront. 


XXI. 

DIE   GRAVITATION. 


«  Scientia  »,  Vol.  V,  N°  X-2  (3^  Annce),  i"'  Avrii  190g,  p.  'i,4<-i55. 


Als  Newton  entdeckte,  dass  die  Bewegungen  der  Himmelskörper 
mit  einer  ausserordentlichen  Genauigkeit  vorausbereclmetwerden 
können  unter  der  Annahme,  dass  sie  sich  nach  seinem  berühmten 
Gesetz  gegenseitig-  anziehen,  betrachteten  weder  er  noch  seine 
Zeitgenossen  die  Frage  als  erschcipft.  Trotz  ihrer  grossen  Einfach- 
heit hatte  diese  Erklärung  der  Bewegungen  der  Himmelskörper 
durch  die  Einführung  einer  Kraft,  die  ohne  Zwischenmedium  in 
der  Ferne,  oder,  was  beinahe  auf  dasselbe  hinauskommt,  momen- 
tan wirkt,  für  jene  Männer  etwas  h(")chst  unwahrscheinliches  und 
abstossendes.  Diese  Abneigung  gegen  Fernwirkungen,  die  man 
noch  heute  findet,  entbehrt  nicht  einer  tieferen  psychologischen 
Begründung  :  sie  entspringt  einem  starken  Empfinden  für  die 
Wesenseinheit  der  physikalischen  Kräfte,  die,  bei  all  ihrer  grossen 
Verschiedenheit,  stets  eine  gewisse  Zeit  brauchen,  um  ihre  Wir- 
kung auszuüben,  und,  wenn  diese  Wirkung  zwischen  zwei  Körpern, 
die  durch  irgend  ein  Medium  getrennt  sind,  stalthat,  dieses 
Medium  in  wahrnehmbarer  Weise  verändei-n  (^ ).  Das  Licht  schien 
zu  Galileis  Zeiten,  eine  Ausnahme  zu  bilden;  doch  hat  dieser 


(')  .'^Isvor  hundert  Jahren  die  Gravitation  allgemein  als  wirkliche  Fernkraft 
aufgefasst  wurde,  hat  dieselbe  Empfindung  für  die  Einheit  der  Naturkrüftc  dazu 
geführt,  alle  Kräfle,  auch  die  Molekularkräfte,  als  Fernwirkungen  zu  betrachten. 
Dass  hier  das  unmittelbarere  Empfinden  Recht  hatte  gegen  das  künstlich  anerzo- 
gene, hat  der  Erfolg  F&radays  und  Maxwells  gelehrt. 
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^orsclier  keinen  Augenblick  gezweifelt,  dass  dies  nur  scheinbar 
1er  Fall  sei,  und  die  Erfahrung  hat  ihm  Recht  gegeben.  Der 
^Vunsch,  sich  von  dem  Zwisclienmediun^  und  von  der  Ausbreitung 
;in  genaueres  Bild  zu  machen,  hat,  von  Hiiygens  zu  Newton  und 
^"'resnel,  zu  den  Gesetzen  der  Optik  geführt.  Für  die  elektrischen 
Gräfte  hat  die  Ei>fahrang  gleichfalls  gegen  eine  Fernwirkung 
intschieden.  Die  Gravitation  allein  bildet  eine  Ausnahme.  Es 
st  scliwer  anzunehmen,  dass  hier  mehr  als  ein  trügerischer  Schein 
'orliege,  und  zahlreiche  Erklärungsversuche  sind  gemacht  worden, 
lie  meist  eine  endliche  Ausbreitungsgeschwindigkeit  und  be- 
timmtc  kleine  Veränderungen  des  Newlonschen  Gesetzes  bedin- 
gen, die  der  experimentellen  Prüfung  zugänglich  sind.  Wir  werden 
ie  im  Folgenden  besprechen;  durch  geeignete  Gruppierung  lassen 
ie  sich  auf  wenige  Typen  zurückführen,  bei  welchen  wir  uns 
iisbcsoudere  fragen  werden,  welchen  Einlluss  auf  wirklicli  walir- 
lehmbare  Vorgänge  wir  dabei  zu  erwarten  hal)en. 

Man  kann  natürlicli  nicht  daran  denken,  die  Frage  nach  der 
^usbreitungsgeschwindigkelt  durch  direkte  Versuche  zu  ent- 
cheideu,  wie  dies  für  das  Licht  und  die  elektrischen  Kräfte  ge- 
chehen  ist.  Aber  die  indirekten  Folgerungen  aus  jeder  Hypothese 
;enügen  im  allgemeinen,  wegen  der  ausserordentbchen  Genauig- 
eitder  astronomischen  l^eobaclitungen,  um  ein  Urteil  zu  erlangen. 
)ie  Störungen,  welche  die  neuen  Glieder  einführen,  dürfen  im 
llgemeinen  die  Fehlergrenze  der  Beobachtungen  nicht  über- 
chreiten.  Doch  bestehen  Ausnahmen.  Die  jahrhundertelang  fort- 
esetzlen  astronomischen  Beobachtungen  haben  einige  Abwei- 
hungen  zwischen  Beobachtung  und  Rechnung  nachgewiesen, 
ie  sich  durch  das  Newtonsche  Gesetz  bis  jetzt  nicht  erklären 
xssen,  und  die  ein  neues  Gesetz,  welches  dieses  ersetzen  soll, 
fh'd  erklären  müssen.  Unter  diesen  Anomalien  ist  die  bei  weitem 
rösste  die  des  Planeten  Merkur,  dessen  Ellipse  langsam,  unter 
er  Einwirkung  der  übrigen  Planeten,  sich  in  ihrer  Ebene  dreht; 
och  ist  die  beobachtete  Drehung  um  ungefähr  /\2  Bogensekunden 
ro  Jakrhunäej^t  grösser  als  die  berechnete.  Die  Differenz  ist 
war  gering,  aber  doch  unzweifelhaft  und  unerklärlich.  Es  ist 
löglich,  dass  die  nächsten  Planeten,  Venus  und  Erde,  eine  ähnliche, 
renn  auch  5  bis  lomal  kleinere  Anomalie  aufweisen.  Die  Exzen- 
:izität  der  Ellipsen  dieser  Planeten  ist  nämlich  eine  sehr  geringe, 
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etwaj^;  es  sind  beinahe  Kreise.  Nun  ist  es  offenbar  unmüglicii; 
die  Drehung  einer  Kreisbahn  in  sich  selbst  zu  beobachten  :  es 
genügt,  in  geeigneter  Weise  die  Umlaufszeit  des  Planeten  zu 
verändern,  um  denselben  beobachtbaren  Effekt  herbeizuführen.  Im 
vorliegenden  Falle  könnte  die  sehr  kleine  Veränderung,  die  die  f 
Lagen  von  Venus  und  Erde  durch  diese  Anomalie  erfahren, 
"würden,  wenn  ihre  Bahnen  sehr  exzentrisch  wären,  noch  auf  ein 
hundertstel  etwa  ihres  Betrages  herabgedrückt  werden,  wenn  man 
die  angenommenen  Umlaufszeiten  in  ganz  unbedeutender  Weise 
veränderte.  Für  Mars,  dessen  Exzentrizität  0,09  ist,  wäre  dagegen 
vielleicht  eine  ähnliche,  sehr  leichte  Anomalie  zu  erwarten,  was 
auch  die  Beobachtung  bestätigt. 

Die  übrigen  beobachteten  Abweichungen  von  der  Theorie 
betreffen  die  Mondbewegung  und  die  Bewegung  des  Enckeschen 
Kometen.  Wir  werden  darauf  nicht  eingehen. 

Die  Erfahrung  zeigt,  dass  es  für  die  Gravitation  nicht,  wie  für 
die  elektrischen  Kräfte,  eine  Schirmwirkung  gibt,  und  nie  hat 
irgend  welcher  Einfluss  des  Mediums  konstatiert  werden  können. 
Würde  ein  Teil  der  Materie  eines  Planeten  gegen  die  Anziehung 
der  Sonne  durch  den  andern  teilweise  geschützt,  so  wäre  die 
gesamte  Kraft  nicht  mehr  der  Gesamtmasse  proportional,  was 
sehr  bedeutende  Störungen  zur  Folge  hätte ;  wie  Laplace  berech- 
net hat,  muss  man,  um  diese  Störungen  zur  Fehlergrenze  herab- 
zudrücken, annehmen,  dass  die  Gravitation  beim  Durchdringen 
des  Erdballs  höchstens  um  ein  Millionstel  ihres  Betrages  ge- 
schwächtwerde. 

Diese  Tatsachen  sind  von  grosser  Wichtigkeit  für  alle  Theorien, 
besonders  für  diejenigen,  welche,  in  einer  oder  der  andern  Weise, 
nicht  eine  (t  mechanische  Erklärung  »  im  gewöhnlichen  Sinne 
suchen,  sondern  eine  Zurückführung  der  Schwerkraft  auf  elek- 
trische Kräfte  erstreben,  so  dass  z.  B.  die  Gravitationskonstante 
aus  elektrischen  oder  magnetischen  Messungen  ableitbar  wäre  : 
eine  Reduktion  des  Problems,  die  für  die  Einheit  unserer  physi- 
kalischen   Vorstellungen    von   grösster  Bedeutung  wäre. 

Die  bisher  vorgeschlagenen  mechanischen  Erklärungen  lassen 
sich  in  statische  und  dynamische  einteilen. 

In  den  ersteren  soll  die  Materie  den  umgebenden  Äther  defor- 
mieren, und  diese  Deformation  soll  sich  stetig  ausbreiten  und  auf 
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utlrrc  'IVilt*  ilt'r  Malerle  so  \\irk<;u,  dass  der  .insc/tt'in  olacr 
ktr/.it'iitm^  e'iüstrht.  kl  titc  iX-üalnuT  Mafi'rü' im  (il(>U'hfic<,virht, 
<>  uilt  (iii's  tntt'li  vorn  \(hei\  weuigsLeus  nach  fMiicr  {^eaüf^cud 
mi^cji  y.ril.  I)it*sc  Annaliuu'  ist  die  niiidi.slHfgt;udsU'.  und  {^(dü.  auf 
uiuldu  y.iirücd».  Dt«- ( liavilatitmst'uei'^dc  ist  die  iiohnititdU»  Mner- 
ie  iU'v  Dtd'iu'mnlion  des  Vtlicrs.  Dies  |;enii{;t  aber,  \\I(*Max\s(dl 
»•uu'rkl  hat.  um  jtnlc  solrlu«  Tlieofie  von  VDrulituTiu  al)zuweisen. 
)tnin  Uiud»  «'iu**ui  allgpnn'ttu'ti  rria/ap  thu*  SlaliK  luiiss  dii'  luitn-- 
\v  utit'h  tli'v  hiduraiatioii  •^^riisscr  s(dn  als  im  nitdil  (hdonuicrleu 
'.üslamlc,  d.  1).  in  Aliwcsridicil  malcriidler  Kiifpcr;  sonst  ist.  das 
ilritdig{!\\i«d»t  Ao  Mediums  uirhi  stahil.  Hier  nuissic  aber  das 
u'i:;tniti'iUtaüiind«'n  :  da  die  ( IraNitaliunskridtt' an'/itdu'ud  Nvirken, 
urd  dir  jHilt'ntitdlr  f'hu'r^it'  rincs  SnsIcuis  v(ui  K(ii-|u'i'n //r///^'/', 
u'im  ihre  MunstMu  und  s(uuit  die  Ihd'cuuualiüu  dfs  ÜIum'S,  ver- 
,rim«,urt  v\i«i"»itMi,  l'tu'  dir  «di'kt!'is(difa  Kfiifl<'  ist  das  \  (uv.fiidieu 
im|4,t'k<du'l ;  di«?  I'au'i'^jit'  niunnl  iiulcr  idiulIcduMi  Unisliindcu  3//. 
htrauf  Ital  MaiiWidl  dt**  Mn|4litdd\«'it  tdiicr  staliiHidifni  l'lrkliirun|>  dci' 
'h'klfUHtali'»jdu'n  Kralü!  i^fslul/.! ;  (••*  inl  ihui  allerdings  s«dl)Sl  liItT 
n(dif  |,'rhuij4t'u,  rim«  srdidir  zu  (indem.   Mau  si(d»l   also,  das.s  ein 

\\\nH-  ",  wideduT  slir«  V\  irkuuj^cn  dcv  Stdiwcrkraft  vorzuliiusrln'u 
{•rmn(d»lt',  stdl»*.t  in  AhwfSJMdiedl  malcrlfdlci' Kilrpe'f  in  instuhiljMU 
il('i«di|^r\\i(dit  sich  ludindtm  nin^slt!  ;  damit  aher  ist   dicso  l'j-klii 
'ungHwiMHf  iuiH^fHtddusHftK 

Wir  Wf'rdtm  alnr»  notwendig  daj'.u  f^M'fi'ihrt,  verborgen«  licwt;- 
iungen  einzuführen,  uns  es  mit  «dner  ICnergie  kt/wlischcr  \rl 
;u  tun  /.u  Indien,  und  '/,\\nr  aueli  dann,  wenn  iVw  \\iigl)uren 
\il5s>.sen,  dir  allein  unseren  Sinnen  '/ngiinglich  sind,  i'ulien. 
)as  kriteiiun»  dri  !'',nergieniinin)uin«s  ist  dann  niehl  mehr 
inwffudhiir,  un«i  da»  Pruldt-ni  wird,  im  Prinzip  wenigstens, 
lishar. 

Die  iiltetle  di«"4er  A'ir^n'tisthf/t  Theorien  Ist  die  von  Lai<ugß, 
Ije  HpiUtT  (iegcnntiind  vielfindser  Arheiteii  von  Iserd^rahe  ufid 
mdr*rn  i^eHt'Heri  int.  Sie  »kel/.t  seiriiUÄ,  der  Ilauni  werde  in  allen 
licdilungen  von  kIriiHnt  'I'edhdien  earpttsvnit'S  ultrainanddinü^ 
iiit  i^ro^wer  (H-sehwindigkeil  {lurtdilaüfen.  V\eiin  ein  einzelner 
\«'trprr  A  den  Stfjsseri  derscdhen  auH^eset/.l  ist,  so  Ideihl  er  in 
inhe.  ilii  Hteli  dit«  Sl«'»*i*e  im  Mittel  aufheben;  ist  aber  in  eini|;er 
Mitfernuftg  ein  xueiler  K«irjM*r  B  voriianden,  so  stditilzt  er  A  vor 
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den   K.orpuskeln,  die,  von  aussen  kommend,  in  der  Richlung  BA 
sicii  bewegen;  es  überwiegen  die  übrigen  Slossrichtungeo,  und  A 
wird  gegen  B  gedrängt,  ebenso  B  gegen  A  :  es  wird  eine  schein-  . 
bare  Anziehung  bewirkt. 

Eine  genauere  Betrachtung  (')  zeigt,  dass  die  Korpuskeln  mebr 
oder  weniger  unelastisch  sein  müssen,  sodass  ihr  Stoss  "Wlirme 
erzeugt;   sonst  wirft  der  Körper  B  gegen   A  ebensoviele  Korpus- 
keln   zurück  als   er  in   ihrem    Laufe  aufhält,    und   der    Gesaml- 
effekt    auf   k.  ist  Null.    Ferner,     da    für   die    Gravilaüon  keiEie 
merkliche  Schirmwirkung  existiert,  müssen   die  Atome  der  wag-  . 
baren  Körper  .in  Abständen  voneinander  stehen,  die   gross  gegen  ' 
ihre  Dimensionen  sind;  endlich  müssen  sie  aus  Teilchen  bestöUeUt  - 
die  untereinander  identisch,  aber  viel  grösser  als  die  corpuscuhs 
idtramondains  sind.    Für  ruhende  Körper  ergibt  sich  dann  (ias   , 
Gravitutionsgesetz.     Für    bewegte   Kiirper    muss,    wie    in   eineßi    , 
Gas,  eine  Reibung  entstehen.    Ferner  wird  sich  die  Schwerkrafl 
mit  einer  endlichen    Geschwindigkeit  ausbreiten,  die  höchsteni*   \ 
der  der  Korpuskeln  gleich  ist,  und  die  Wirkung  auf  einen  Körpea*  ^ 
wird    nur   von   seiner   relativen    Geschwindigkeit  gegen  die  Kor- 
puskeln abhängen.    Laplace   hat  schon   eine   ähnliche    Annahrfte 
in  Betracht  gezogen;  sie  fülirt,  wie  gesagt,  zu  einer  Art  Reihuftg"» 
welciie    die    Beweiiung-    der    Planeten    und    des    Mondes   rößhi' 
und   mehr   verlangsamen   müsste.     Dies    lässt    sich    mit  grosser 
Genauigkeit    an    den    Mond-    und    Sonnenfinsternissen    prüfen j 
über  die  wir  ja  sehr  alte  Dokumente  besitzen.  Aus  dem  Umstaadi 
dass     eine    solche    Wirkung    nicht    beobachtet    ist,    ergibt  Sica 
bei    dieser  Annahme   eine    untere    Grenze  für  die  Geschwindig* 
keit  der    Ausbreitung    der    Gravitation;     sie    muss    mindestans 
hundert   railiionenmal   grösser    sein    als    die    des     Liclatesl    JDiC 
Korpuskeln    selbst    haben    eine    noch    viel    unglaublichere    Ge- 
schwindigkeit :  indem  er  alle  Störungen  berücksichtigt,  die  sich  aus 
der  Annahme  ergeben  müssten,  findet  Herr  Poincarö  eine  untere 
Grenze    von   24.  lo'^  mal  die  Lichtgeschwindigkeit.    Gleichzeitig 
würde  die  Reibung  eine  solche  Menge  Wärme  erzeugen,  dass  sie 


(^)  Man  vergl.  H.  Poincark,  Science  et  Methode,  p.  263,  Paris,  rgoS.  —  J.  Tt^ji* 
NECK.,  Artikel  Gravitation  der  Enzyklop.  der  math.  Wissensch.,  t.  "V,  p.  ö?, 
Leipzig,  igoS. 


für  die  Erde  allein  in  einer  gegebenen  Zeit  iü-"  mal  gnisser  wäre 
als  die  gesamte  in  derselben  Zeit  von  der  Sonne  ausgestralilte 
Wärme ! 

Solche  Ergebnisse  scbliessen  diese  Theorie  nebst  allen  für  sie 
vorgeschlagenen  Modifikationen  definitiv  aus.  Insbesondere 
gilt  dies  auch  von  einer  Hypothese,  die  schon  auf  Hooke,  den 
Zeilgenossen  iNewtons,  zurückgehl,  und  die  neuerdings  von 
H.  A.  Lorenlz  genauer  untersucht  worden  ist.  Sie  ersetzt  die  Kor- 
puskeln durch  Wellen,  die  den  Äther  in  allen  Richtungen 
durchkreuzen  sollen.  Diese  Wellen  würden,  teilweise  wenigstens, 
von  der  Materie  al)Sürbierl,  sonst  käme  keine  Wirkung  zu- 
stande. 

Es  wird  also  Wärme  entwickelt.  Anderseits  soll  keine  merk- 
liche Absorption  der  Gravitationskraft  statlfmdcn.  Wir  würden 
es  also  mit  Strahlen  zu  tun  haben,  die  beim  Durchgang  durch  die 
ganze  Erde  hcichslens  um  ein  millionstel  ihres  Betrags  geschwächt 
werden.  Dies  ist  Inichst  unwahrscheinlich,  daher  verwirft 
H.  A.  Lorenlz  diese  Hypothese.  Nach  den  Rechnungen  von  Herrn 
Poincare  würde  auch  hier  die  entwickelte  Wärme  ungeheuer 
gross  sein,  so  dass  die  Temperatur  der  Erde  sich  um  lo^-''  Grad 
pro  Sekunde  erh()hen  würde. 

In  diesen  Theorien  war  die  Gravitation  von  irreversiblen  Vor- 
gängen abhängig.  Dem  ist  nicht  mehr  so  in  den  hydrodyna- 
misclien  Erklärungsversuchen  von  Bjerknes  und  Riemann. 

Die  ersteren  seien  nur  kurz  erwähnt.  Wenn  man  in  einer  inkom- 
pressiblen,  reibungslosen  Flüssigkeit  ein  System  von  Kug-eln 
annimmt,  deren  Radien  periodisch  sämtlich  und  gleichzeitig  zu- 
und  abnehmen,  und  wenn  die  Intensität  der  Pulsätionen  den 
Massen  dieser  mit  den  Atomen  zu  identifizierenden  Ivugeln  pro- 
portional gesetzt  wird,  so  erhält  man  das  Newtonsche  (ieselz  für 
die  scheinbaren  Kräfte,  die  diese  Kugeln  durch  die  Einwirkung 
der  Flüssigkeit  aufeinander  ausüben.  Diese  Gleichzeitigkeit  der 
Pulsationen  aber  ist  entschieden  noch  unverständlicher  als  das 
jNewtonsche  Gesetz  und  noch  entfernter  von  allem,  was  wir  in 
der  Natur  sonst  beobachten.  Herr  T.  H.  Weber  findet  allerdings, 
dass,  wenn  man  den  Versuch  anstellt,  diesei'  Synchronismus, 
falls  er  anfangs  nicht  vorhanden  war,  sich  rasch  von  selbst 
herstellt   durch    die     gegenseitigen    Einwirkungen    der   Kugeln. 
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Dies  geschieht  aber  nur  infolge  der  Reibung,  die  in  jeder 
wirklichen  Flüssigkeit  eine  grosse  Rolle  spielt,  und  deren 
Einführung  wieder  zu  den  oben  besprochenen,  bei  irrever- 
siblen Vorgängen  sich  anhäufenden  Schwierigkeiten  führen 
würde. 

Man  kann  die  Pulsationen  der  K-ugeln  durch  ein  alternierendes 
Ein-und  Ausströmen  des  Äthers  ersetzen;  lässt  man  dann  die 
Periode  immer  länger  werden,  so  wird  man  schliesslich  zu  dea 
Anschauungen  \on  J.  Bernoulli  und  B.  Riemann  geführt,  die 
neuerdings  von  Herrn  A.  Brill  genauer  untersucht  wurden,  la 
dieser  Theorie  erscheint  jedes  Atom  als  eine  fortwährende 
Quelle  (oder  Senke)  des  Äthers.  Derselbe  ist  ausserhalb  der 
Atome  inkompressibel;  im  Innern  muss  er  fortwährend  erschaffen 
oder  zerstört  werden,  ist  also  dem  (Jesetz  der  Erhaltung  der 
Materie  nicht  melir  unterworfen.  Um  das  Newtonsche  Gesetz  zu 
erhalten,  genügt  die  Annahme,  dass  diese  Atome  bzw.  Quelleii. 
klein  gegen  ihre  Abstände  sind.  Die  Geschwindigkeit  der  Flüssig- 
keit bei  ihrem  Austritt  aus  den  Atomen  spielt  dann  die  Rolle 
einer  sogenannten  zyk/fschen  Koordinate,  für  welche  das 
zugehörige  Moment  nach  den  Gesetzen  der  Mechanik  konstant 
bleibt;  diesem  Moment  (nicht  der  Ausfiussgeschwindigkeit) 
muss  die  Masse  des  Atoms  proportional  gesetzt  worden.  Unter 
diesen  Umständen  werden  die  Quellen  sich  scheinbar  gegenseitig 
nach  dem  Newtonschen  Gesetze  anzielum,  und,  wegen  der  Inkom- 
pressibihtät  der  Flüssigkeit,  wird  die  Wirkung  eine  momenlane 
sein  ;  es  werden  also  weder  endliche  Ausbreitungsgeschwindigkeit^ 
noch  Perturbationen,  noch  Rcübung  stattfinden. 

Eine  mechanische  Erklärung  der  Gravitation  ist  das  natürlich 
nicht.  Selbst  in  einer  verallgemeinerten  Mechanik  wird  die  Unzer- 
sturbarkeit  aller  Materie  eines  der  Axiome  sein,  welches  wir  am 
schwersten  aufgeben  werden.  Ferner  besteht  auch  noch  die 
Schwierigkeit,  dass  man  einen  solchen  Äther,  wie  er  hier 
verlangt  wird,  mit  den  Anforderungen  der  Optik  nicht  verein- 
baren kann. 

Wir  haben  damit  alle  die  (ür  die  mechanische  Erklärung- 
der  Schwerkraft  eingeschlagenen  Richtungen  kennen  gelernt.  Es 
ergibt  sich,  glaube  ich,  aus  dieser  Übersicht,  dass  das  Problem  in 
dem  heutigen,   zu  engen  Sinn  nicht  gelöst   werden   kann,    aber 
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anderseits  auch,  dass  die  Liisung  vielleicht  glücken  wird,  wenn 
jener  Sinn  in  geeigneter  Weise  verallgemeinert  wird.  Was  für 
eine  mechanische  Erkläi-ung  wesentlich  ist,  damit  sie  unserem 
unklaren  Bedürfnis  nach  einer  einheitlichen  Naturanschauung 
genüge,  ist  nicht,  dass  die  Gesetze  der  Mechanik,  so  wie  wir  sie 
heute  kennen,  unmittelbar  anwendbar  seien,  sondern  eher,  dass 
die  einzigen  veränderlichen  Grössen  Raum  und  Zeit  seien, 
neben  welchen  nur  Invarianten  ('),  nämlich  die  Menge  Materie 
in  gewöhnlichem  Sinne,  oder  die  Energie  (-),  oder  elektrische 
Ladungen  usw.  vorkommen. 

Eine  Mechanik  der  Energie,  welche  diese  als  ein  im  Raum 
stetig  verbreitetes  bewegliches  Fluidum  betrachtet,  wird  vielleicht 
zur  Lösung  der  Frage  führen. 

Statt  eine  mechanische  Erklärung  zu  suchen,  kann  man  die 
bescheidenere  und  vielleicht,  vorderhand  wenigstens,  frucht- 
barere Frage  sich  stellen,  ob  die  Schwerkraft  nicht  auf  elektrische 
Kräfte  zurückführbar  sei.  Die  Gravitation  müsste  sich  dann  mit 
Lichtgeschwindigkeit  ausbreiten,  und  das  Newtonsche  Gesetz 
wäre  durch  Glieder  zu  vervollständigen,  die  von  den  Geschwindig- 
keiten und  den  Akzelerationen  materieller  Kcirper,  dividiert  durch 
die  Geschwindigkeit  des  Lichtes,  abhängen.  Geht  hierbei  die 
Lichtgeschwindigkeit  in  den  Nenner  mit  der  ersten  Potenz  ein,  so 
sprechen  wir  von  einem  Glied  erster  Ordnung;  bei  der  zweiten 
Potenz,  von  einem  solchen  zweiter  Ordnung  usw.  Für  das  Sonnen- 
system bleiben  die  Glieder  erster  Ordnung  meist  kleiner  als 
YöliH)»  ^^^  Glieder  zweiter  Ordnung  kleiner  als  to~^  usw. 

Wir  müssen  uns  nun  zunächst  fragen,  wie  denn  diese  Annahme 
sich  mit  dem  Resultat  von  Laplace,  vi'elches  oben  besprochen 
wurde,  verträgt,  wonach  die  Geschwindigkeit  der  Gravitation 
10*  mal  die  des  Liclites  übertreil'en  müsste.  Denn  wir  wissen,  durch 
die  Gesetze  der  Aberration,  dass  die  relative  Richtung  der  Gravi- 

(')  Das  Wort  Substanz  würde  demselben  BegrifT  der  UnzcrslörbarkeiL  cnl- 
sprechen,  es  ist  aber  mil  metaphysischen  VorsLeUuagen  verknüpft,  durcli  die  es 
für  den  Physiker  unbrauchbar  wird. 

(^)  Die  Einheii  aller  Energie,  wie  sie  ?..  B.  in  der  lierLzschcn  Meciianik 
angeslrebL  ist,  dürfte  eines  der  wichtigsten  Postulate  sein,  denen  die  Pliysik  zu- 
streben muss.  Die  bisherigen  dynamischen  Erklärungsversuclie  reduzieren  die 
Gravitationsencrgie  auf  gewöhnliche  kinetische  Energie,  und  diese  Auffassung 
dürfte  wob!  zu  eng  sein. 
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tationsvvelle   nicht  dieselbe  ist  im   bewegten    und    im  ruhenden 
Zustand,  und  dass  der  Unterschied  von  der   ersten  Ordnung  ist. 
Dies  ist  gerade  die  Laplacesche  Annalime,  und  es  ist  vvahrscheia- 
lich,  dass  die  Aberration  Laplace  auf  sie  geführt  hat.  Allein  eine 
genauere  Untersuchung  zeigt,  dass  dieses  Resultat  in  der  Optik 
dadurch  bedingt  ist,  dass  die  Wellenlängen  sehr  klein  in.  bezyg' 
auf  die  Entfernungen  sind.  Für  die  Planeten  und  ihre   SatelUtea 
sind  dagegen  die  Perioden  (Umlaufszeiten)   derart,  dass  die  ent- 
sprechenden  Wellenlängen   gross    gegen    die    Dimensionen   des 
Sonnensystems  wären.  Die  Rechnung  zeigt  dann,  dass  die  Ände- 
rungen in  der  Ausbreitungsrichtung  der  Kraft,  d.h.  die  Aberi^ation, 
durch    Änderungen   in    deren  Intensität  und   in   der  Entfernung' 
vom   Ursprung  der  Welle  derart  kompensiert   werden,   dass  die 
Glieder  erster  Ordnung    verschwinden.    Das  neue   Gravitations- 
gesetz wird  sich  vom  Newtonschen  nur  durch  sehr  kleine  Glieder 
zweiter    und    höherer    Ordnung    untersclieiden.    Überdies    sind 
diese  Glieder,  soweit  sie  überbaupt  zu  wahrnehmbaren  Störungen. 
Veranlassung  geben  könnten,  keine  Reibungsglieder;  die   Lapla- 
cesche Berechnung  ist  also  nicht  anwendbar,   und  man  wird  aus 
dem  Folgenden  ersehen,  dass  in  der  Tat  nichts  uns  hindert^  der 
Schwer  ki-afi  die  A  usbreitun^sQeschivindif^keit  des  Lichtes  zuzu  - 
schreiben;  dass  aber  auch  nichts  uns  dazu  zwingt,  da  diese  Hypo- 
these, zur  Zeit  wenigstens,  zu  keiner  Erklärung  der  Anomalie  des 
Merkur  führt. 

Um   die   Gravitation    auf   elektrische    Kräfte    y^urückzuführen, 
haben  Mossotti,  Zöllner  und  neuerdings  Lorentz  die  Hypothese 
vorg-eschlagen,   dass  die   Anziehung   von   Ladungen  entgegenge- 
setzten Vorzeichens  die  Abstossung  gleich  grosser  Ladungen  mit 
gleichem  Vorzeichen  etwas  überwiege.    Da  ein  Atom  Wasserstolf, 
zum  Beispiel,  nach  den  heutigen  Ansichten  als   eine   Verbindung 
zweier   gleich  grosser,  entgegengesetzter   elektrischer  Ladungen 
aufzufassen  ist,  so  würden,  nach  den  gewöhnlichen  elektrostaU- 
schen  Geselzezi,  zwei  Atome,  die  in  einer  gegen  ihre  Dimensionen 
grosser   Entfernung  voneinander   sich    befinden,    keinerlei    dem 
Quadrat  der  Entfernung  umgekehrt  proportionale  Kraft  aufeinan- 
der ausüben.  Nach  der  neuen  Hypothese  dagegen  ist  die  Kom- 
pensation der  anziehenden,  und    abstossenden  Wirkungen    keine 
vollständige   mehr  :    die    ersteren   überwiegen.    Da   Ladung  und 
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lasse  eines  Wasserstoffions  ungefähr  bekannt  sind,  kann  man 
ereclmen,  um  wieviel  Prozent  die  Anzieliung-  zweier  Ludungen, 
,-enn  sie  entgegengesetztes  Vorzeichen  haben,  ihre  Abstossung- 
ei  gleichem  Vorzeichen  übersteigt.  Es  ist  dies  eine  aiisserordent- 
ch  kleine  Griisse;  der  Unterschied  beträgt  nur  lo"^''  Prozent. 
)ie  Gra\itationskräfte  sind  also  ausserordentlich  gering  g'egen 
ie  elektrischen  Kräfte,  die  entstehen  würden,  wenn  es  gelänge, 
ie  engverbundenen  positiven  und  negativen  Ladungen  irgend 
ines  Körpers  vollständig  voneinander  zu  trennen.  Dies  gelingt 
ns  (durch  Reibung  usw.)  nur  in  einem  verhältnismässig-  äusserst 
dringen  Maasse. 

Eine  so  kleine  Dissymmetrie,  deren  Existenz  aber  unzweifelhaft 
/äre,  würde  unserem  physikalisch-ästhetischen  Gefühl  sehr  wenig 
ntsprechen.  In  Wirklichkeit  genügt  aber  eine  kleine  Veränderung 
a  den.Bezeichiiungen('),  um  zur  Superposition  zwei  er  Kräfte,  einer 
'ewöhnliclieii  elektrostatischen,  und  einer  Gravitationskraft, 
urückgeführl  zu  werden.  Es  liegt  also  in  dieser  iViossottischen 
mnahine  nur  eine  veränderte  Bezeichnung  vor;  was  sie  Positives 
ussagt  ist  nur,  dass  auf  die  Gravitation  die  Gesetze  der  elektri- 
chen  Kräfte  anzuwenden  seien,  indem  man  .Ladungen  durch 
lassen  ersetzt.  Ferner  muss  man  den  Körpern  fiär  die  Gravitation 
/ie  für  die  Elektrizität  eine  gewisse  Leitfähigkeit  zuschreiben,  so 
ass  prinzipiell  Schirmwirkungen  gegen  die  Gravitation  möglich 
ind.  Durch  geeignete  Hilfsannahmen  kann  man  allerdings,  wie 
lerr  Gans  gezeigt  hat,  diese  Wirkungen  sehr  herabsetzen;  aber 
ine  Absorption  von  nur  einem  Millionstel  für  die  ganze  Dicke 
ier  Erdkugel  zu  erreichen,  wie  es  die  Erfahrung  verlangt,  scheint 
mmöglich.  Es  liegt  hierin  ein  wichtiger  Einwand  gegen  diese 
Cheorie. 

Welche  St()rungen  würde  unsere  Hypothese  nun  für  die 
Manetenbewegung  ergeben?  Hier  sind  die  verschiedenen  elektro- 
iynamischen  Theorien  einzeln  zu  unterscheiden.  Man  hatte  schon 
lie  früheren  Formeln  von  Weber  und  Rlemann  auf  die  Gravi- 
ation  angewendet.  Als  einzige  merkliche  Störung  ergab  sich 
ine  langsame  Drehung  des  Perihels,  die  für  Merkur  proJahrhun- 


(')    Siehe    R.  Gans,  Jahresber.  deutsch.  Maih.-Vei-einigung,  t.  XIV,  igoS, 

578. 
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den  nach  dem  Weberschen  GeseU  7"  ( ' ) ,  nach  dem  Riemannschen 
i4"  beträgt,  für  die  andern  Planeten  aber  unmerklich  klein  wird. 
Die  Gnissenordnung-  und  die  Richtung  der  Dreluing-  stimmen  mit 
der  Erfahrung  iiberein;  ein  sclion  au  sich  l)cmcrkenswerlcs  Ergeb- 
nis. Aber  die  beobachtete  Anomalie  beträgt  4 v.",  ist  also  bedeu- 
tend grösser.  Was  die  gegenseitigen  Einwirkungen  der  Planetext 
aufeinander  betriH't,  so  sind  dieselben  schon  so  wie  so  scbwach, 
und  eine  Korrektion  zweiter  Ordnung,  die  etwa  io"5  Prozent 
betragen  könnte,  bleibt  ganz  ohne  Einüuss  auf  die  Beobachlimg. 
Herr  H.  A.  Lorentz  hat  ebenfalls  seine  Gleichungen  auf  die 
Bewegung  der  Planeten  angewandt.  Bekannth'cii  führt  Herr  J^orentz 
die  absoluten  Geschwindigkeiten  in  bezug  auf  den  Äther  ein. 
Eine  genauere  Betraclitung  zeigt  nun,  dass  die  einzigen  Ursachen 
merklicher..St()rungen  die  folgenden  sein  kr)nnen  : 

i"  die  Translationsbewegung  der  Sonne  iin  Raum.  Indem  er  die 
Bewegung  des  Sonnensystems  in  bezug  auf  die  h'ixsterne,  wie  sie 
sich  aus  der  Astronomie  ergibt,  mit  der  Jiewcgung  in  bezug  auf 
den  Äther  identifiziert,  eine  nicht  unwalirscheinliche  A-nnahme, 
findet  Hetr  Lorentz  Suirungen,  die  selbst  für  Merkur 
unmerklich  sind; 

a°  die  Veränderlichkeit  der  Masse  juit  ihrer  absoluten  Ge- 
schwindigkeit. Nimmt  man,  wie  schon  für  die  Elektronen,  so  auch 
für  die  Materie  an,  es  sei  die  Masse  rein  (dektrodjnamiscben  Ur- 
sprungs (die  Annahme  einer  «  wahren  »  INlasse  würde  die  Sttirun- 
gen  verkleinern),  so  findet  man  wieder  eine  Drohung  des  Perihels 
von  Merkur,  die  wenige  Bogensekunden  pro  Jahrliundertbeträgl('^), 
und  es  ist  hierbei  gleichgültig  ob  man  die  Formeln  von  Abraham, 
Biicherer-Langevin  oder  Lorentz  für  die  elektromagnetische 
Masse  zu  Grunde  legt. 

Endlich  hat  neuerdings  Herr  Lorentz  seine  Theorie  so  abgeän- 
dert, dass  die  absolute  Bewegung  keine  Rolle  mehr  spielt.  Die 
Wirkung  der  Translation  des  Sonnensystems  vei^schwindet  also ; 


CM  Tisserand  gibt  das  Doppelte,  i/j";  er  setzt  nämlich  die  Webcrsche  Kon- 
stante gleich  dem  rezipi-üken  Quadrat  der  LichlgeschwiiidigkeiL,  wiijirond  sie  nur 
halb  so  gross  ist.  Diese  unrichtige  Angabe  ist  überall  wiederholt  worden,  wo 
diese  Frage  behandelt  wurde. 

(  =  )  WiLKENs,  Physik.  Zeitschr.,  t.  VII,  igoß,  p.  8/,ß. 
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da  sie  aber  sü  wie  so  Iceine  merkliche  Perturbation  ergab,  werden 
unsere  Schlüsse  dadurch  nicht  berührt. 

Zusammenfassend  kann  man  Jiieraus  schliessen,  dass  es  erlaubt 
ist,  die  elektrodynamischen  Gesetze  auf  die  Schwerkraft  anzuwen- 
den, dass  sich  daraus  aber  weder  eine  A.bleitung  der  Gravitations- 
konslante  aus  elektrischen  oder  magnetischen  Messungen  noch 
eine  Erklärung  der  noch  unverständlichen  Anomalie  des  Merkur 
ergeben. 

Die  elektromagnetischen  Theorien  sind  nun  aber  aller- 
dings noch  zum  Teil  im  Ausbau  begrifTen,  und  man  kann 
die  Frage  aufvverfen,  ob  fernere  Änderungen  an  denselben 
diese  so  sehr  wichtige  Reduktion  der  Gravitation  auf  elektrische 
Kräfte  nicht  in  befriedigender  Weise  ermöglichen  werden. 
Wir  wollen  zeigen,  dass  dies  sehr  wahrscheinlich  der  Fall 
sein  dürfte. 

Es  ist  hierzu  nötig,  genau  zu  wissen  innerhalb  welcher  Grenzen 
man  den  Ausdruck  der  Kraft,  die  zwei  elektrische  Ladungs- 
elemente aufeinander  ausüben,  verändern  kann,  ohne  mit  der 
firfahrung  in  Konflikt  zu  kommen.  Dies  hat  Verfasser  (') 
getan.  Eine  allgemeinste  L/isung  zu  geben  ist  vielleicht 
unmöglich;  man  erhält  aber  genügend  allgemeine  Ansätze, 
wenn  man  gewisse  Zusatzhypothesen  heranzieht,  insbesondere 
die  Annahme  der  Relativität  der  Bewegung  in  ihrem  klassischen 
Sinn  (nicht  in  demjenigen  welcheii  Lorentz  und  Einstein 
eingeführt  haben)  (-),  und  ihre  Anwendbarkeit  auf  die  Licht- 
ausbreilung  (^). 

Die  besprochene  Kraft  zwischen  zwei  Eadungseleuienten  oder 
Elektronen  hängt  von  den  Lagen,  Geschw^indigkeiten  und  Akzele- 
rationen derselben  ab  und  von  dem  Gesetz  der  Ausbreitung. 
Man  findet  nun,  dass  schon  die  Glieder  zweiter  Ordnung  durch 
die  Erfahrung  nicht  vollständig  bestimmt  sind,  sondern  noch  eine 


(i)  VV.  Ritz,  (Muvres,  XVIII,  p.  317. 

(')  Nach  dein  Prinzip  der  Relativität  bleibt  die  gleichförmige  Translation  eines 
Systems  ohne  Einfluss  auf  die  sich  darin  abspielenden  Vorgänge.  Die  Herren 
Lorentz  u-*  Einslein  nehmen  darüber  hinaus  noch  eine  neue  Definition  der  Zeit, 
der  Geschwindigkeit  usw.  an. 

(•■')  Man  vergleiche  bierüber  den  Aufsatz  des  Verfassers  Du  role  de  l'L'ther 
en  Physigue,  OEuvres,  XX,  p.  447- 
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willkürliche  Konstante  enthalten.  Die  Glieder  höherer  Ordnung 
spielen  nur  in  den  K.aafmannscl»en  Versuchen  über  die  Veräa- 
derlichkeil  der  ^fasse  eine  Rolle  und  bleiben  grösstenteils  unbe- 
stimmt. Unter  diesen  Umständen  eWiflnen  sich  zwei  Wege,  um  die 
Gravitation  auf  elektrische  Kräfte  zurückzuführen  und  gleichzeitig 
die  Bewegung  des  Merkur  und  den  numerischen  Wert  der  Gravi- 
lationskonstante  abzuleiten. 

Nach  den  heute  allgemein  angenommenen  Vorstellungen  bes^teht 
das  chemische  Atom  aus  einer  gewissen  Anzahl  negativer  Elektro- 
nen und  positiver  Ladungen,  die  deren  negative  Ladung  kompen- 
sieren. Die  Erscheinungen  des  Magnetismus  insbesondere 
erfordern  ferner,  dass  man  diesen  Atomladungen  rotierende  od&r 
Umlaufs-Bewefi,ungen  zuschreibe.  Nehmen  wir  an,  um  eine  be- 
stimmtere Vorstellung  zu  Grunde  zu  legen,  dass  die  Elektronen 
ruhen,  während  einige  der  positiven  Ladungen  in  einer  gleichför- 
-inigen,  sehr  rapiden,  allen  gemeinsamen  Rotation  begriffen  sind. 
Wenn  zwei  solche  Atome  A  und  ß  aus  grosser  Entfernung  auf- 
einander wirken,  ergibt  sich  Folgendes. 

Die  elektrostatischen  Kräfte  verschwinden,  oder,  genauer 
gesagt,  entsprechen  sehr  kleinen  Dipolen  und  hängen  von  der 
Entfernung  nach  einem  ganz  andern  Gesetz  ab  als  das  Newtonsche. 
Für  ein  System,  bestehend  aus  einer  grossen  Anzahl  Atome, 
ist  diese  Kraft  gleich  Null.  Aber  diejenigen  Kräfte,  die  von 
den  Geschwindigkeiten  und  von  den  Akzelerationen  abhängen, 
und  wovon  die  ersteren  umgekehrt  proportional  sind  dem 
Quadrat  der  Entfernung,  die  letzteren  der  Entfernung  selbst, 
müssen  auch  in  Betracht  gezogen  werden.  Zur  ersteigen  Kate- 
gorie gehören  zum  Beispiel  die  von  Ampei^e  untersuchten  Wir- 
kungen, die  zwei  konstante  Ströme,  und  somit  zwei  bewegte 
Ladungen,  aufeinander  ausüben.  Zur  letzteren  sind  die  elek- 
trischen Kräfte,  die  von  Hertzschen  Oszillatoren  ausgehen, 
zu  zählen;  ebenso  die  im  Licht  wirkenden  Kräfte,  endlich 
der  Lichtdruck. 

Damit  diese  Kräfte  zu  einer  Gravitationswirkung  Veranlassung 
geben,  dürfen  dieselben  zunächst  nicht  im  Mittel  verschwinden, 
wenn  die  Rotationsachsen  der  Ladungen  alle  möglichen  Richtun- 
gen haben,  was  notwendig  eintreten  muss  in  einem  Körper,  der 
von  einer  grossen  Anzahl    Atome  gebildet  wird.    Weder  in  der 
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ersten  noch  in  der  neuen  Theorie  von  Lorenlz  existieren  Glieder, 
die  dieser  Bedingung  genügen.  Wird  dem  aber  notwendigerweise 
immer  so  sein?  Eine  genauere  Betrachtung  zeigt,  dass  dies  Resul- 
tat in  der  ersten  Theorie  dadurch  bedingt  wird,  dass  die  absoluten 
Geschwindigkeiten  auftreten;  in  der  neuen  dadurch,  dass  die 
Prinzipien  der  Kinematik  und  der  ßegrilT  einer  universellen  Zeit 
aufgegeben  werden.  Dies  sind  aber  zweifellos  die  unsichersten 
l>ankLe  der  heutigen  Elektrodynamik.  Sobald  man,  unter  Bei- 
behaltung der  klassischen  Kinematik,  die  relativen  Bewegungen 
einführt,  erscheinen  Glieder,  die  einen  von  Null  verschiedenen 
Mittelwert  ergeben.  Es  gibt  deren  schon  von  der  zweiten  Ord- 
nung; die  resultierende  Kraft  ist  proportional  dem  Mittelwert  des 
(^)uadrats  der  Geschwindigkeiten  der  Ladungen(*),  und  hängt  von 
einer  willkürlichen  Konstante  ab.  Die  thermische  Molekular- 
bewegung  gtmiigt  allerdings  schon  (wenn  man  die  hierüber 
allgemein  angenommenen  Ansichten  beibehält),  um  eine  bedeu- 
tende resultierende  Kraft  zwisch^en  irgend  zwei  Körpern  A,  B 
hervorzubringen,  die  der  Temperatur  proportional  ist;  dies  wider- 
s|)richt  der  Erfahrung,  und  es  wird  daher  nötig,  die.  willkürliche 
Konstante  so  zu  wählen,  dass  diese  Kraft  verschwindet.  Aber 
weitere  Glieder,  von  4*^"'  oder  6'^"'^'  Ordnung,  mit  noch  unbekann- 
ten Koeffizienten  würden  diesem  Einwand  nicht  ausgesetzt  sein, 
falls  die  Bewegungen  der  Ladungen  im  Inneim  der  Atome  gross 
sind  gegen  die  Wärmebewegung,  was  von  vornherein  wahrschein- 
lich ist.  M.an  wird  somit  eine  resultierende  Kraft  erhalten,  die  dem 
(Quadrat  der  Entfernung  umgekehrt  proportional  ist,  der  Anzahl 
rotierender  Ladungen,  die  die  Körper  A  und  B  enthalten,  direkt 
proi>ürtlonal,  wobei  der  Koeffizient  zunächst  noch  unbekannt  ist. 
Es  genügt,  anzunehmen,  dass  diese  Anzahl  in  jedem  Atom  der 
Masse  desselben  proportional  ist,  und  über  den  Koeffizienten  in 
geeigneter  Weise  zu  verfügen,  um  das  Newtonsche  Gesetz  zu 
erhalten  (-).  Sei  hstverständhch  wird  eine  zukünftige  Theorie  diesen 


(')  Siehe  OEmres,  XVIII,  p.  4.24.  425. 

(^)  Wenn  die  rotierenden  Ladungen  unveränderlich  an  die  Atome  gebunden 
sind,  werden  für  die  Gravitation  keine  Schirmwirkungen  möglich  sein.  Denn 
dieselben  entstehen  bei  elektrischen  Kräften  durch  die  Verschiebungen  der 
Elektronen  innerhalb  der  Körper;  für  die  magnetischen  Kräfte  durch  die  Orien- 
tation  der  Eiementarmagnete  unter  dem  Einfluss  der  von  aussen  einwirkenden 
FCräfte.  Keine  diesei'  beiden  Wirkungen  käme  liier  zu  stände. 
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Koeffi/ienleü  a  priori  bestimmen  müssen  oder  ihn  aus  elektri- 
schen oder  magnetischen  Messungen  ableiten  :  die  so  erhalteae 
Gravitationskonstante  wird  mit  der  direkt  beobachteten  identisch 
sein  müssen.  Da  die  betreffenden  Gheder  von  so  hoher  Ordnuttg 
sind,  ist  es  erklärhch,  dass,  wie  wir  oben  auseinander  gesetzt 
haben,  die  Gravitationswirkung  zweier  Atome  aufeinander  um  so 
viel  kleiner  ist  als  die  elektrostatischen  Wirkungen  ihrer  Ladungen 
es  einzeln  wären. 

Neben  dem  Glied  4"^'"  (oder  6^"')  Ordnung,  aus  welchem  wir 
die  Gravitation  abgeleitet  haben,  wird  auch  noch,  das  nächste 
Glied  l)'^''  (oder  8"-"^)  Ordnung  zu  berücksichtigen  sein,  welches  ja  ia 
hezug  auf  die  Gravitationskräfte  zweiter  Ordnung  ist.  Über  seinen 
Koeffizienten  wissen  wir  nichts.  Es  wird  wieder  eine  Rotation 
des  Perihels  von  der  beobachteten  GrösseiiOi^dnung  bedingen,  wie 
in  allen  schon  behandelten  Fällen,  und  es  genügt,  dass  der  Koeffi- 
zient grösser  sei  wie  in  jenen  Fällen,  um  die  AuUonialie  des  Merkur 
zu  erhalten. 

Bisher  haben  wir  nur  die  elektrodynainischen  Glieder  berück- 
sichtigt, die  von  den  Geschwindigkeiten  abhängen  und  dem  Qua- 
drat der  Entfernung  umgekehrt  proportional  sind.  Andere 
Glieder  aber  sind  der  Akzeleration  eines  der  beiden  Ladungsele- 
mente und  einer  gewissen  Potenz  von  deren  relativen  Geschwin- 
digkeit proportional;  sie  sind  dritter  oder  höherer  Ordnung  und 
der  Entfernung  umgekehrt  proportional.  Aber  in  einem  rotieren- 
den Elektron  wird  die  Akzeleration  des  einen  Teiles  durch  die 
entgegengesetzte  des  andern  kompensiert,  und  zwar  um  so  mehr, 
als  die  Entfernung  der  beiden  Elektronen  grcisser  ^Q^eix  ihren 
Durchmesser  a  sein  wird.  Eine  genaue  Rechnung,  bei  der 
nach  Potenzen  von  -  entwickelt  wird,  zeigt  dass  das  Glied  in  i 
verschwindet,  und  dass  im  allgemeinen  ein  Glied  in  ~  bleibt,  für 
welches  der  Mittelwert,  über  alle  mögliche^  Lagen  der  Rotations- 
achsen genommen,  von  Null  verschieden  ist.  Wir  erhalten  also 
eme  dem  Quadrat  der  Entfernung  umgekehrt  proportionale  Kraft, 
deren  Koeffizient  der  Grösse  a,d.\x.  den  Dimensionen  des  Elek- 
trons, und  emer  Potenz  der  reziproken  Lichtgeschwindigkeit  pro- 
portional ist,  die  mindestens  gleich  drei  ist,  woraus  sich  wieder 
eine  Erklärung  der  Gravitation  und  ihres  relativ  ausserordentlich 
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f^eringeii  Belrai^s  ergibt.  Der  Koefiizient  dieses  Gliedes,  ebenso 
wie  siimLlicIier  (ilieder  von  höherer  als  der  zweiten  Ordnung- 
(inil  Ausnahme  d(!S  Lichtdrucks,  der  nns  hier  nicht  interessiert) 
ist  vorderhand  unbekannt,  und  so  erhalten  wir  dasselbe  Resultat 
wie  oben  :  e.s-  {vird  eine  Redaktion  der  OrrnKtalion  auf  elek- 
irische  Kräfte^  eine  Ableitung  der  Gravitationskonstante  aus 
elektromagnetischen  Messungen  und  eine  Erklärung  der  Mer- 
kuranomalie durch  die  Anwendung  der  Gesetze  der  Elektro- 
dynamik voraussichtlich  möglich  sein,  wenn  erst  diese  Gesetze 
mit  genügender  Genauigkeit  bekannt  sind. 

In  allen  Fällen  würde  dann  die  Gravitationswirkung  auf 
der  dynamischen  Konstitntion  der  Ato?ne  beruhen. 

VN  enn  also  zwei  Jahrhunderte  eifriger  Forschung  uns  noch 
keinen  Anlialt  über  irgend  einen  etwaigen  Zusammenhang  der 
(iravitatiou  mit  andern  Erscheinungen,  und  besonders  mit  den 
elektrischen  Ivräften,  gegeben  haben,  und  auch  über  eine  endliche 
Ausbreilungsgeschwindigkeit  derselben  uns  nichts  bekannt  ist,  so 
ist  es  doch  wahrsclieinlicli,  dass  dies  nur  von  unserer  unvollkom- 
HKuien  Kenntnis  der  (ieset/e  der  Elektrodynamik  herrührt.  In 
absehbarer  Zeit  dürfen  wir  also  hoflen,  wenn  auch  vielleicht  nicht 
eine  «  meclianische  Erklärung  «,  so  doch  eine  Zurückführung  der 
Gravitalion  auf  elektrische  Kräfte  zu  erzielen.  Für  die  Einheit 
unserer  Weltanschauung  wird  dies  ein  Schritt  von  der  grössten 
Tragweite  sein. 
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Supplement  francais  de  la  «  Scientia  »,  Vol.  V,  N"  \-2l  (3'  Annee), 
i""'  A.vril  1909,  p.  1 52-165. 
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Lorsque  Nevvlon  decouvrit  que  les  mouvemenls  des  corps 
Celestes  peuvent  etre  calcules  et  previis  avec  une  precision  6lon- 
iiante,  en  admettant  qu'lls  s'altirent  suivant  sa  loi  c6lebre,  ni  lui 
ni  ses  contemporains  iie  conside^rerentla  question  comme  öpuis^e, 
Malgr^  soa  extreme  simplicite,  cette  Solution  du  probleme  da 
mouveinenl  des  astres,  en  faisant  intem-enir  x\ne  action  agissant 
Sans  intermediaire  ou,  ce  qiii  revient  presque  au  meme,  de  fa^on 
insLantanee  ä  toutes  les  distances,  repugnait  aux  esprits.  Et  celte 
r^pugnance,  qu'on  constate  encore  de  nos  jours,  n'est  pas  sans 
fondement  psychologique  :  eile  est  l'expression  d'un  sentiment  f 
prüfend  de  l'unite  des  lorces  physiques,  qui,  dans  leur  extröme  |^ 
diversit^,  ont  toujours  besoin  d'un  cerlain  temps  pour  manifester  | 
leur  action,  et,  si  l'action  a  lieu  entre  deux  corps  söpar^s  par  un  | 
mllieu  intermediaire,  modifient  ce  milieu  de  fagon  sensible  (-).  La  ^ 
lumiere  faisail,  semblait-il,  exception;  mais  Galilee  ne  douta  pas  f 
un  seul  instant  que  ce  ne  füt  lä  qu'une  apparence,  et  Ton  sait 
que  l'exp6rience  lui  a  donne  raison.  Le  desir  de  se  faii-e  du  milieu 


(')  Traduitpar  l'auteur  lui-m6me. 

(^)  Lorsque,  il  y  a  cent  ans,  l'action  ä  distance  6taiL  communement  admise 
pour  )a  gravitation,  ce  möme  sentiment  de  l'unite  de  la  nature  a  amenö  les  phy- 
sicians ä  considtJrer  Loutes  les  forces  comme  agissant  ä  distance,  möme  les  forces 
mol^culaires.  Mais  on  sait  que  ce  point  de  vue  a  ete  relativement  sttirile. 


WIl. 


I..V  i;u\vn'.VTiuN.  ,■;-() 

'•lii|uf  fl  dt'  l;i  |»n>(>.if^all(in  unc  vuc  prccise  a  coudnil,  do. 
[  ii  i''n'st»t'I,  aux  Ittis  de  i'(  >jitu{U('.  Vom  l(>s  aclioiis  olec- 
.  l*r\p(-i'tcm"t!  a  i'iiforr  ilnnui-  raison  au  sciUinuMiL  donl 
arluuH  ;  muiI«',  la  f;ra\ilali()n  uc  s'v  ('.(luroniui  pns.  Ou  a 
1  n-oir«'  tju'il  V  ait  lä  plus  (ju'un«*  apparcucc,  cl.  d(i  noiu- 
•  ihrorics  out  t'lc  projtosccs,  doul.  la  plupai'l  culratuent  tru 
iiul  ilf  j)r(»pa|4»tiim  cl  ctM-laiacs  corriu'lioiis  ile  la  loi  di; 
i,  Husrt'plild«"^  d'unc  vf-rifKniüoii  t'\f)('riuH'nlalo.  iNous 
|f>  pansfr  t»ti  rt'.vuf,  cu  les  j^n-oupaul  ('.oiivonahlouuuil,  cc 
rt"'«luil  a  tpitdtpu'H  type's  .simples,  (»l  vn  cdicndumL  surloul,  a 
r  lu  t'i'ttlili'  «prcdlc»  prrlfudtniL  cxprimer,  ('.'csl-a-dir« 
»««•ipunK'f'H  Hti^c'fplihle'H  de  \("Ti(ifalit)u  lixperlineiilale  (jui  (;n 

'Ut. 

iMuuHMiL  (tu  nv  pi'Ut  Honi^'i'i'  a  ahorder  par  uut^  expt'rit'iUH! 
la  qiH'stitui  ile  la  \itcssa  lie  propa|;aliou  de  la  j^i'avilaliou 
ori  l'a  l'ail  pcntr  la  huuirrt?  et  rt'lcclricile.  Mais  1(!S  c.onse- 
%  iadir«Tt«'H  tpii  <l("*c(iiilt»üt  de  eliaqu«  }iV|)(ith('B(' siiriiscnl.  tui 
I,  SM  VvWvvtxM*  pri'cisitui  des  olisei'Nalious  aslr(UU)mi([uns, 
ne  prejui«'*j'e  veriliralitiu.  Ia*>  perlurhaliun.s  proveiiant  des 
ntiuve.iu\  iulr««duttH  [»at-  (diaeuue  de  (!es  liypolhrses 
l,  vn  p;»'*ue*'i'aU  \\v  pas  depasser  la  linule  des  erreurs  (r(^xj>e- 
;  niaiH  il  v  a  de»*  «'xceplicms.  la's  nlisei'\alif)UK  asli'uno- 
»,  aeinuuuh'ff»  pi»udaul  des  sle(d(?h,  otil.  perinis  de;  uielti"«  eu 
re  i-ertaines  ano^ualIe^  tjue  !rexpli(pie  pas  la  hu  de  Newton, 
dtnni  expliquee  hl  Ini  tpii  preleud  la  reniplaeei*.  Paenii  e.es 
lies,  la  phiH  eoiisideruhle,  de  Iieaueoup,  esl  eedU;  ile  la  pla- 
ttreure,  dont  Pelüpse  tounie  lfe»i  leultuneul  daiis  son  plan, 
inÜtienrp  dvn  atities  plattetes  ;  tuais  la  rotatiou  ('alculee  est 
ure  »t  la  ruliiltoü  td>».erv«''e  ;  l'exees  est  d\»uviron  /\'/  crure. 
fV"/f*,  (r»"»t  i>ißn  piMi  de  rhose,  njais  il  a  «He  inipossible 
ner  cetlc  tHirerenee.  11  est  d"atll<nirs  possIliU;  (pie  Venus  e.l 
re  prrsenlent  iiue  anniualie  analngua,  l)ien  que  der>  ä  lo  (eis 
aihle.  (4»»-  rexeerUrij'ite  tla>  elli[)ses  de  ees  planeLus  csl. 
lenient  pelile,  «le  Ttirdn'  de  ~j ;  ce  soul  prestpie  des 
I.  <  )r  il  «Hl  luanifesteuieut  inipussible  (rob.server  la  rolalion 
m-bile  eirenlaire  nur  ell«-m«hne  ;  il  suflira  d'auguunUer  ou 
linuer  dann  un  rapparl  etntveniible  le  lemps  de  revolntfon  de 
nele    ptnir  nbtenir  leHel  cle    lu    rolatiiJU   supposee.     Dans 
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Fespece,  la  correction,  dejä  miiiime,  qae  subiraient  du  fait  d'une 
teile  anomalie  les  positions  de  Venus  et  de  la  Terra  si  leurs  orbites  J 
^taient  aussi  excentriques  que  celle  de  Mercure,  pourra  6tre  | 
reduite  au  centieme  environ  de  sa  valeur  par  une  correction  insi-  ^ 
gnifiante  (meme  en  Astronomie)  des  temps  de  r^volution.  Pour  la  f 
planete  Mars,  dont  l'excentricit^  est  0,09,  on  sera  ainsi  conduit  ä 
pr^voir  une  perturbation  legere,  analogue  ä  celle  de  Mercure, 
mais  bien  plus  faible  ;  c'est  en  eflet  ce  qu'a  donne  l'observation. 

Les  autres  irregularites  observees  concernent  le  mouvement 
de  la  Liine  et  celui  de  la  comete  Encke.  Nous  n'en  parlerons  pas 
ici. 

Les  experiences  montrent  qu'il  n'existe  pas,  pour  la  gravita- 
lion,  d'ecrans  protecteurs  comme  pour  l'electricite  ('),  et  aucune 
influence  du  milieu  materiel  ne  peut  etre  mise  en  övidence.  Ge 
sont  lä,  pour  les  theories  dont  nous  allons  parier,  deux  points 
importants  :  cela  est  vrai  avant  tout  pour  l'hypotbese  qui,  d'une 
maniere  ou  d'une  autre,  cherche  non  ä  donner  une  explication  de 
la  gravitation  dans  le  sens  ordinaire,  mais  ä  la  reduire  ä  des 
actions  ^lectriques,  de  maniere  a  deduire  par  exeniple  la  constante 
de  gravitation  de  mesures  d'vm  tout  autre  genre.  II  j  aurait  lä  une 
r^duction  du  probleme  fort  imporlante  pour  l'unitd  de  nos 
conceptions  physiques. 

Les  explicalions  mecaniques  proposees  peuvent  se  grouper  en 
statiqaes  eldynamicjues.  Dans  les  premiöres,  la  mati^re  d^forme- 
rait  r^ther  environnant,  et  cette  d^ibrraalion,  se  propageant  de 
proclie  en  proche,  agirait  sur  d'autres  portions,  de  maniere  ä  don- 
ner Vapparence  d'une  attraction.  Si  la  maticre  pond^rable  se 
trouve  en  equilibre,  iien  sera  de  mime  (du  moins  au  bouL  d'un 
certain  temps)  de  Vether.  Cetle  hypolhese,  k  plus  simple, 
remonte  ä  Newton.  Mais  Maxwell  a  montrd  que,  sans  la  pr^ci- 
ser  davantage,  on  peut  la  rejeter  d'emblee.  Gar  eile  exige  que 
l'dnergie  de  gravitation  soit  l'önergie  de  deformation  du  milieu  ; 
d'apres  un  principe  general  de  la  Statique,  cette  energie  devra 

(•)  Si  une  partie  de  la  matiere  d'une  planete  dtait  pvot(5göe  en  parLie  contre 
l'altraction  du  Soleil  par  l'autre,  la  force  totale  ne  serait  plus  proportionnelle  ö 
la  masse  totale,  d'oü  une  perturbation  trcs  sensible,  ä  moins  que  l'absorption  de 
la  gravitation  ne  soit  excessivenaent  faible,  de  l'ordre  du  millionieme  pour  toute 
l'epaisseur  de  la  Tei're. 
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Loujours  elre,  apres  la  deformation,  plus  grande  qu'en  l'etat  non 
deforme,  c'esL-ä-dire  en  l'absence  de  corps  materiels.  Or,  c'est  le 
contraire  qui  serait  vrai  ici  :  les  forces  de  gravitation  etanlaiirac- 
tiveSf  l'energie  potentielle  d'un  Systeme  de  corps  devientplus  petite 
lorsque  les  masses  —  et  par  consequent,  la  deformation  de  F^ther 
—  augmentent;  eile  augmente  lorsque  la  deformation  diminue. 
Pour  les  actions  electriques^  qui  suivent,  au  signe  pres^  la  meme 
loi  que  la  gravitation,  l'energie,  au  contraire,  suit  une  marclie 
inverse  ;  c'est  ce  qui  faisait  entrevoir  ä  Maxwell  la  possibiiite 
d'une  explication  des  forces  eiectrostatiques,  oü  il  a  d'ailleurs 
echou^.  On  voit  donc,  en  resumc,  qu'un  «  ether  »,  capable  de 
donner  les  apparences  de  la  gravitation,  serait,  meme  en  l'absence 
de  corps  materiels,  en  etat  d'^quilibre  instable,  ce  qui  est  inadmis- 
sible. 

NoLis  sommes  donc  necessairement  conduils  a  inlroduire  des 
mouvemenls  caclies,  de  maniere  ä  a\oir  allaire  ä  une  energie  cfe 
nature  cinetique  meme  lorsque  les  masses  ponderables,  seules 
perceplibles  anos  sens,  sont  au  repos.  Le  crit(^rium  du  minlnium 
de  l'energie,  des  lors,  ne  s'applique  plus,  et  ie  probleme  devient 
resoluble  en  principe. 

La  plus  ancienne  en  date  de  ces  tlieories  dynamiques  est  celle 
de  Lesage,  reprise  depuis  par  Isenkrahe  et  d'autres.  Elle  admet 
quel'espace  est  parcouru  en  tous  sens  par  des  «  corpascules  ultra- 
mondains  »  doues  de  tres  grandes  vitesses  ;  lorsqu'un  corps  pon- 
derable  A  unique  subit  le  clioc  de  ces  corpuscules,  il  restera  au 
repos,  par  raison  de  symelric;  mais  s'ilexiste,  a  quelque  distance, 
un  autre  corps  ß,  ce  corps  arrötera  les  corpuscules  marcbant  dans 
la  direction  BiV;  le  corps  A  ne  subissant  plus  aulant  de  cliocs 
dans  cette  direction,  la  coinpensation  n'a  plus  lieu,  et  A  sera 
pouss(^  vers  ß ;  de  m^me  ß  vers  A.  11  semblera  y  avoir 
attraction. 

Une  analyse  plus  attentive  (')  montre  qu'il  laut  considerer  les 
corpuscules  comme  denu^s  plus  ou  moins  completejuent  d'elasti- 
cite,  de  sorte  que  leur  choc   engendre   de  la  chaleur ;   sinon   B 


(')  Comparer  H.  Poincake,  Science  et  Metliode.,  p.  2G3,  Pai-is  1908;  J.  Zkn- 
NKCK,  Article  Gravitation  de  VEncyclopedie  des  Sciences  niathem.,  t.  V,  p.  57. 
Leipzig,  igoS. 
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reflecliira  vers  A  aiitant  de  corpuscules  qu'il  en  ari-eLe,  reffet  est 
nul.  De  plus,  commc  il  n'existe  pas  d'ecrans  pour  la  gravitation, 
les  atoines  des  corps  ponderables  doivenL  se  Irouver  a  de  trfes 
grandes  distaiices  les  xins  des  aulres,  par  rapport  a  leurs  diraeu- 
sions  ;  enfin,  les  alomes  cliiiniques  doivent  etre  coinposes  de  par- 
ticules  idenüques  entre  elles,  et  beaiicoup  plus  grandes  que  les 
<.(.  corpuscules  uUramoudains  ».  Oii  obtient  bien  alors  la  loi  de 
gravitation  pour  des  corps  au  rej)os.  Dans  le  cas  de  corps  mobiles, 
il  y  aura  frottement,  comine  dans  uii  gaz.  De  plus,  la  gravitation 
se  propagera  avec  une  vitesse  finie,  au  plus  egale  a  celle  des  cor- 
puscules, et  Taction  sni)ie  par  im  corps  ne  dependra  que  des 
vitesses  relatives  du  corps  et  des  corpuscules.  C'est  la  une  Hypo- 
these eiivisagee  deja  par  Laplace  ;  eile  conduit,  uous  l'avons  clit,  a 
une  Sorte  de  frottement  qui  devrait  relarder  de  .plus  eu  plus  la 
marche  des  plaiietes  et  de  la  Lune.  Une  teile  action  serait  d(^cel^e 
a\'ec  une  precision  extreme  [)ar  les  eclipses,  sur  lesquelles  nous 
possedons  des  renseignements  Ires  anciens,  comme  on  sait;  on 
conclut  de  lä  a  une  limite  inferieure  de  la  vitesse  de  l'onde  de  gra- 
vitation  ainsi  congue  :  celte  vitesse  est,  d'apres  f-,aplace,  au  moins 
cent  millions  de  fois  celle  de  la  lumicre.  Quant  aux  corpuscules 
eux-m^mes,  leur  vitesse  est  bien  plus  invraisemblable  encore.  En 
combinant  l'ensemble  des  perturbations  que  Fliypothese  de  Lesage 
introduit  en  Astronomie,  iVI.  Poincare  arrive,  pour  cetle  vitesse,  ä 
une  limite  inferieure  egale  ä  24- 'o'^  fois  celle  de  la  lumiere.  En 
meme  temps,  le  frottement  produirait  une  quantitc  de  chaleur 
teile  que,  pom^  la  Terre,  eile  serait  lo-"  fois  plus  grande  que  celle 
que  le  Soleil  emet  dans  loutes  les  directions  dans  le  meme  espace 
de  temps. 

De  tels  resultats  permettent  de  declarer  cette  tbeorie  definitive- 
ment  inadmissible.  La  meme  conclusion  s'impose  pour  une  modifi- 
cation  des  hypotheses  de  Lesage,  proposee  d'abord  par  Hocke 
(contemporain  de  Newton),  et  examinee  recemment  par  M.  H.-A. 
Lorentz,  qui  remplacerait  les  corpuscules  par  des  ondes  sillon- 
nant  l'ether  dans  toutes  les  directions.  Ces  ondes  devront  ötrc 
absorbees,  du  moins  en  partie,  par  la  matiere  gravitanle,  sinon  il 
n'y  a  point  d'action  r^sultante  ;  il  y  aura  donc  production  de  cha- 
leur, et  d'autre  part,  il  ne  devra  pas  exister  d'ecrans  pour  la  gra- 
vitation. Nous  aurons  donc  aflfaire  a  des  rayons  qui,  en  passant  k 
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travers  la  Terre,  ne  seront  afiaiblis  qne  dans  la  proportion 
de  I  millionieme ;  cela  est  absoliiment  invraisemblable  ;  aussl 
M.  Lorentz  rejelLe-t-il  cette  Hypothese.  D'apres  les  calculs  de 
M.  Poincare,  la  cbaleur  produite,  ici  encore,  serait  teile  que  la 
temperature  de  la  Terre  s'accroitrait  de  lo'-''  dej^res  par  seconde. 
Dans  Loutes  ces  tlieories,  le  phenoinene  de  gravilation  est  accom- 
pagne  de  phenomeiies  irreversibles  Ires  consid6rables.  II  n'en  est 
plus  dememe  pour  les  explications  liydrodynaniiques  de  Bjerknes 
et  de  Riemann. 

Nous  ne  citons  les  premieres  que  pour  memoire.  Si  Ton  sup- 
pose  dans  un  fluide  incompressible  et  sans  frottementun  Systeme 
de  spheres  dont  les  rayons  augmentent  et  diminuent  p(5riodique- 
ment  et  simulLanement^  et  si  l'intensite  des  pulsations  est  suppo- 
see  proportionnelle  aux  masses  des  spheres-atomes,  on  obtienL 
bien  la  loi  de  Newton  pour  les  actions  apparentes  que  ces  corps, 
par  l'intermediaire  du  fluide,  exercent  les  uns  sur  les  autres. 
Mais  cette  simultandite  est  bien  plus  incompr^hensible  encore 
que  la  loi  de  Newton  elle-möme,  et  bien  plus  cloignee  de  tout  ce 
que  nous  observons  dans  Ja  nature.  M.  T. -H.Weber,  il  est  vrai, 
trouve  que  lorsqu'on  i'ait  l'experience,  ce  synchronisme,  s'il 
n'existait  pas  au  debut,  s'etablit  rapidement  par  les  actions  meme 
des  spheres  les  unes  sur  les  autres;  mais  ce  n'est  qu'en  vertu  du 
f'rottement^  facteur  important  dans  tous  les  fluides  r^els,  dont 
l'introduction  nous  ramenerait  aiix  difficult^s  signalees  pour  les 
theories  precedentes. 

On  peut  rcmplacer  la  pulsation  des  sphei^es  par  une  emission  et 
une  absorption  alternatives  d'ether;  en  prolongeant  de  plus  en 
plus  la]3^riode  de  pu.lsation,  on  est  ainsi  amene  ala  conceplion  de 
J.  Bernoulli  et  B.  Riemann,  dont  l'^lude  a  6te  röcemment  reprise 
par  M.  Brill.  Dans  cette  manicJire  de  voir,  tout  atome  seralt  une 
source  continuelle  d'öther  (ou  en  absorberait  continuellement). 
Cet  öther  est  incompressible  hors  des  atomes  ;  k  leur  Interieur,  il 
se  ddtruit  ou  se  cree  continuellement,  c'est-u-dire  n'est  plus  sou- 
mis  a  la  loi  de  la  conservation  de  la  masse. 

Pour  obtenir  la  loi  de  Newton,  il  faut  que  les  dimensions  des 
atomes-sources  soient  petites  par  rapport  ä  leurs  distances.  La 
vitesse  du  fluide  ä  sa  sortie  des  atomes  joue  alors  le  r6le  de  ce 
qu'on  appelle  une  coordonnee  cycLique^  et,  d'apriis  les  principes 
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generaux  de  la  Mecanique,  le  moment  correspondant  reste  con- 
stant  en  Fabsence  de  forces  exlerieures.  C'est  ce  moment  (et  noii 
la  vitesse  initiale)  qni  doit  ^tre  suppose  proportionnel  ä  la  masse 
de  la  source.  Dans  ces  conditions,  les  soarces  sembieront  graviter 
(es  unes  vers  les  autres  conform<5ment  a  la  lüi  de  Newton,  et 
raction,  gräce  ä  l'incompressibilite  du  fluide,  semblera  iiistan-' 
tanee;  il  n'j  aiira  ni  perturbalions,  ni  frottcment. 

Ce  n'est  evidemment  pas  la  une  explication  mecanique  de  la 
gravitation;  meme  dans  une  mecanique  generalisee,  l'indestructi- 
bilit^  de  la  matiere  sera  certainement  an  des  axiomes  que  noiiS 
consentirons  le  plus  difficilement  a  sacrifier.  II  est,  de  plus, 
impossible  d'identifier  ce  fluide  avec  l'ether  de  l'Optique. 

Arrives  au  bout  de  cette  ^tude  des  ex[)lications  raöcaniques  de 
la  gravitation,  nous  croyons  qu'il  s'en  d^gage  d'un  cöle  rimpossi- 
bilite  d'une  resolution  du  probleme  dans  le  scns  trop  restrelnt  o\X 
on  l'eniend  aujourd'hui ;  de  Tautre  cote,    rim|)ression  que  celte 
rdsokition   pourra  devenir  facile  le   jour    oii    une    gen^ralisatiou 
convenable  de  ce  que  nous   entendons   par  «  explication   m(5ca- 
nique  »  aura  ete  donnde.  Gar  ce  qui  est  essentiel  ä  une  teile  expli- 
cation, pour  qu'elle  satisfasse  au  sentiment  conl'us   mais  profond 
que  nous  avons  de  l'unit<i  de  la  Nature,   ce  n'est  pas  quo  les  lois 
de  la  Mecanique,   telles  que  nous  les  admetlons  aujourd'hui,    y 
soient  direclement  applicables;  c'est  plutot  que  les  seules  quanü- 
t^s  variables  soient  l'espace   et  le  temps,  et  qu'a  c6l6  d'elles  n© 
subsistent  plus  que  des  invariants  [^)  qui  seront  seit  la  quandte 
de  matiere  au  sens  ordinaire,  soit  l't^nergie  (-),   soit  des  cliarges 
^lectriques,  etc.,  etc.  Une  mecanique  de  V Energie,  qui  consid^- 
rerait  celle-ci  comme  un  fluide  repandu  dans  l'espace,  donnera 
peut-etre  un  jour  la  Solution  clierchöe. 

Au  lieu  de  chercher  une   explication   mecanique,   on  peut   se 
poser  la  täche  plus  modeste,  et  peut-ötre,  pour  l'inslanl  du  moins, 


(')  Le  moi substance  serait  ä  peu  pres  äquivalent,  mais  possede  un  sens  m^ia- 
playsique  qui  le  rend  impropre  ä  l'usage  des  physiciens. 

(^)  L'unite  de  l'j^nergie,  realis<ie,  par  exemple,  dans  la  Mecanique  de  Hoi't», 
est  un  des  postulats  les  plus  ioiportanls  que  devra  röaliser  la  Physique  de  l'avenijp» 
Les  explications  dynamiques  de  la  gravilaCion  expos(5es  plus  haut  r^duisent 
l'Energie  de  gravitation  ä  de  l'Jinergie  cindtique  ordinaire,  et  c'est  lä,  sans 
doute,  un  point  de  vue  trop  particulier. 
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plus  feconde  en  apercus  et  en  consequences  nouvelles,  de  r^duire 
la  gravitation  aux  acdons  electriqnes.  On  sera  ainsi  amene  ä  attri- 
huer  ä  la  gravitation  ime  vilesse  de  pi^opagation  egale  ä  celle  de  la 
Idiniere,  et  ä  completer  la  loi  de  Newton  par  de  nouveaux  Lermes 
dependant  des  vitesses  et  des  accelt^rations.  Lorsque  la  vitesse 
dun  Corps  mateiiel,  divisee  par  la  vitesse  de  la  lumiere,  entre 
daus  les  eqiialions,  nous  dirons  qiie  c'est  la  un  lernie  du  premier 
ordre;  pour  les  corps  du  Systeme  solaire,  ce  quotlent  ne  depasse 
guere  3  dix-milliemes.  Son  carre  (lo-')  sera  dit  du  second 
ordre^  etc. 

Cela  pose^  11  faut  d'abord  se  demander  comment  cette  Hypo- 
these peat  se  conciller  avec  le  r^sultat  dnonc^  plus  haut,  du  a 
Laplace,  et  qui  exigeait  iine  vitesse  lo^  fois  superieure  a  celle  de 
la  lumiere  ?  Cav  eufin,  nous  savons,  par  le  phenomene  de  l'aber- 
ration,  que  la  direction  de  l'onde  de  gravitation  diÜ'erera,  lors- 
qu'il  y  a  un  mouvement  relatif,  de  ce  qu'elle  serait  s'il  y  avail 
repos,  et  que  la  did'erence  est  proportionnelle  ä  la  vitesse  relative, 
c'est-ä-dire  du  premier  ordre.  C'est  pr^cisement  ce  qu'avait  admis 
Laplace  :  c'est  möuie  l'aberration  qui  a  du  le  conduire  äson  liypo- 
these.  Mais  une  analyse  plus  detaillee  montre  que  ce  r^sultat  tieut 
ä  ce  que,  en  Optique,  les  longueurs  d'onde  sont  tres  petites  par 
rapport  aux  distances.  Pour  les  planeles  et  leurs  satellites,  les 
p^riodes  ou  temps  de  revolulion,  au  contraire,  sonL  telles  que  les 
longueurs  d'ondes  correspondanles  seraient  grandes  par  rapport 
aux  dimensions  du  Systeme  solaire.  Le  calcul  montre  qu'alors  le 
changement  de  direction  de  l'onde,  ou  aberration,  est  compense, 
en  ce  qui  concerne  les  termes  du  premier  ordre,  par  des  change- 
ments  de  la  distance  au  point  origine  de  l'onde,  et  de  l'intensite 
des  forces  ;  dans  la  nouvelle  hypothese,  la  loi  de  Gravitation  ne 
differe  de  celle  de  Newton  que  par  des  lermes  tres  petits  du 
second  ordre.  Encore  ces  termes,  en  lant  qu'ils  jouent  un  role 
effectif  dans  les  perturbations,  ne  sont-ils  pas  des  termes  de  IVotte- 
ment;  le  calcul  de  Laplace  n'est  plus  applicable  dans  ces  condi- 
tions.  et  l'on  va  voir  qu'en  elTet  rien  n'empecke  d'attribuer  ä  la 
gravitation  la  vitesse  de pj-opagatioii  de  la  lumiüre,  anais  que, 
en  revanche,  rien  ne  nous  y  oblige  non  plus,  cette  hypothese  ne 
donnant  pas,  du  molns  a  l'heure  qu'il  est,  une  explication  de 
l'anoujalie  de  Mercure. 
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\  Pour  reduire  la  gravitation  aux   actions  eiecLriques,  MossoUi, 

Zöllner,  puis  Lorentz  ont  propose  d'admelLre  que  ratlraclioii  des 

charges  de  signe  contraire  est  im  peu  plus  grande  que  la  repulsion 

des  charges  de  meme  signe.  Un  atome  d'liydrogcne,  par  exemple, 

resultant,  dans  les  vues  actuelles,    de  la  rcunion   d'uiie   cliarge 

negative  et  d'une  charge  positive  egale,  deux  atomes,  places  ä  une 

distance  grande  par  rapport  ä  leurs    dimensions,   n'exerceraient 

Fun  sur  l'autre  aucune  aclion  proportionnelle  a  l'iuverse  du  carr^ 

des   distances,  d'apres   les  lois  ordinaires    de    l'EIecLrostatique  ; 

d'apres  l'hypothese  nouveUe,  la  compcnsatiod  de?  actions  attrac- 

tives  et  rdpulsives  ne  serait  plus  complete.  La  charge  et  la  masse 

d'un  ion  d'hydrogene  etant    connues,    du  moins  approximative- 

ment,  on  peut  calculer  de  corabien  difl'rre  l'altraction  des  ions  de 

meme  signe  :  cette  dilFerence   est  exLreniemenl  petite,  eile  n'est 

que   de    lo-^''   pour    loo.   Les  f'orccs    de   gravitation   sont    doiic 

4  extrömement  faibles  par  rapport  aux  forces  ölectriques  qui  se  pro- 

''  duii^aient  s'il  nous   etait  possible   de    separer   complctement  les 

}  electricites  intimement  unies  dans  les  corps.  Nous  n'y  r^ussissons 

<  que  dans  une  mesure  relativement  trcs  faihle,  par  h;  frottemeiit,  etc , 

Une  si  minime  dissymetrie,  mais  dont  l'existence  serait  sup  - 

l  posee  hors  de  doute,  serait  bien  contraire  a  nos  sentiments  estli(§- 

liques,  si  j'ose  m'exprimer  ainsi.  Et,  en  realite,  il  sufüt  d'iin  petit 

.    changement  de  notations  (')  pour  etre  ramene  a  la  superposition 

^  de   deux  forces,    l'une    ^lectrostatique    dans    Ic    scns    ordinaire, 

l'autre  gravifique.  II  n'y  a  donc  dans  cette  hypothcse  de  Mossotti 

\  qu'un  changement  purement  verbal ;  ce  qu'elle  önonce  de  positif ,  ^ 

c'est  qu'il  convient  d'appliquer  a  la  gravitation  les  lois  de  l'Llectro  - 

(  dynamique  en  reraplagant  les  charges  par  des  aiasses.  Seidement,  il 

faudra  attribuer  aux  corps  une  certaiiie  condiictibilitd  par  rapport 

a  la  gravitation;  il  existera,  en  principe,  des  ccrans.  Par  des  hypo- 

theses  appropriees,  on  peut  bien  diminuer  considcrablement  leur 

impermeahilite,   comme  l'a  niontre  M.  Gans  ;  mais  il  me  semble 

,  impossible  de  n'obtenir  qu'une  absorption  de  i  millionieme  de  la 

•  Force  pour   toute   l'öpaisseur    du    globe    terrestre,    comme    nous 

^  avons  vu  que  l'experience  l'exige.   C'est   h\   nne  premiere   grave 

j  obiection  ä  cette  theorie. 

^ -^ — 

,'  (')  VoirR.  Gxys,  Jahresber.  deutsch.  {Math.-Vereinigung,  t.  XIV,  p.  678,  igoS). 
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•Ih'H  »uj!   li'H  iicrlurlialJdUH  (jirculrauicrait  uolrc  liypothrsc  •     , 

!.■    nH.H\ctJHMit    th-N    jil.uirlcs  ".'    Ici,    il    TatiL   (lislia|;u(!r    Ics  f 

(••^    tiiiMuirs    flf(*!rtnlviiatui(|Ufs    li«s    inics   {l(>s    aulrcs.     Los  i 

nr«.  !».!•.  r!.'ttt'ui{vuauii(pu's  de  \\  cIhm'  cI  de  Üiciuimn  aviiiciU  ; 

!«•  .({ipliqiirf^  .(  1,1  <4i'avltali(in.  La  sciilc  |M'i'lurliali(>u  srusililc  *    ! 

fotut'r  «-Irr  uiH'  cututidii  lüulf  iUt  |ii'i'lli(''rK',  de  -"  par  siridc 

Urirurr  *  '  ».  d'ajitrs  la  lid  i!c«  \\  (dx-r,  de  i  ("  d'a|iirs  (udlc  d(^  •       ij 

itn.    ill'.t•u^ildr•   «railli'ttf'*    |H)ur    Ifs    untres    |danr(<'S.     C/nsl.  '  ' 

ciidrt'  dr  |;raudintr  «jur  chmtic*  rcx|u'rifiuu',  cl  it'  seus  de   Iti  '      | 

•  a  f'si    r«ialrmrul   »'vati  ;   vvln    csl    dt-ju    iTmanjtiable.    Mals  j  *   I 

jalir  idi-rrv«T  r^i  dt'    v«',  (''i"st-i't  {Uiv  rotisid^nilih'iiu'ul  plus  .    .li 

[•,  (  hi.tut  ,\n\  ai  fiuti<»  d«"»  p!au«''t«'H  Ics  tincs  sur  Ics  aiili'cs,  (dies  ,         i 

i'*|a  Lim  LiüdrH,  vt  utw  c'ui't'c'i"l)i)fj  du  .srcund  ordre,  r'csl  h-iWvc.  '','"'     \ 

^raudritr  m«    *  puur  lua  ciuii'citi,  est  uiiscdiituent  iustMiHllilc.  '     \ 

L«»r«"»t/.  a  «'i^aifiufut  applitpir  scs  ('(pialidus  au  uiouvcnioul.  ,      1 

auiti'*»,  { )ti -ail  t.\x\%'  M.  Luri'ul'/,  iuli'iidtul  Ics  vilcsscs  aLsolucs  ,    '**{ 

ipputS   a   r«il»T  ;  Uli   «'xaiüi'U  atlfutif  nitiuli'c  ulofs  (juc  U^s  i,     ^ 

«  au««r«»  priüitLalricfiNi  HrnnihlfH  *<{UÜ  :  «^     I 

...                                   .  i 

\v   mnn\rxnvn\    dr    trauHlaltun  ihi   Sohdl  daas  PcHrjatu'.    Vax  .\     \ 

fiani   \v  mmiu-niriit   riar  raprairl  a  la  ni(iV(!niH^  des  (iUdh's  j^    J 

donitr  par  r  V««tr«imi!uir,  a\«M"  je  nHuivfuiciil  pur  r'a[)p(irl   ä  i     'i 

i.  h\pHllu'»«i' a"*»*!'/  ptaitHiLlc,  \L  Lurciily.  Iroiivi;   d(^H   pfiiur-  >     \ 

j-  iuti«ii«»ddt"»,  luriur  pour  MfiH'Uft*  ;  _,  '/^!l 

hl  "iarjabdii»-  «Ir  la  ma»»»«»',   (umUinu  tlc.  lu  vilt'ssc  ahsohu;,   Si  ,}   !,  i 

idnirl    rh}p«i!li»'«»r  r\ln'iHf,   atloplt'i'  gt'iuM'alcnifMJt  poui-  1(!S  '  '      ' 
»it'»,  d'«uir  ma-««»«' riiliritniii'itt  <'dt'ct!'ei-ituigiun.i<pH',  <'U  lr()UV(! 

r  utir  i-i«tit$i««u  dl«  p«'rili«dit'  tir  Mmnirt' de  f{utdfJU(^s  sccondch  ;     *  , 

par  ^tfiii«  f  ^1,  t't  ii  r^t  ttidiflrri'nt,  p«nu'  cc  I'j'^huIUiI,  epic   Ton  ■      I 

pjr   Irt  fMiHHdrH   d'Alitaluim,  «!«♦  Hurht'rt'r-Langf'viii  ou  th;  '       ■ 

xVi,  pHur  Iä  uufkHi"  rdrrlru 'lua^utHuptc  ;  |  _    '\ 

vnWw,  \L  Luri'äJf/.  a  iiHHlifi«' j("'r*Muiuf'iil  s»  ÜHHirif  de  iTiani('i'(!  i    1 

mdrr  {«infnf {iir  au  lUHiririr  d«*  1«  r<dati\!t«''   du  Hioiivfuiienl.  ',    ' 

liHLitti.ti  du  Stdrd  dauH  i'r«.paf<"  \\v  {«»ucra  dciiic  plus  de  mie  ^    a 

fi«rMn4  «loiui«-  Ir  ii!..iiS«!r.  \\\  vrU   unW   .1  ff  ([u'il  ((Ifulili«-'  la  t'.uuHlanl«  ,^^     | 

l.rr  «i.r.'  I4  jrri|.u*«|.ir  »In  rurr»-  «Ir  1«    vjtew  iU'   ta  lumit^rt',  tiloM  qu'clle  ^    **    | 
>8  »|ur  1«  m«»ifir,  »riir  »n8,|ir4tion  rrfurirt»  a  {»atut-  claiis  tdui  U'h  raivvnge« 

l    lt4«lr  «|P  rfllr   «|i!f-»Utlt!. 

(Vu.kfl».-»,  I*hyuk,   /'ifllH'ht.   !.    Vn,    ««(•<>'»,   f».  >»('i. 
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du  tout ;  mais  corame  ce  role  elait  deja  insensible  dans  la 
premiere  theorie,  iios  concliisions  ne  sonl  pas  modifi^es.  En 
resLime,  il  est  loisible  d'appliquer  les  lois  eleclrodjnamiques  ä  la 
gravi talion;  mais  elles  ne  peuvent  servir,  actuellement,  ni  ä  sup- 
primer  les  divergences  qui  subsislent  entre  le  calcul  et  l'expö- 
rience,  ni  ä  deduire  la  constanle  de  gravitation  de  mesures 
electriques  ou  magnetiques. 

Pourtant,  les  theories  electrodynamiqaes  sont  en  pleine  Evolu- 
tion, eironpeutse  demander  si  les  changements  futurs  ne  per- 
meLiront  pas  d'effectuer  cetle  reduction  si  importante  de  la  gravi- 
tation aux  forces  electriques  d'une  facon  plus  satisfaisante.  Nous 
allons  voir  que  cela  est,  en  ellel,  tres  probable. 

Pour  cela,  il  faut  savoir  exactement  dans  quelles  limites  onpeut 
faire  varier  l'expression  de  la  force  que  deux  charges  t^lementaires 
exercent  l'une  sur  l'autre  (expression  qui  depend  des'  positions, 
vitesses,  accelerations  et  de  la  loi  de  propagation),  sans  entrer  en 
contradiclion  avec  les  donnees  de  l'exp6rience.  G'est  ce  qu'a  fait 
Tautenr  de  cet  arlicle  (').  Sans  chercher  ä  donner  la  Solution  la 
plus  gent^rale,  ce  qui,  peut-etre,  est  impossible,  on  est  conduit  ä 
des  r^sultats  suffisaniment  instructifs  enadmettant  certaines  hypo- 
theses  accessoires,  telles  que  le  principe  de  la  relativite  dumouve- 
ment  dans  son  sens  classique  (et  non  dans  celui  que  lui  donnent 
MM.  Lorentz  et  Einstein  (-),  et  en  le  considerant  comme  appli- 
cable Egalement  ä  la  propagation  de  la  lumiere  ('').    On   trouve 
alors  que  les  termes  du  second  ordre,  dejä,  ne  sont  pas  dctermines 
entierement  par  l'experience  et  contiennent  unfacteur  arbitraire; 
quant  aux  termes  d'urdre  supörieur,   ils  ne  jouent  de  röle  que 
.  dans  l'experience  de  M.  Kauffmann  sur  la  variabilite  de  la  masse, 
et  restent  presque  entierement  arbitraires.  Deslors,  voici  cömment 
on  peut  esperer  reduire  la  gravitation  aux  forces   dlectriques  et 
expliquer  en  meme  temps  le  mouvement  de'Mercure  et  la  valeur 
numerique  de  la  constante  de  gravitation. 


(')  W.  RtTZ,  OEuvvei,  XVIII,  p.  817. 

(2)  La'  translation  uniforme  d'un  Systeme^  d'apres  le  principe  de  relativite, 
est  sans  induence  sur  las  pii^nomenes  qui  s'y  passent.  MM.  Lorentz  et  Einstein 
supposent  en  outre  une  döfinition  nouvelle  du  temps,  de  la  vilesse,  etc. 

(^)  Voiv,  k  ce  sujet,  Tarticie  de  l'auteur  Du  role  de  VEther  en  Physique, 
CEuvres^  XX,  p.  /i47- 
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.  Dans  les  idees  communement  admises  aujourd'hui,  rnlüiiic  chi- 
mique  est  compose  d'un  certain  nombrc  d'electrons  negatifs  et  de 
charges  positives  qui  compensenL  la  cliarge  negative.  Les  pheno- 
menesdu  Magnetisme,  entreaiitres,  exigeut  de  plus  qu'on  aitribue 
aux  charges  aLomiques  des  inouvemenLs  de  roLation  ou  de  circula- 
tion.  Supposons,  poiir  fixer  les  idees,  que  les  charges  negatives 
solent  au  repos,  et  que  quelques-unes  des  charges  positives  lour- 
nent  siir  elies-m^mes  avec  une  grande  vitessc,  la  nieme  pour 
toutes.  Lorsque  denx  atomes  A.,  B,  ainsi  constituös  agissent  l'uu 
sur  l'autre  ä  une  distance  grande  par  rapport  ä  leurs  dimensions, 
que  va-t-il  se  passer?  Les  forces  electrostatiques  sont  nulles,  ou 
plus  exactement,  elles  correspondent  ä  des  dipoles  ires  petits  et 
dopendem  de  la  distance,  suivant  une  loi  Loute  differente  de  celle 
de  Newton  ;  ces  forces  sont  nulles  pour  un. Systeme  d'atomes  nom- 
lireux.  Mais  les  forces  dependant  des  vitesses  et  des  accölerations, 
dont  les  premieres  sont  inversement  proportionnelles  au  carre  de 
la  distance,  les  secondes  ä  la  distance  elle-meme,  doivent  etre 
prises  egalement  cn  consid^ration.  A  la  premiere  caLegorie  appar- 
tiennent,  par  esemple,  les  forces  etudiees  par  Ampere,  que  deux 
courants  constants,  et  par  consequent  deux  ^lectrons  en  inouve- 
ment,  exercent  Fun  sur  rautre;  ä  la  seconde,  les  forces  6lec- 
triques  dmanant  des  oscillateurs  liertziens,  Celles  qui  constituent 
les  ondes  lumineuses,  enfin  la  pression  de  la  linniere. 

Pour  que  ces  forces  donnent  lieu  au  ph^nomene  de  gravitation, 
il  faudra  tout  d'abord  c|u'elles  ne  soient  pas  nulles  en  moyenne 
lorsque  les  axes  derotation  auront  toutes  les  directions  possibles, 
ce  qui  arrivera  necessairement  dans  un  corps  oomposö  d'un  grand 
nombre  d'atomes.  Dans  la  preiniere  theorie  de  Lorentz,  pas  plus 
que  dans  sa  nouvelle  theorie,  cotiforme  au  priircipe  de  relalivile, 
il  n'existe  de  termes  donnaut,  dans  ces  conditions,  une  moyenne 
differente  de  zero.  L'expHcation  (iclioue  donc  pour  ces  theories. 
Mais  est-ce  lä  un  rösullat  necessaire  ?  Une  analyse  plus  exacte 
montre  qu'il  est  oblenu  ])ar  l'introduction  des  vitesses  absolues, 
dans  l'ancienne  theorie  ;  par  l'abandon  des  principes  de  la  cinema- 
tique  et  de  la  notion  d'un  temps  universel,  dans  la  nouvelle.  Et  ce 
sont  lä,  certainement,  les  parties  les  plus  hypothetiques  de  l'Elec- 
trodynamique  actuelle.  Des  qu'on  introduit  des  vitesses  relatives 
en  conservant  la  cinematique  classique,   on   voit   apparaUre  des 
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t.ermes  donnant  une   resultanLc   clifFcrente   de  zero.    ü  y  en  a  du     || 
second  ordre;  la  resaltante  est  proportionnelle  k  la  mojenne  du     p 
carre  des  viLesses  des  cliarges  ('),  et  dopend  d'une  coustanLe  arbi- 
Iraire.  Mais  ici  une  ubjecüon  se  presente  :  l'agitation  Lhermique 
suffit,  lorsqu'üii  admel  les  idees  generalemeiil  regues  ä  ce  sujet, 
pour  dünner  lieu  a  une  acdon  considerable  des  corps  A  et  B  Fun 
sur  l'aiilre,    dependanL   de   la   leinperature,   ce  qui  est  contraire 
ä  r Observation  ;  il   faat  donc  dis poser    du    facteur    arbitraire   de 
maniere  a  annuler  l'efl'et  de  ces  termes  de  second    ordre.    Mais 
d'autres  Lermes,  du  4'*"'"  ou  du  6'^"'®  ordre,  a  coefficients  inconnus 
encore,  ne  preteront  plus  ä  cette  objection,  a  la  condition  que  les 
vitesses  intra-atomiques  soieuL  grandes   par  rapporL  aux  vitesses 
produiles  dans  l'agitation  thermique,  ce  qui  est  probable  a priori. 
On    aura   alors    une    resultanle   inversemont    proportionnelle   au 
carre  des  distances^   allecLee  d'un  coefficienl  encore  inconnu,  et 
proportionnelle  aux  nonibres    de    cbarges    en    rotation    que  con- 
tiennent  les  corps  A  et  B.  11  suffira  d'adniettrc  que  ce  nombre  est, 
dans  tout  atome,  proportionnel  ä  la  niasse  de  cetatome,  et  de  dis- 
poser   convenablement    du    coefficient   pour    obtenir    la    loi    de 
Newton  (-).  Bien  entendu,  les  theories  futures  devronl  delermi- 
ner  ce  coefficient  a  priori.^  ou  par  des  experiences  electriques  ou 
raagnetiques ;  la  constante  de  Gravitation  ainsi  obtenue  devra  6lre 
identique  avec  la  constante  expdrimentale.  Les  termes  6tant  d'un 
ordre  si  öleve,  on  s'explique  aisdment  que,  comme   nous  l'avons 
ditplus  haut,  la  force  de  gravitation  de  deux  atomes  soit  si  petita 
par  rapport  aux  actions  ^lectrostatiques  de  leurs  charges. 

A  cotö  du  terme  de  4'^"""  (ou  6'^™*^)  ordre  qui  nous  aura  servi  k 
expliquer  la  gravitation,  il  faudra  considerer  encore  le  terme  sui- 
vant,  du  6'^""^  (ou  8'^'"*)  ordre,  qui,  par  rapport  aux  phönomenes  de 
gravitation,  sera  du  second.  Sur  son  coefficient,  nous  ne  savons 
rien ;  il  doanera  lieu  a  une  rotation  du  pörih6lie  des  planetes  de 
1' ordre  de  grandeur  voulu,  et  il  suffira  que  ce  coefficient  soit  plus 


(»)  Voir  CEuvres,  XVIIl,  p.  Bi-j. 

(^)  Si  les  charges  en  relation  sont  indissolublemcnt  lides  aux  atomes,  il  n'exis- 
tera  pas  d'6crans  pour  la  gravitation.  Car  les  ecrans  pour  les  forces  dIecLriques 
ou  magndtiques  sont  dus  aux  deplacemenLs  des  dlecLrons  dans  les  corps,  ou  aux 
orientations  des  aintvanls  elemenlaires,  sous  l'influence  des  forces  dlectromagnd- 
tiques.  Ni  Tun  ni  l'autxe  de  ces  efi'els  n'aurait  lieu  ici. 
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grand  qu'il  nc  Test  dans  les  lois  etudiees  plus  haut,  pour  obtenir 
l'anomalie  de  Mercure. 

Dans  ce  qui  precede,  nous  n'avons  consider^  que  les  lerines 
electrodynamiques  dependant  des  vitesses  eL  inversement  propor- 
üonnels  aux  carres  des  distaiices.  D'autres,  proportioniiels  a 
racceleration  d'uii  des  deux  elomenls  de  cliarge  qui  agissent  l'iin 
surl'auLre,  et  ä  sa  vitesse  relative  par  rapport  ä  l'aiitre,  elevee  ä 
une  cerlaiiie  puissance,  sont  du  3''""''  ordre  ou  d'uii  ordre  supe- 
rieur,  et  inversement  proportiounels  a  Ja  simple  distance.  Mais 
dans  un  electron  eu  rotatioii,  l'accdleration  d'une  des  parties  sera 
compensee  par  l'autre  d'autant  plus  completement  que  la  dis- 
lance  /•  des  ölectrons  sera  plus  grande  par  rapport  ä  leur  diametre 
a.  En  faisant  le  calcul  exact,  par  un  developpemeut  en  serie  pro- 

eedant  suivant  le   rapport-,  on  trouve  que  le  terine  en  —  s'eva- 

nouit,  et  c[u'il  reste,  en  geiKu-aJ,  un  tenne  en  —  >  pour  lequel  la 

moyenne  prise  par  rapport  a  toutes  les  directions  possibles  des 
axes  de  rotation  est  diilerente  de  z^ro.  Nous  aureus  donc  une 
Force  inversement  proportionnelle  au  carrö  des  distances,  conte- 
nant  en  i'acteur  les  dimensions  de  l'electron  et  une  puissance  au 
moins  (^gale  ä  3  de  l'inverse  de  la  vitesse  de  la  lumiere  :  ce  sera 
encore  une  explication  |30ssihle  de  la  gravitation  et  de  sa  petitesse 
extreme.  D'ailleurs,  le  coeflicient  de  ce  terme,  de  memei  que  celui 
de  tous  les  termes  supc^rieurs  au  second  (sauf  celui  qui  dünne  la 
pression  de  la  lumiere  et  qui  ne  nous  iiit<5resse  pas  ici),  reste 
encore  inddterminö,  et  Von  en  conclura^  comtne  plus  haut, 
qu\ine  explication  de  V anomalie  de  Mercure  et  une  deterini- 
nation  de  la  constante  de  gra^>itation  par  des  mesures  älectro- 
magnitiques  pourront  sans  doute  Scre  deduites  des  lois  de 
l'Electrodynamique^  Lorsque  celles-ci  seront  connues  avec plus 
d'  exactitude . 

Dans  V  une  et  fautre  hypothese^  la  Gravitation  tiendrait 
essentiellement  ä  la  Constitution  dynamique  des  atornes. 

En  resumd,  si  deux  siecles  de  recherehes  ne  nous  ont  donn(S 
encore  aucune  indication  d'une  connexion  entre  la  gravitation  et 
d'autres  plienomenes,  en  particulier  les  ph6nom6nes  ^lectroma- 
gn(^tiques  ;  si  la  propagation  de  cette  force  dans  un  temps  fini 
reste  problematique,  il  est  probable  que  cela  tient  ä  rimperfection 
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de  nos  connaissances  des  lois  exactes  des  phenomenes  ^lec- 
triques,  et  que  nous  pouvons,  dans  an  avenir  plus  ou  mdiiis  pro- 
chain,  esperer,  ä  defaut  d'une  explicalion  mecanique  de  la  g^'avi- 
tation,  une  r^duction  de  cette  force  aux  actions  electriques.  Ce 
sera  lä,  pour  l'unile  de  iios  conceptions  pliysiques,  un  pas  de  la 
plus  haute  importance. 


XXÜI. 

mm  IHK 

miKam  dkh  Elektrodynamik 

l  NU    DtK 

THKOUIK  inüi  S(:ilWAHZi^:N  STHAIILöN(i. 

hysi/ittiisrhf  Ztttaeltri/i,  «).  Juhrguiif;,  No  Sf5,  Seilt!  ()()!i-9()7. 


\nvv  kiir/licli  in  «Üc^hiic  Zeil  sei  irift  (')  crse^hieiUMitiu  Mill(!ihui|^' 
Slralilutif^Htliftuif  »  kuiinul  Hcu'rll.-A.  Ijorculzzuin  Sc.liluss, 
li«'  von  JctiHH  ('■»)  uiul  iliin  (•')  nntvvickc.lln  'I'lieoric;  (\ev 
kiir/rii  Strahlung  »•  mit  dttr  I'j'l'nhi'ung  \nv\\\.  vorcinhar  sei  ;  du 
iluT  illf  \.l>l(*ilufi|^  dar  Strahliinf^sfortnel  auf  diosein  VVo{;c 
infallii»  \vt'rd«*ti  kiirtn«,  vvctiu  tu»  den  (dekln)uuigiu'lis(dien 
Igfst'iwt»  wi'Sf'Utllc'lH'  And(!rimgf:n  angfdjrtudit  vvürclen,  so 
i*  s\v\\  darnu»  die  Nr>l\vfudigkfil  solelier  Audenitijj^en,  und 
nÜHHr«,  itri  Stjuie  dvv  Pluriekseheu  Theorie,  irgend  etwas  eiuein 
üiergif'-\lc»!ti  Üudiehes  in  die  Theorie  aurgeuomnuui  vvcr- 

ilet'groHheu  Wiefitigkint  diener  Frage,  und  l)ei  den  Sehvvierig- 
i,  i\\t\  wie  Herr  !I,-A.  I.ca'eiitx  zeigt,  uueh  bei  ICiuriUirung 
ianektichen  Atunr»»   uoeh  lorlhe.Hlehen,  sei  es  geslatlel,  auf 


Phv'iihuL  /.t'am'hn/t,  l.  IX,  t<j«iH,  p.hi'n. 

frm-.  JU>y.  Sm\,  L  t.XXVI.  i«jüti,  j..  ai,G,  h'\!\. 

W.'K,  uliitfui,  Lf.  partage.  de  renergie  fnlre  ki  muUt'Vt:  püiuliirabtc  ei 

'.  CunJriTticc  ifiutf  au  c:u»8n"«.«li*  Hoint-  (Hdina,  TipoKrafia  ticllii  U.  Accad, 

ifri  I,  a\n\  «;i*tM, 
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einen  Fehlei'  der  Jeans-Lorentzsclien  Theorie  Jiinzuvveisen,  der 
gerade  den  wesentlichen  Punkt  des  Beweises  beLriiri,  womit  dieser 
hin  fähig-  wird. 

Der-  Ansatz  für  die  elektrischen  und  inagnetischen  Kräfte^ 
der  in  jenem  Beweise  gemacht  wird^  ist  zu  allgemein  ;  er  wider- 
spricht den  Formeln  der  retardierten  Potentiale^  denen  jede 
physikalisch  zulässige  Lösung  der  Grundgleicliungen  genügen 
muss.  Durch  diese  Bedingung  werden  aber  gerade  die  Koordinaten 
des  freien  Äthers,  die  Herr  Lorentz  (loc.  cit.)  mit  ^3,  q'^  bezeich- 
net, in  ihrer  Anzahl  ausserordentlich  beschränkt.  Diese  Koordi- 
naten aber  sind  es,  die  schliesslich  die  Stralilung-si'ormel  bestiin- 
men  ;  und  der  Widerspruch  der  Theorie  mit  der  l3eol)a('litung  wird 
gerade  dadurch  bedungen,  dass  diese  Koordinaten,  die  unendlich 
zahlreich  sind,  auf  Grund  eines  dem  BoUzjnannscIien  wSatze  der 
gleichen  Verteilung  der  Energie  auf  die  verschiedenen  Freiheits- 
grade ganz  analogen,  die  gesamte  Energie  des  Systems  an  sich  zu 
ziehen  bestrebt  sind. 

Bekannthch  lassen  sich  die  elektromagnetischen  Grundglei- 
chungen  der  Lorentzschen  Theorie  durch  Einführung  der  Poten- 
tiale unter  die  gemeinsame  Form  bringen 

wo  c  =  Lichtgeschwindigkeit,'^  eine  gegel)ene  Funktion  von  J7,y,z,  t 
bedeuten,  und  /  im  Unendlichen  verschwindet.  Die  allgemeino 
Lösung  dieser  Gleichung,  etwa  nach  der  Poissonschen  Methode, 
mvolviert  zwei  willkürliche  Funktionen  von  x^y,  z,  nämlich  die 

Werte  von  /und  -£  für  die  Anfangszeil  /o-  Partikuläre  Lfisungeii 
derselben  sind  : 

f,(T,y,z,i)  =  J-J    _ 1_  ,/.^'  ,fy  ,1,' . 

'^■=  (^  ~  ^')-^  ir  ~  y  r--h  (z  —  z'  y- , 

ferner  beliebige  lineare  Kombinatior)en  aus  /,  und  f.  der  Form 


(D  (  cc'  y'  z'.  t  -\ 

J-^~  TZ    f    ~~ —  c/x:'  dy'  dz'  ; 
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/■^  =  f\  a\  4-/2 «2)  "^vo  a,  +  ao=  I  ;  endlich 

9(a^'  7'  z'  t')  dx'  dy'  dz'  dt' 


47c-   J 


(^  —  *'')'-!-  ( j  —  y'  f-^{z  —  z'f~{t  —  t'y-  c2 


Die  Lösung  /,  entspriclu  divergenten  Wellen,  f.,  konvergenten, 
ans  dem  Unendlichen  kommenden,/;,  beiden  Arten  ;  wieder  andere 
Lösungen  würden  Wellen  entsprechen,  die  gegen  Punkte  des  reinen 
Äthers,  wo  cp  =  o  ist,  konvergieren  oder  von  solchen  divergieren  ; 
in  /,  ist  die  Auflösung  in  Wellen,  die  nach  den  KirchhofFsclien 
und  Poissonschen  Sätzen  stets  in  unendlich  vielen  Weisen  ge- 
schehen kann,  nicht  vorgenommen.  Die  Erfahrung  lehrt,  dass 
ausschliesslich  die  Lösung/,  in  Betracht  komme,  und  dieMaxwell- 
Lorentzsche  Tiieorie  setzt  dies  ausdrücklich  voraus.  Wie  notwen- 
dig diese  Einschrärdvungist,  geht  schon  dai^aus  hervor,  dass  ebenso 
wie  bei  der  Lösung  /,  ein  Körper,  dessen  Elektronen  akzelerlerl 
sind,  Energie  ausstrahlt,  so  dass  in  grosser  Entfernung  der  Poyn- 
tingsche  Vektor  nach  aussen  gericiitet  ist,  bei  /o  (Vertauschung 
von  c  mit  —  c)  dieser  Vektor  sein  Vorzeichen  ändert,  der  Körper 
somit  Energie  aus  dem  Unendlichen  empfängt,  ohne  dass  irgend- 
ein anderer  Körper  ein  entsprechendes  Quantum  Energie  ver- 
liert. Ein  solcher  Körper,  welcher  in  dieser  Weise  dauernd 
Energie  aus  dem  Äther  zu  entnehmen  fähig  wäre,  raüsste  ein 
Perpetuum  mobile  genannt  werden  und  ist  pliysikalisch  un- 
möglich. 

Um  nun  solche,  allen  Bedingungen  —  auch  den  Bedingungen  im 
Unendlichen  —  genügende  Lösungen,  die  trotzdem  unmöglich  sind, 
auszuschalten,  hat  man  den  zunächst  noch  willkürlichen.  Anfangs- 
zustand  in  geeigneter  Weise  einzuschränken.  Die  notwendige  und 
hinreichende  Bedingung,  damit/  in  allen  Zeiten  gelte,  ist,  dass 
es  zur  Zeit  f  =  ^0  und  t=to~\-dt  gelte.  Dass  diese  Anfangsbe- 
dingung aber  im  Maxwellschen  Vorstellungskreis  keinerlei  ver- 
nünftigen Sinn  hat,  ist  einleuchtend,  und  man  hat  sie  daher  durch 
andere  zu  ersetzen  gesucht.  Nimmt  man,  wie  es  meist  geschieht, 
an,  dass  zur  Zeit  ^o  i"  gL'ossen  Entfernungen  das  Feld  gleich  Null 
ist,  so  folgt  allerdings  für  spätere  Zeiten  die  Formel/, ;  für  frühere 
aber  die  unzulässige  Formel  f-x.  Ferner  ist  nun  die  Gültigkeil 
auch  von  /,  einer  ganz  unnötigen  Einschränkung  unterworfen 
(Feld  =  o  für  t  =  ^o),  welcher  z.  B.  die  gleichförmige  Translation 
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nicht  genügt.  Endlich  bringt  es  der  Chanikter  der  Gleichung  (i) 
als  einQT  liyperbolischen  DifTerenlialgleichung  mit  sich,  dass,  wenn 
die  Ä.nfangsbedingung  nur  sehr  angenähert  erCüUtlst  (was  ja  allein 
sich  konstatieren  Hesse),  daraus  keineswegs  folgt,  dass  die  Formel 
/,  mit  einer  ähnlichen  Annäherung  gelte:  es  könnten  z.  B.  kon- 
vergente Wellen,  die  zur  Zeit  ^o  sehr  schwach  und.  fern  sind,  za 
einer  späteren  Zeit  an  einem  gegebenen  Punkt  des  Raumes  einea 
behebigen  endlichen  Wert  annehmen. 

Ebensowenig  ertragen  die  andern  bisher  vorgeschlagenen  Zusatz- 
bedingungen eine  genaue  Kritik  (')  ;  der  Übergang  von  den  rever- 
siblen Differentialgleichungen  zu  den  retardierlen  Potentialen, 
durch  welchen  erst  die  Irreversibilität  in  die  Elektrodynamik 
eingeführt  wird,  lässt  sich  auf  dem  Boden  der  Maxwellschen  An- 
schauungen allein  nicht  finden.  Es  ist  also  wichtig  zu  konstatieren, 
dass  der  vollständige  Ausdruck  der  StrahUingsgeselzo  und  über- 
haupt der  Maxv^eil-Lorentzschen  Theorie  nicht  die  DifferentiM- 
gleichungensind,  sondern  die  Elementarwirkungen,  die  sich  durch 
Einführung  der  retardierten  Potentiale  in  den  Lorenlzschen  Aus- 
druck der  ponderomotorischen  Kraft  ergeben.  In  dieser  Form 
sind  auch  der  elektrische  und  der  magnetische  Vektor  eliminiert, 
welche  ja  nie  direkt  beobachtet  werden  können,  sondern  bloss  die 
Rolle  mathematischer  Hilfsfunktionen  spielen  (-),  während  die 
eigentlichen  Aussagen  der  Theorie  sich  nur  auf  die  Grössen  Raum, 
Zeit  und  elektrische  Ladungen  beziehen. 

Zur  Ableitung  der  Strahlungsformel  stellen  sich  nun  Jeans  und 
Lorentz  einen  parallelopipedischen,  durch  spiegelnde  Wände  be- 
grenzten Hohlraum  vor,  in  dem  sich  ein  Körper  K  befindet ;  die 
elektrischen  und  magnetischen  Kräfte  im  Innern  werden  als  Funk- 
tionen vonx,y^  z  in  Fourierreihen  entwickelt,  deren  Koeffizientea 
Funktionen  der  Zeit  sind  und  die  Rolle  Lagrangescher  Koordinaten 
spielen,  für  welche  die  DitTerentialgleichungen  aus  dem  Hamilton- 
schen  Prinzip  abgeleitet  werden  können.  Bei  diesem  Ansatz  ist 
die  wesentliche  Bedingung  der  Darstellbarkeit  durch  retardierte 
Potentiale  nicht  berücksichtigt;    diese  Bedingung  schaltet  aber, 

(')  Über  diese  und  andere  schwache  Seiten  der  Maxwell-Lorentzschen  Theorie 
vergleiche  man  die  Arbeit  des  Verf. :  Eecherches  critiques  sur  l'electrodynamique 
generale,  CEuvres,  XVIII,  p.  317. 

(^)  Loc.  cit.,  p.  3i8. 
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wie  oben  hervorgehoben,  aus  den  AnfangszAiständen  eine  unend- 
liche, durch  zwei  willkürliche  Funlvüonen  von  xyz  und  somit 
durch  unendlich  viele  Parameter  darstellbare  Mannigfaltigkeit  von 
Zuständen  des  Äthers  als  unzulässig  aus.  Sie  erfordert  insbeson- 
dere, dass  die  Rräfte  konstant  bleiben,  wenn  die  elektrischen 
Ladungen  dauernd  ruhen.  Dies  ist  dagegen  nach  den  partiellen 
Did'ereutialgleichungen  nicht  notwendig  der  Fall:  man  wird  stets 
noch  eine  Lösung  der  homogenen  Gleichung  —  —  c- A  =  0  hinzu- 
fügen k(")nnen,  die  im  vorliegenden  Falle  den  Randbedingungen  an 
den  spiegelnden  Wänden  genügen  muss,  und  sich  somit  als  (jesamt- 
heit  der  elektrischen  Eigenschwingungen  des  Hohlraumes  (ohne 
den  lvr)r|)er  K)  ergibt.  Solche  L()sungen  erscheinen  in  der  Jeans- 
Ijore.ntzschen  Ableitung,  wie  Lorentz  {loc.  cit.,  p.  i4)  hervorhebt, 
als  zulässig,  was  sie  nicht  sollten.  Vielmehr  müssten  die  unendlich 
vielen  Parameter,  (ho  sie  involvieren  (Koeffizienten  der  Entwicke- 

lung  der  allgeuieinen  l^fisung  von  —  —  c- A  =  o  nach  den  Eigen- 
schwingungen des  Hohlraumes,  also  in  eine  Fourierreihe),  dauernd 
Null  sein.  Diese  unendlich  vielen  Parameter  des  «  reinen  Äthers  »• 
aber  gerade  sind  es,  die  nach  dem  Satz  der  gleichmässigen  Ver- 
teilung der  l'aicrgie  auf  die  Freiheitsgrade,  die  ganze  Energie  zu 
absorl)iereii  und  auf  die  kürzesten  Welleidängen  zu  verteilen  be- 
strebt sind.  Die  Jeans-Loi'cntzsche  Theorie  ist  also  unzulässig. 
Man  kf'innte  einw'enden,  die  eben  besprochene,  nach  Fourier- 
reihen  entwickelte  Lcisung  lasse  sich  auffassen  als  «  retai^dierle  » 
K.räfte,  herrülirend  von  den  Elektronen  der  spiegelnden  VS'"än de. 
Da  aber  vollkommen  spiegelnde  Wände  unendlich  viele  Leitungs- 
elektroncn  in  denselben  voraussetzen,  so  sind  sie  eben  aus  diesem 
(jrunde  hier  als  unzulässige  Abstraktion  zu  verwerfen,  da  in  Wirk- 
lichkeit die  Anzahl  der  Freiheitsgrade  des  Körpers  K  (bzw.  die 
Zahl  der  darin  befindlichen  Elektronen)  und  der  des  Spiegels  nicht 
als  unendlich  verschieden  betrachtet  werden  dürfen  und  es  gerade 
fiicrauf  ankommt.  Ist  die  Anzahl  der  Elektronen  des  Spiegels  sehr 
gross,  so  wird  allerdings  der  Ansatz  Jeans-Lorentz  gültig  bleiben, 
aber  nur  für  Eigenschwingungen  des  Hohlraumes,  für  welche  die 
in  Wirklichkeit  vorliegende  Diskontinuität  des  Spiegels  sowie  die 
Endlichkeit  der  Elektronenzahl  und  der  Leitfähigkeit  noch  nicht 
in  Betracht  kommen,  also  für  lange  Wellen  oder  niedere  Tem- 
a.  32 
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peraturen.  Dies  isL  der  Grund,  warum  jener  Ansatz  für  solche 
Wellen,  und  nur  für  solche  Wellen,  richtig  ist.  Für  kürzere 
Wellen  ist  derselbe  dagegen  in  keiner  Weise  mit  der  Be- 
dins-uncr  der  retardierten  Potentiale  vereinbar,  erstellt  eine 
viel  zu  grosse  Mannigfaltigkeit  von  Lösungen  dar. 

Die  Bedingung  der  retardierten  Potentiale    in  die  statistische 
Betrachtung  aufzunehmen,    scheint  allerdings  schwierig,  und  es 
fragt  sich,  ob  sie  auch  genügt,  um  eine  spektrale  Verteilung  der 
Energie  von  dem  experimentell  gegebenen  Charakter  zu  bedingen. 
Es  ist  hierzu  vor  allem  niUig,  festzustellen,  wieviel  und  was  für  will- 
küidiche  Konstanten  die  allgemeine  Lösung  der  Bewegungsglei-         . 
chungen  eines  Systems  von  Elektronen  involviert,   wenn   für  die        j 
Kräfte   der  Ansatz   der   retardierten  Potentiale    gebraucht   wird. 
Denn  nur  auf  diese  willkürlichen  Elemente  darf  sich  die  statistische        J 
Betrachtung  erstrecken.  Bei  mechanischen  Problemen  vereinfacht        • 
sich  die  Frage  dadurch  sehr,  dass  durch  Angabe  der  Koordinaten  q        | 
und  der  Impulse/»  der  weitere  Verlauf  bestimmt  ist.    In  der  Elek-        t 
tronentheorie  ist  dem  anders,  und  es  liegt  vielleicht  hier  wiede-r 
ein  wunder  Punkt  derselben.    Schon  die  Gleicliungen  der  kräfte-       \ 
freien  Bewegung  des  starren  Elektrons  lassen,  wie  Herr  Herglotz  (  ' ) 
gezeigt  hat,  ausser  der  gleichförmigen  Translation  noch  unendlich        | 
viele  Lösungen  zu;  bei  sehr  kleiner  Geschwindigkeit  ist  die  all- 
gemeine Lösung  darstellbar  als  Summe  unendlich  vieler  Schwin-       ■ 
gungen,  mit  willkürlichen  Amplituden,  deren  Weilenlängen  samt-        "j 
lieh  weit  jenseits  des  bekannten  ultravioletten  Spektrums  liegen,        j 
nämlich  höchstens  von  der  Grössenordnung  des  Elektronendurch-        \ 
messers  sind,  und  keine  untere  Grenze  besitzen.  Da  die  Herglotz-        | 
sehe  Methode  (-)  auch  für  allgemeinere  Probleme  der  Elektronen- 
theorie anwendbar  bleibt  und  zu  ähnbchen  Inlegralgleichungea 
führt,  dürfte  auch  allgemein  ein  äimliches  Verhalten  der  Lösungen, 
zu  erwarten  sein.    Dasselbe  ist  nämlich  in  letzter  Instanz  dadurch 
bedingt,  dass  in  der  Elektronentheorie  die  Akzeleration  eines  Elek- 
trons bestimmt  wird  durch  gewisse  frühere  Lagen,  Geschwindig- 
keiten und  Akzelerationen  der  anderen  Elektronen  bzw.  Ladungs- 


(')  G.  Herglotz,  Gott.  Nachr.,   1903,    Heft  6;    1904,    Heft  6;  Math.  Ann., 
t.  LXV,  1908,  p.  87. 
(^)  Loc.  cit.,  1904. 
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Irieren,  bewirken  möchten,  wenn  auch  die  Formel  vielleicht  eine 
von  der  Jeanssclien  abweichende  Gestalt  hätte.  Aber  auch  ohne 
diese  Betrachtunj^-  muss  die  Existenz  z.  B.  der  kräftefreien  Eigen- 
schwingungen des  Elektrons,  die  sich  jeder  Losung  superponjeren 
lassen  und  nach  denen  sich  jede  Lösung  entwickehi  lässt,  die  also 
überall  auftreten  müssten,  als  experimentell  unwahrscheinlich  be- 
traclitet  werden.  Sollte  auch  eine  Strahlung  von  äusserst  kurzer 
Wellenlänge  unseren  Beobachlungsmethoden  unzugänglich  sein, 
so  miisste  sich  doch  ein  entsprechender  merkliclier  Energ'iedefekt 
zeigen,  der  nirgends  wahrgenommen  wurde. 

Man  darf  hieraus  vielleicht  schliessen,  dass,  ebenso  wie  wir 
schon  gezwungen  waren,  die  Mannigfaltigkeit  der  Lösungen 
der  Maxwellschen  Theorie  durch  die  Einführung  der  reiar^ 
dierten  Potentiale  ausserordentlich  herabzusetzen^  eine  neue 
derartige  Beschränkung  noch  nötig  ist,  um  die  Anzahl  der 
Bestimniungseleinente  [Konstanten)  der  Lösungen  auf  eine 
endliche  zu  reduzieren. 

Dass  unter  den  möglichen,  unendlich  vielen  Lösungen  stets  eine 
ausgezeichnet  ist,  wie  unter  den  Lösungen  der  partiellen  DiQ'erea- 
tialgieichungen  die  retardierten  Potentiale  ausgezeichnet  waren, 
lässt  sich  leicht  plausibel  machen.  Man  denke  sich,  es  wirke  die 
Gravitation  nicht  momentan,  sondern  nach  den  elektrodynamischen 
Gesetzen.  Um  alsdann  bei  gegebenen  Anfangs  werten  der  Koordi- 
naten und  Geschwindigkeiten  die  weitere  Bewegung  zu  berechnenj 
wird  man  zunäciistvon  der  Bewegung  nach  dem  klassischen  Gesetz 
als  erster  Approximation  ausgehen;  diese  L()sung  wird  man  dann 
in  die  (sehr  kleinen)  Zusalzglieder  einsetzen,  die  das  neue  Gesetz 
eingeführt  hat;  so  entstehen  neue  DilTerentialgleichungen  zweiter 
Ordnung,  die  man  mit  denselben  Anfangswerten  integriert  usw. 
Es  ergibt  sich  so  schliesslich  eine  Lösung,  in  welcher  jede  Koor- 
dinate X  eine  bestimmte  analytische  Funktion  der  Zeit  t  und  der 
Anfangswerle  Xoi,  x'„i  ist,  die  aber  allerdings  nur  in  einem  be- 
schränkten Bereich  dieser  Grössen  gilt.  Diese  L<)sung  kann  dann, 
sowohl  als  P\mktion  von  t  wie  als  Funktion  der  Anfangswerte  Xol), 
x'gi,  analytisch  fortgesetzt  werden  und  gibt  dann  für  jede  Zeit  imd 
für  beliebige  Anfangswerte  der  Koordinaten  und  Geschwindigkeiten 
eine  ganz  bestimmte,  nur  von  diesen  Daten  abhängige  Lösung- des 
Problems,  neben  welcher  allerdings  unendlich  viele  andere  Lö- 
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sungen  existieren,  für  welche  das  Verfahren  nie  gültig  ist,  und 
welche  höchst  merkwürdigen  Planetensystemen  entsprechen  wür- 
den. Für  den  Fall  des  kräftefreien  Elektrons  erhält  man  die  ein- 
fache Translation.  Ist  diese  Lösung  die  einzig  zulässige,  so  würde 
die  Anzahl  der  willkürlichen  Konstanten,  d,  h.  die  Mannii>- 
faltigkeit  der  Lösung,  nicht  grösser  sein  wie  in  der  Mechanik^ 
nämlich  gleich  der  doppelten  Anza/ä  der  Freiheitsgrade  der 
Elektronen. 

Dies  lässt  sich  etwa  bewirken,  indem  man  eine  Zusatzbedingung 
in  Form  eines  Minimalprinzips  einführt,  wobei  die  Variation 
zwar  fih-  alle  Lösungen  verschwinden,  ein  wirkliches  Minimum 
aber  nur  für  eine  ])estinnnte  Lcisung  eintreten  dürfte.  Ahnliches 
gilt  z.  B.  in  der  Theorie  der  Schwingungen  von  Saiten,  Membra- 
nen usw.  (^),  wo  für  sämtliche  Eigenschwingungen,  in  unendlicher 
Anzahl,  die  Variation  verschwindet,  das  Minimum  aber  nur  für 
den  Grundton  erreicht  wird.  Ebenso  könnte  man,  neben  den 
Bedingitngen  im  Unendlichen,  auch  Bedingungen  für  sehr  grosse  t 
einführen,  die  wieder  durch  die  Variationsrechnung  sich  ableiten 
Hessen. 

Die  vonLorentz  hervorgehobenen  prinzipiellen  Schwierigkeiten 
in  der  Theorie  der  schwarzen  Strahlung  führen  ans  also  nicht 
sowohl  darauf y  mit  Planck  ein  Energie-Zeit-Element  einzu- 
führen^ als  vielmehr  auf  die  Forderung.,  es  müsse  das  durch, 
die  sesenwärti sc  Elektronen  theorie  verletzte  Prinzip  der  Ein- 
deutigkeit  des  JYaturgeschehens  im  Sinne  der  klassischen 
Mechanik  durch  ein  Minimalprinzip  wieder  lier gestellt  werden, 
so  dass  eine  gewisse  endliche  Anzahl  Bestimmungsstücke  genüge, 
den  Verlauf  der  Bewegung  eines  Systems  von  Elektronen  für  alle 
Zeiten  zu  bestimmen. 

Damitwürde  der  letzte  Rest  dessen,  was  man  einst  Äther  nannte, 
aus  den  Naturgesetzen  verschwinden.  Sukzessive  hatte  die  Erfah- 
rung schon  genötigt,  ihm  Bewegung  und  andere  Eigenschaften  der 
Materie  abzusprechen;  aus  einem  mehr  oder  weniger  kompHzierten 
Mechanismus  war  er  der  selbst  unveränderhche  Träger  der  elektro- 
magnetischen Erscheinungen  geworden.    Auf  diesem  reduzierten 


(')  Vgl.  z.  B.  I^iemann-Wedeu,  Partielle  Differentialgleichungen,  l.  11,  p.284, 
Braunschweig,  1901. 
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Gebiete  liäLLe  seine  Existenz  sich  noch  immer  durch  Lcisuagen  der 
Gleich  LI  og-en,  die  von  der  Materie  bzw.  den  Elektronen  unabhängig 

wären  (der  Gleichung— — c-^.=  o   genügten),   zeigen   können. 

Die  Erfahrung  zwingt  uns,  diese  Lösungen  abzuweisen.  Dann 
aber  drücken  die  Gleichungen  der  Elektronenlheorie  nur  noch 
Beziehungen  zwischen  Raum  und  Zeit  ans,  die  Feldstärken  oder 
«  Zustände  des  Äthers  »  können  vollstär)dig  eliminiert  werden. 
Der  Atlier  sinkt  zur  Abstraktion  herab  :  er  ist  nur  noch  ein  abso- 
lutes Koordinatensystem  und  eine  mathematische  Konstruktion, 
welche  in  die  Formeln  unendlich  viele  Konstanten  einführt.  Die 
Erfahrung  scheint  ihm  weder  die  erste  noch  die  zweite  dieser 
Eigenschaften  lassen  zu  wollen  :  sie  verbannt  ihn  ganiz  aus  der 
Physik. 

Bei  dieser  Annahme  zerrinnt  uns  aber  in  INichts  eine  der  wesent- 
lichen Grundlagen  der  Maxwellschen  Beschreibung  der  Vorgänge 
durch  partielle  DifFerentialgleichungen,  denen  ja  nun  kein  physi- 
kalischer Sinn,  sondern  nunmehr  die  Bedeutung  einer  mathemati- 
schen Zwischenkonstruktion  zukommt,  welche  überdies  für  sich 
allein  ungenügend  ist.  Der  Glaube  an  ihre  unbedingte  Gültigkeit 
wird  dadurch  nicht  gefestigt,  um  so  mehr  als  sich  zeigen  lässt  ('), 
dass  die  experimentellen  Grundlagen  nach  gewissen  Seiten  hin 
vollständig  fehlen. 

(1)  W.  Ritz,  Loc.cit.;  OEuvres,  XIX,  p.  .',27;  XX,  p.  /li^;  XXI,  p.  /162. 
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(')  Phynikitt.  /ahIicIu'.^  t.  X,  ujwj.  p.  i8J). 
(»}  (Mmreg,  Will,  j..  /)m3. 
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Ansatz  darauf  hinaus,  dass  man  das  Feld  iu  (a?,  j',  :;,  t)  berechne 
ans  gewissen  früheren  Zusländen,  der  zweite  aus  späteren,  so  dass  j 
die  Wahl  zwischen  /,  und  /o  die  Art  der  Berechnung,  nicht  das  ■ 
Wesen  des  Vorgangs  berühre.  Diese  Ansicht  ist  durchaus  unhalt- 
bar. Wenn  auf  einem  Körper  A  zur  Zeit  t  ein  mit  Strahlung  ver-  ' 
bundener,  sehr  kurze  Zeit  dauernder  Vorgang  stattfindet^  so  wird  > 
auf  die  Elektronen  eines  in  grösserer  Entfernung  r  befindlichen 
Körpers  B  bei  der  Annahme  von  /,  ein  Imjnds  wirken  zur  Zeil       i 

L-\ — ;  bei  der  Annahme  von/o  ein  solcher  zur  Zeit  t (bevor       i 

der  V'üi^gang  auf  A  stattgefunden  liat!);  bei  Annahme  von /^  da- 
gegen ergeben  sich  für  B  zwei  lni[)ulse,  zu  den  /»eiten  t und       1 

t-\ Der  letztere  Vorgang  ist  also  wesentlich  verschieden  von 

den  ])eiden  andern,  und  auch  diese  sind  in  allgemeineren  Fällen 
durch  Umkehrung  des  Vorzeichens  der  Zeit  nicht  miteinander  zur 
Deckung  zu  bringen.  Um  eine  andere  Art  der  Berechnung  han- 
delt es  sich  hier  nicJit,  sondern  um  einen  ganz  anderen  Vorgang. 

Bei  einem  endlich  begrenzten  Räume,  meint  ferner  Herr  Ein- 
stein, könne  man  sowohl  die  Vorgänge  durch  _/*i  wie  durch /^  dar- 
stellen. Dem  ist  nicht  so.  Nach  bekannten  Sätzen  kommt  zu  dem 
über  die  elektrischen  Dichten  oder  Str()mungen  erstreckten  Inte- 
gral (/,  oder /o)  ein  Oberdächenintegral  hinzu,  welches  von  den- 
selben nicht  abhängt.  In  dieser  Form  kann  man  sowohl  frühere 
Zeiten  als  auch  spätere  Zeiten  zur  Berechnung  des  Feldes  heran- 
ziehen. Aber  die  Lorentzsche  Annahme  besteht  eben  darin,  dass 
bei  der  Anwendung  von/,  und  Voraussetzung  grosser  Räume  das 
Oberflächenintegral  wegfällt,  woraus  folgt,  dass  es  dann  bei  An- 
wendung von/o  bei  demselben  Vorgang  im  allgemeinen  }iicht  ver- 
schwindet. 

Aber  neben  diesen  Integralen/,,  f.,^  j\  bestehen  noch  eine  un- 
endliche Anzahl  anderer,  und  es  ist  ganz  unstatthaft,  zunächst 
überhaupt,  wie  Herr  Einstein  es  tut,  von  emittierten  und  absor- 
bierten Feldern  zu  reden.  Wäre  es  erst  gelungen,  aus  dieser 
Mannigfaltigkeit  von  Ltisungen  durch  irgendeine  neue  Annahme 
/,  /.2  und /s  als  allein  in  Betracht  koinmend  herauszuschälen,  so 
ist  es  nicht  mehr  schwer,  durch  Bedingungen  über  die  Richtung 
des  Strahlungsvektors  im  Unendlichen,  /,  als  einziges  Integral  zu 
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beslimiueii.  Es  lunidelt  sich  aber  hier  um  eine  viel  schwierigere 
Frage,  und  alles  was  Jnsher  zu  ihrer  I^üsung  beigebracht  wurde, 
muss  als  uuhaJU)ar  zuriickgewieseu  werden,  wie  ich  an  anderer 
Slelle  (')  eingeliend  erörlerl  habe. 

Herr  Einstein  wirft  ferner  der  mit  retardierten  Kräften  operie- 
renden Theorie  vor,  sie  knnne  den  Zustand  (Energie  und  Bewe- 
gungsgrösse)  eines  Systems  nur  unter  Hinzuziehung  früherer 
Zustände  des  Systems  l)eschreiben,  während  die  partiellen  Diff'e- 
rentialghiichungen  den  Momentanzustand  geben.  Abei"  die  Frage 
ist,  ob  dieser  iMomentanzustand  mit  den  Formeln  der  retardierten 
Potentiale  übereinstimmt  oder  nicht.  Im  ersteren  Falle  sagt  die 
eine  Darstellung  UiLsäcliUck  genau  dasselbe  aus  wie  die  andere, 
in  etwas  abweichender  Form  ;  im  zweiten  Fall  dagegen  ist  der  Vor- 
gang ein  solcher,  der  tatsäcIiUch  nie  beobachtet  wurde.  Ist  es 
gelungen,  die  Tutsache,  dass  eiue  L(')sung,  die  sich  nicht  aus  den 
retardierten  Potentialen  ableiten  lässt,  nie  l^eobachtet  wurde,  in 
voller  Ailgcmelniicit  vennitteist  annehmi)arer  Zusalzbypolhesen 
aus  d(ui  j)artiellen  Difl'ercntialgieichungen  streng  abzuleiten,  so 
wird  die  wSchwierigkeit  behoben  sein.  Bis  dahin  erblicke  ich  viel- 
mehr in  der  Tatsache,  dass  die  retardierten  Kräfte  die  einzig 
wahre/i.  Integrale  der  Gleichungen  sind  (gegen  den  kalten  Welt- 
raum), und  dass  in  grosser  Entfernung  infolgedessen  die  Energie 
stets  nach  aussen  hin  oder  wenigstens  nie  nach  innen  strömt,  die 
Wurzel  der  Irreversibilität  und  des  zweiten  Hauptsatzes.  Dass  man 
durch  Ersatz  des  Ihldes  «  Äther  »  durch  gewisse  energetische  Vor- 
stellungen die  besprochenen  und  manche  andere  Schwierigkeiten 
vermeiden  kann,  soll  an  dieser  Stelle  nicht  ausgeführt  werden. 

Ich  muss  daher  meinen  Schluss  aufrecht  erhalten,  dass,  solange 
man  zu  /,  noch  irgendein  willkürliches  Integral  der  Differential- 
gleichung 

c-    üf^  •' 

hinzufügen  darf,  •  notwendig  (auch  wenn  man  auf  beschränkte 
Räume  und  vollkommene  Spiegel  verzichtet)  eine  der  Erfahrung 
widersprechende  Strahkmgsformel  nach  der  Methode  Jeans-Lorentz 


(')  \V.  K[.Tz,  (Jimi-es,  XVIII,  i>.  i/i5. 
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sich  ergeben  wird  ;  dass  aber  bei  Voraussetzung  relardierler  Poten- 
tiale jene  Methode  deswegen  unzulässig  isL,  weil  sie  mit  einer  un- 
endlichen Anzahl  Eleltlronen  (und  einem  vollkommenen  Spiegel) 
operiert. 

Gotlingen,  Februar  1909. 


XXV. 
ZUM  gectEnwärtigen  stand 

DES   STRAIILUNGSPROBLEMS, 

Von  W.  ritz  und  A.  EINSTEIN. 


Physikalische  Zeilschrift,  lo.  Jahrgang,  N°  9,  Seile  323-324- 


Zur  Aufklärung  der  Meinungsverschiedenheiten,-  welche  in 
unsern  beiderseitigen  Publikationen  (')  zutage  getreten  sind,  be- 
merken wir  Folgendes. 

In  den  speziellen  Fällen,  in  denen  ein  elektromagnetischer  Vor- 
gang auf  einen  endlichen  Raum  beschränkt  bleibt^  ist  die  Dar- 
stellung des  Vorganges  sowohl  in  der  Form 

f=A=^j    -^ d-'  df  dz' 


als  auch  in  der  Form 

/  = 


A "LL  dx'  dy'  dz' 


und  in  andern  Formen  möglich. 

Während  Einstein  glaubt,  dass  man  sich  auf  diesen  Fall  be- 
schränken könne,  ohne  die  Allgemeinheit  der  Betrachtung  wesent- 


(i)  W.  Ritz,  OSuvres,  XVIII,  p.  498,  und  A.  Einstein,  Physikalische  Zeit- 
schrift, t.  X,  1909,  p.  185-193. 


5o8  OEUVRES    DE   WALTHER   RITZ. 

lieh  ZU  Lescliränken,  betrachtet  Ritz  diese  Bescliräiikung  als  eine 
prinzipiell  nicht  erlaubte.  Stellt  man  sich  auf  diesen  Standpunkt, 
so  nötigt  die  Erfahrung  dazu,  die  Darstellung  mit  Hilfe  der  retar- 
dierten Potentiale  als  die  einzig  mögliche  zu  helracliten,  falls  man 
der  Ansicht  zuneigt,  dass  die  Tatsache  der  Nichtumkehrbarkeit 
der  Strahlungsvorgänge  liereits  in  den  Grundgesetzen  ihren  Aus- 
druck zu  finden  habe.  Ritz  betrachlet  die  Einschränkung  auf  die 
Form  der  retardierten  Potentiale  als  eine  der  Wurzeln  des  zweiten 
Hauptsatzes,  während  Einstein  glaubt,  dass  die  Nichtumkehrbar- 
keit ausschliesslich  auf  Wahrscheinlichkeitsi>ründen  berulie. 


o'- 


Zürich,  April  1909. 


XXVI. 

DAS 

PRINZIP  DER  RELATIVITÄT  IN  DER  OPTIK. 

(ANTRITTSREDE  ZUR  HABILITATION.) 


Ein  Grundgesetz  der  Mechanik,  das  Prinzip  der  Relativität, 
hesagt,  dass  die  gleichfiiraiige  Translation  eines  mechanischen 
Systems  ohne  EinlUiss  bleibt  auf  die  Vorgänge  innerhalb  desselben. 
Gleiches  gilt  von  der  absohiten  Orientation  des  Systems  im  Räume: 
eine  beliebige  Drehung  der  Koordinatenachsen  ändert  die  Gestalt 
der  Gleichungen  der  Mechanik  nicht.  Beide  Aussagen  kann  man 
dahin  zusammenfassen,  dass  diese  Gleichungen  unverändert  blei- 
ben, vN'cnn  man  an  Stelle  der  Koordinaten  x,y,  z  neue  einfühlt 
durch  die  linearen  Beziehungen  : 

x'  =  aia?  -h  ßi_/  -i-  Yi^  -+-  Pji!, 
y'  =i%,^X-\-  ^2/'  + Y2-2  +  ^^^1 
z'  ~  asa^-h  ß.ij^-l- Y3- -+-  ^ii, 

worin  die  a,  ß,  y  die  Richtungskosinusse  sind,  die  den  sog.  Ortho- 
gonalitätsbedingungen  genügen  müssen,  während  V\,  Po,  Ps  die 
Komponenten  der  konstanten  Translationsgeschwindigkeit  des 
Systems  sind. 

Gleiches  gilt  natürlich  auch  für  alle  diejenigen  physikalischen 
Erscheinungen,  die  auf  mechanische  Vorgänge  innerhalb  der  Ma- 
terie sich  zurückführen  lassen,  wie  der  Schall,  die  Wärme  usw. 

Ganz  anders  ist  es  mit  den  optischen  und  den  mit  ihnen 
verknüpften  elektrodynamischen  Erscheinungen.  Zwei  Theorien 
haben  sich  bekanntlich  lange  Zeit  das  Gebiet  der  Optik  streitig 
gemacht.  Die  E niissionshypothese  und  die  Undulations-  oder 
Äthertlieorie.   Nach   dem    ersten  wird   die   Energie  von  einem 
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leuchtenden  Körper  nach  allen  Seiten  fortgeschleudert.  Nach  der 
zweiten  pflanzt  sie  sich  wellenartig  fort  in  dem  das  ganze  Weltall 
erfüllenden  Lichtäther.  Je  nachdem  wir  die  eine  oder  die  andere 
Theorie  zu  Grunde  legen^  werden  wir  für  den  Einfluss  einer  Trans- 
lationsbewegung der  Materie  ganz  andere  Resultate  erhalten. 

Betrachten  wir  zunächst  die  Emissionshypothese.  Die  Energie- 
teilchenwerden mit  einem  konstanten  stets  gleichen  Anfangsimpuls 
fortgeschleudert,  sie  bewegen  sich  geradlinig  fort,  bis  sie  einen 
neuen  Körper  trefi'en,  der  sie  dann  ablenkt.  Alle  diese  Vorgänge 
sind  rein  mechanische,  folglich  bleibt  auch  das  Relativitätsprinzip 
erfüllt.  Leuchtet  ein  Körper  kurz  auf,  so  werden  die  ausgesandten 
Lichtteilchen  zu  jeder  Zeit  die  Fläche  einer  Kugel  erfüllen,  die 
sich  gleichmässig  ausbreitet,  und  deren  Mittelpunkt  mit  dem  leuch- 
tenden Körper  zusammenfällt,  ob  derselbe  nun  in  Ruhe  oder  in 
gleichförmiger  Bewegung  begriffen  sei.  Die  optischen  Gesetze 
werden  also  nach  der  Emissionshypothese  durch  eine  gleichförmige 
Translation  der  Materie  nicht  beeinllusst. 

Anders  bei  den  Voraussetzungen  der  UnduLationsilieorie.  Ruht 
hier  der  Äther  und  auch  der  strahlende  Körper,  so  breitet  sich,  zwar 
das  Licht  auch  kugelförmig  aus,  und  der  Mittelpunkt  der  Kugel 
bleibt  im  leuchtenden  Körper.  Bewegt  sich  aber  dieser,  so  ist  das 
für  die  Ausbreitung  des  Lichtes  ganz  gleichgültig:  dieselbe  richtet 
sich  nur  nach  dem  Äther,  nicht  nach  der  Materie.  Eine  bestimmte 
Zeit  nach  dem  Aufleuchten  werden  wir  also  folgendes  Bild  haben; 


B' 


Die  Unduladonstheorie  fordert  also  einen  Einfluss  der  Trans- 
lation der  Materie  auf  die  optischen  Erscheinungen. 

Nun  aber  ist  bekannt,  dass  die  Emissionshypothese,  wenigstens 
in  der  Gestalt,  die  ihr  Newton  gegeben  hat,  sich  nicht  bewährt  hat, 
während  die  Undulationstheorie  sämtliche  Erscheinungen  befrie- 
digend darstellt.   Es  war  daher  zu  erwarten,  dass  die  Bewegung  der 
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u  llrinjiic!,  («iuca  lunlhiss  auf  die  oplisohen  \()rj^;iuf>f>  ha- 

Ai\  tmtl  <la-.s.  autli  wenn  mau  Lichl(|iu'llf'n  licmilzl,  die  an  I 

>.l.(h(.ti  il.T  l'j-flf  t«-iliu'luii(Mi.  die  Lh'^o.  dvv  licnij^unj^shilder,  I 

■|Vrru/>trrtfru  u^w.  wm  der  <  )ri('nlirrmi^'  des   \|)))arale.s 

«•    l'',rdl»ruf|4mj;:,    uImi   >fldicssli{'h   }j;*'^tMi   den   l''ixsUiru-- 

ahhanx»*u   wiitdf.     \llfrditi^s  zt'i-^l   die  Theorie  in  iln-cr 

sn'fSHti'u  (»(••»tult,   ilir  ihr  I.ort'utz  {;i'j,'td)t'u  hal,   dass  ticr  I 

»•in  M-hr  ;i«n'iu}4«n-  *.»mü  uiush  imd  ihuTh  die  suf^.  (ilie(UM> 

f^ftitmui:  liv^vlnm  U[,  d.  h.  (ili{!(U'r,  di((  (his  Vc«rhiilluis  i 

iuitidi|:krit ;  Litdit^cHtdiwindii^kril  /.tun  (^)tiu(h'uL('ullialliMi.  '  " 

n;^»dahr  «du  HuudrrtaullinuHltd.  ,  ' 

lUjrrik.miHrhrn  l*hv*ikrr  Mitdudsou  j^edauf^  v.s  ziicrsl,  (Jic  ' 

jjkfttru  «nufH  HU  friuru  \  ci'hutdu's  /.u  tilHU'windcn.    Das  i 

hriidt"  lli"»tthut  uai\  d,iSH  (h'r  e'r\varl<'l ('  l'ardUiss  ilv.v  ICrd-  '      't 

54  »i«  iü  \urhaudrn  uar.    Aud«'r«»  Ntusutdu»,  teils  upiische.)*  ,    , 

tri^rhrr  Naliif  h.dii'u  di«*H  Krf;(duus  be.sliiti^t,  so  (his.s  nuin  ' ''^,  ' 

/rnij^uiii;  ninuuul,  dann  aiudi  tue  oplihtdieu  Krscheinuugen  -  ; 

Mti^itat«*!»!!«/.!}!  |;«'iiu^iMi   nuil  thiss  die   Nalui-  in   diesem 

*Uiit'i  an  ihren  alli^tMueiuru  Prins'.ijdcn  hüll  als  die  IMiysiker  >< 

h.ül«'ii.  ''  i_  * 

jj«l  nun  suv  fid^cudes  /k'it'/nftft  ijeslelh  :  die  Kniissions-  ' !' 

s<^'  ^''ttu^l  i\vm  U«dMti\itiilHprinzi|i;  hcdl  sie  nixu*  sonst  aucii  '  /! 

lar  *«'»»,  ^«»  ntit«»H  %ie  tiefgri'ifenth*  Anderunj.;en  in  ihrcun  '     ',; 

'ilahii'».    Uif  f  ntinitiiionsiht'orit',  dit*  snnsi  hcdVit^digend 

mit  drni  {•nn/jj»  j^uiiarhit  utivert'inhar.    Vi'iv  die  (m^hcIzc  ' 

tttH  i».t  id»fti  utrht  nur  tl'n*  Matt'rie,  .Houdarn  vnr  uIUmu  (Uh" 

iH%|4tdif»id,  ilfH»»t*n   lIiHvt'gung  culeu*  llulu;  ndlwirkl.    Will  ;     j 

«•II  Kinfl««*^  iiusHrhidtfn,   »f»  ervveÜHiui  sich  üergi'tdfende.  ,    '  } 

IjfU  in  iJtt'n  llrgriirrn  Zidl,  llaiuu  und  IJewe'i'nug  nh  nol-  '.     | 

IH«"*!'»  Ii'lxlrrr'ii  \\  i*g  ist  Lnrt'nt/.  gt'gangeu,  fcnuu'  Hin-  * 

idürh  in  ui^-ii'tillirh    uTli»^flt;r    l''a.Hsunf^   Minkowski,  der 
Hnt^tdiiift  «tt»  jah  «?nlns>*fn  W(n'«h'U  ist.    lim  uns  zu  veran-  [ 

III«,  utdidif  Atidrruni^tui  i»n  Zctilhegrifle  niitig  nind,  wenn  ,    1 

Ut'liüniUil^imntii*  in  dif  linduhili{»i»HthRi>rift  einführen  '     ' 

tfu  wjr/ururk  mi  uristtn^r  Figur.    Wir  denken  uns  in  A  ;     ; 

sei  Uetthm'htcr  mit  stthr  vrdlkt»nim«ui^n  Uhren  ver.sehen.  '     ^ 

i    .  u  ia«»«»l  d«'r  t'f'ili*  t»iü  Liehlüignul  leuchten,  während 

le  Ira^telll,  xti  w»drhrr  7.inl  er  die.Hej*  Signal  wahrnimniL.  , 
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Nun  ist  zwar  bekanntlich  wohl  m(")glich,  an  verschiedenen  Punkten 
der  Erde  Uhren  herzustellen,  die  genau  Schritt  halten  mit  der  Um- 
drehung der  Erde  um  sich  selbst  und  somit  denselben  Gang  haben. 
Damit  sie  aber  auch  gleichzeitig  dieselbe  Stunde  angeben,  also 
synchron  gehen,  ist  es  notwendig,  die  Diü'erenz  der  geog^-ap bischen 
Länge  festzustellen.  Viel  genauer  erreicht  man  das  Ziel  durch  ein 
elektrisches  Signal,  welches,  von  dem  einen  Beobachter  abgegeben, 
sich  mit  Lichtgeschwindigkeit  zum  andern  fortpflanzt.  Wenn  aber 
die  Zeit  im  Punkte  ß  durch  dieses  Mittel  festgestellt  ist,  so  ist  es 
nicht  mehr  mögHch,  die  Liclitgescbwindigkeit  in  der  besprochenen 
Weise  zu  messen;  je  nach  der  Bewegung  des  Systems  wird  der  Be- 
obachter B  einfach  seine  Uhr  anders  stellen,  und  um  den  Einftuss 
der  Bewegung  wahrzunehmen,  muss  der  Beobachter  über  andere 
Mittel  verfügen,  um  die  Gh'icIizeitigJccit  in  verschiedenen  Orten 
festzustellen.  Durch  geeignete  Hypothesen  haben  wir  ihm  mm 
diese  Mittel  zu  entziehen. 

Dazu  ist  zunächst  erforderlich,  dass  alle  Kräfte,  auch  die  Gravi- 
tationskraft, sich  nach  demselben  Gesetz  ausbreiten  wie  das  Licht; 
so  wird  eine  Kontrolle  eines  Signals  durch  ein  anderartiges  un- 
möglich. Nun  könnte  aber  der  Beobachter  B  sich  nach  A  mit  seiner 
Uhr  begeben,  den  Gang  seiner  Uhr  und  ihren  Synchronismus  mit 
der  Normaluhr  A  vergleichen,  sieb  nach  B  zurückbegeben  und 
nun  den  Versuch  ausführen.  Jetzt  wird  sich  die  Absolutbewegung 
geltend  machen,  wenn  nicht  der  Gang  einer  Uhr  in  einem  bewegten 
System  so  von  der  Bewegung  abhängt,  dass  der  Synchronismus 
durch  das  Forttragen  der  Uhr  gerade  um  den  geeigneten  Betrag 
sich  ändert  und  dass  beim  Rücktragen  der  Uhr  in  umgekehrtem 
Richtung  bis  A  hier  der  Synchronismus  wieder  hergestellt  ist.  Der 
Gang  der  Uhren,  durch  die  wir  die  Zeit  in  beliebigen  Orten  defi- 
nieren, vermittelst  der  Normaluhr  A,  hängt  also  von  der  Geschwin- 
digkeit des  Systems  AB  ab.  Die  so  definierte  Zeit  ist  naiilrlich 
ein  durchaus  relativer  Begriff'.  Zwei  Ereignisse  an  verschie- 
denen Orten  können  nicht  mehr  schlechthin  als  gleichzeitig  be- 
zeichnet werden,  das  hat  gar  keinen  Sinn  mehr.  Sind  sie  gleich- 
zeitig für  einen  Beobachter,  so  sind  sie  es  im  allgemeinen  nicht 
für  einen  zweiten,  der  sich  relativ  zum  ersten  bewegt.  Zwei  Zei- 
ten, die  für  den  ersten  gleich  sind,  sind  es  nicht  für  den  zweiten. 
Und  da  die  Geschwindigkeiten  die  Quotienten  von  Verschiebungen 
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(lurnli  Zelten  siiitl,  werden  auch  die  Axiome  de/-  Kinematik  hin- 
riillif,',  (las  (jtcsr/z  des  Paiutllcloij^raDims  der  Geschwindigkeiten 
Nsird  nngiilli^'.  Wenn  ein  Körnchen  lladium  nach  zwei  entgegen- 
{;('sel/.len  Hichlungen  IClekironcn  \o\\  afiooGo'""  Geschwindigkeit 
aiisseiuhul,  ist  die  rclalivc;  Geschwindigkeil  dieser  FJcktronen 
iiichl  (Uufat'K  Tioodoc)''"",  sonch-rn  ergibt  si(di  aus  einer  koin[)lizier- 
Uni  Fcirnud  gleich  *.>.()tu)on'"" :  die  llehüivgeschwiiidigkeiL  bleibt 
kleiner  als  die  Lichlgesehwindigkeil,  wenn  die  absoluten  Geschwin- 
digkeiten (!S  waren. 

Die  Physik  operiert  slels  mit  dem  Grenzbegriff  des  Slawen.  Kör- 
fn'f's,  Min  .solcher  Nvürde  jede  lunwirkung  instantan  weitergeben. 
I  )a.s  darf  uicdü  sein.  Dieser  Greuzhegriir  wird  also  als  solcher 
unzulässig. 

Doch  auch  die  Mctssc  wird  zu  eiueni  gauz  rehuiven  Begriil".  Sie 
luingl  \(iu  der  ( »i'schv\indigkeil  ab,  aber  niehl  von  der  Absolul- 
geseliwindigkeil,  wie  in  IVüheren 'l'heorien,  sondern  von  der  rela- 
liven  Geschwindigkeil  in  bezug  auf  den  lieobachler.  Zwei  ver- 
schieden bewegte  Ihiobachter  wcu'den  also  demsciben  Körper  zur 
selben  Zeit. mit  i^^IcieJicnt  Htwhl  verschiedene  Massen,  zuschreiben. 
Macht  man  nllc  dittse  Voraussetzungen,  so  ist  es  nun  wirklich 
einttm  Beobacdüer  uniuclglich  geworden,  eine  gleiehfcirmige  Trans- 
lation seines  Systems  ohne  Zuhilfenahme  fremder  Sj'sleme  fesL- 
zuhtellen  :  das  I>rinzi[)  der  Ilelalivitiit  ist  erfüllt.  Vor  einigen  Jahr- 
xühnten  würden  allerdings  solche  Ronse(iuenzeu  eine  Theorie  als 
unaiinelurd)ar  von  vorne  luirein  ausgeschlossen  haben.  A.ber  heute, 
sind  die  Maxwellschen  (ih-iebungen  der  l^ilektrizitätslehrc  und 
Ojitlk  so  sehr  y.u  Aicitunen  gc^worden,  dass  man  ihnen  ziemlich 
unbedeuklich  fast  alle  amiern  Axionu!  der  Physik  zu  opfern  bereit 
Ihl.  Merlavdrdiges  Schicksal  einer  Theorie,  von  welcher  zu 
Lübxelleu  ihres  Entdeckers  fast  niemand  etwas  wissen  wollte. 

Die  von  iMu.stein  und  Lorentz  gemachten  Hypothesen  lassen 
sieb  dahin  zusammenfassen,  dass  bei  eiu(!r  gewissen  linearen  Sub- 
.Htilutiou  der  Koordinaten  und  der  Zeit  die  Gleichungen  deriNaiur- 
erschelnuiigen  ungeändert  bleiben  : 

z' .-  r<ai  »f  " +'  «3s  /  "+■  «33  -3  -i~  an  i, 
t'  -  f<;i  j'  -f  ««/   *-  «Kl ^  -t-  au  /} 
u  33 
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diese    Siibi^titutionsgleicliung-on   eiiLhallen   ()    unabhängii>-e    Para- 
meter. 

Der  Unterschied,  gegen  früher  besteht  darin,  dass  auch  t  der 
Transformation  unterworfen  wird.  Das  eigentliche  Wesen  dieser 
Transformation  hat  erst  iVlinkowski  erkannt.  Es  wurde  schon  be- 
tont, dass  in  der  gewöhnlichen  Vorstellung  die  Naturvorgänge 
nicht  davon  abhängen,  wie  die  wirkenden  Körper  in  ihrer  Gesamt- 
heit gegen  den  Raum  orientiert  sind,  sondern  nur  davon,  wie  sie. 
gegeneinander  liegen.  Nelken  den  drei  Raumkoordinaten  führt 
nun  Minkowski  als  vierte  die  in  geeigneter  Einheit  gemessene  ima- 
ginäre Zeit  ein.  Die  friUier  gemachte n  Hypothesen  besagen  nun 
einfach,  dass  in  diesem  neuen,  vierdimensionalen  Raum  betrachtet, 
die  Naturvorgänge  von  der  absoluten  Orientation  unabhängig  sind. 
Diese  A-ussage  ist  natürUch  wesentlich  befriedigender  als  die 
Lorentz-Einsteinschen  Hypothesen,  di,e  ihrerseits  den  Vorzug 
haben,  den  EInlluss  auf  unsere  gewolinten  Bcgrine  augenschein- 
licher zu  machen.  Sie  erleichtert  die  malhentaLische  Behandlung 
spezieller  Probleme  sehr,  ich  muss  mir  aber  versagen,  auf  den 
weiteren  Aufbau  dieser  Theorie  hier  einzugelien. 
.  Wie  verhalten  sich  nun  die  Dinge,  wenn  wir  an  der  klassischen 
Form  des  Relativitätsprinzips  festhalten,  und  an  der  Universalität 
der  Zeit  und  dementsprechend  die  Emissionshypothese  so  umzu- 
gestalten suchen,  dass  sie  die  optischen  Gesetze  richtig  darstellt, 
ohne  ihre  Vorzüge  zu  verlieren,  die  ja  in  der  geometrischen  Optik 
bekannt  sind  ? 

Ein  solches  Unternehmen  könnte  zunächst  als  aussichtslos  gel- 
ten, nachdem  die  Difierentialgleichungen  der  Optik  sich  so  glän- 
zend bewährt  haben.  Es  war  der  Elektroneiitheorie  von  Lorentz 
vorbehalten,  uns  hier  eine  tiefere  Einsicht  zu  eröfliien,  Lorentz 
zeigte,  dass  man  die  partiellen  Differentialgleichungen  seiner  elek- 
trodynamischen und  optischen  Theorie  auch  ersetzen  kann  durch 
gewisse  Kräfte,  die  zwischen  den  Elektronen  der  Lichtquelle,  denen 
des  optischen  Apparates,  endlich  denen  der  Retina  wirksam  sind. 
Diese  Kräfte  sind  der  Gravitationskraft  nicht  unähnhch,  unter- 
scheiden sich  aber  von  ihr  zunächst  dadurch,  dass  sie  nicht  nur  von 
der  Lage,  sondern  auch  von  den  Geschwindigkeiten  und  Akzelera- 
tionen der  Teilchen  abhängen.  Diese  Verallgcnjeinening  hatte 
schon  W.  Weber  in  seinem  berühmten  Grundgesetz  der  Elektro- 


\\\t         m-.  i'ii}\/ii'  Hill  ii».tut\i(vr  IV  in-:ri  oi-ith.  'itS 

ii\ij.iiu«k  \Mt  ^.-a.'sjiiiu'i»,  /«riiriu.  i',!  hu' ilif  \\  ii'kuuj^  c'iücs  Mlck- 
li..t»''-    V    4«i  rm  -uolrr»-».  }!  im    \ti;jrnlilirk  t  lüflil,   wie  ht'i  dtMu 

<ir.iul4iü»»»^i;t-^.i/,  .l.'s  j:''i;«*!itt.»rti^r /.ti^i.iiul  \cm  A  lUiiHsj-cheml, 
•.HUtlt-r»  »Irr  /.u<!.iu»i  /u  rtHt-r  titilirrni  /fii  /,,  »lii<  Mjwcii  ?.un'ick~ 
!ir;:l,  »l.i'.'»  nur  ■4Mit  \  IUI  \}i»mfiil  /,  .UHs^fhi-juii;'  NN't'lIc  H  gerade 
iiti  M"äHriit  i  isillf . 

M»rr  |;r«»r|/l  /iis»>«»  Is*.! .  4!!«'  {  <r-.rl5U  j(itli^kt*il«*u  ^ail•ll  UlKUullich 
kiriii,  •*«•  k».iiM.-n«n  «•!««•»•...  -jil  «.Uitt  \uii  riurr  »»tc:!)  rt)l1|il1aU/',('iul('ll 
|»jjrr;'trttflif'  % m»  r«»»T  inrlyr%iiiiru*lri1t'f!  MatTi^ie  ■s.prrclH'n  ;  dan 
t»f.ii#.  »b-r  \y  »lirrsHiii.:  r«.|  »i.ii,<*rll«f  in  bridrii  Isillt'u,  .Hulai)|4t'  die 
Matrrir  it»  ht^^.u,:  aüI  »ins  \j|ir'i  ruht,  llfu-».,  da-i  Bild,  \\tdclH'>  wir 
»Im  ISuij,'»'!»  «mii'j »«  !url,.-u,  Int  >»u  li  ;^r*mdi*n.  Statt  eiiir  in  Zeil 
IUI«!  ILstHii  |«s-ma|f»rlp-  \  «'rlriitiH;,'  rtnr--»  l.irlitveklnrs  /u  <iritiide' 
in  lr,;rn,  %\r%,h'H  rtis  ^Mjj.frr  |l«'tr.8*ltlni>j4  rUUT  elii'U'»!!  jierindiMch 
%»'rl«-i!irn  fMjrsj,-ir  .»«i-»-i'lirji.  ..I.i  drr  {  j»j'<>ttHid,  das«.,  uie  die  N'cr- 
>*iitrhr  !il»rr  »!rs»  1 4» iif«li tirk  d*'ti;cu,  dfr  •'-traldrtidfu  l'aier|;ie  eine 
llrttr,.:iiitj;'>irj^.<"n-  /ikIm»«»««»»!.  « !»•  «'»tirtll  Keue^lt'll  KurjHT,  liinnt  ilie 
Z«rrk«H. «'»'«ii-ifil  *i«-r  \  firilrlliijijj  trlmu  dt'Ullieh  ZU 'l'iii^e  treten. 
t'.mr  K-iitMiir ,  »ist-  a\>j,;,rh  ni'tt  %%  »f  «|,  »«rlialt  rtlt«'»  II«H'k»i(ddafi  :  el»ens(» 
rill  K>«ii|s«i.  »irr  rijjrij  }  .«rr-ir%lr'.ilil  ati^»«»«'!!«!!'!.  l  nd  r^  ist  dnell 
H»»!i|  rtsilrmiilrudrr,  % «»«  «Irr  |irttri^uilK'»|,'rM'»«»r  /.ij  Hureeliell,  s\eim 
-»s«!!  dir  l'',iir  !'.;;■»••  «Jikltfii  l»rttrjjl  *d*  wr«n,  wlv  «•«*  tue  I.oretilj^.!icdu« 
l'hrtirir  udl,  r%  %H'h  »siii  rittr«  \  nfg^iig  hiitideU,  lifi  «l«'tn  ilvv  Alher 
Itl  lliilsr   |ä|«'ti*l  »l»»«l  i,'.!!   krtttr  rrjfr  HrHi'iJllflK  vtjrlmndeji  i«»l. 

Str  '«»»ln-i»  .ih«»:  l«ri  iitäriiiilirli  ktrisifis  <  tr-ifhiiviltdi^keiteri  k«HJl 
tUit  lliid  ■'  \ll»ri  -  ilmth  iUt*  llil«!  -  Killt-*«»!««!!  »  i"i'*i't/.t  ^serdeu, 
ttriK«  %\ti  um  ä»8  ,\Mi«lriirk  ifr-r  KriiSir  durrh  dtt*  Lage,  ( le^ieliu  in- 
•  lli^krilrli  «j%w  .  ♦s.|i'*l  lilrijN  .«««irrit.  Ahrf  «nrji  i\lf%  ist  tlirlll  fitl- 
md  it«4i|i,  \f.iti  k:4ti«  «lir  .«|i»niiilrit  t if<»rh« tfidigkeilrrt,  dii»  in  cittr 
l4»rr«y«J»rii  Ttintirl  f«r  dt«'  Kf»«flr  ««flrrtf«,  und  lUv  in  d«r 
Ksj»i'v»j««n%ll»r.»itr  liritjrit  "^mtt  lisiiir«,  aiif  viTHidiictfene  WainttH 
ilisrri»   »»'iiilur  I  »r^rlnusidiukril  vrm-liffi. 

tm'hi'U  %i.ti  mm  -Uli  di-w  F«Ii  Arii-.-j»!*'/*  Ktirpt'f  ulier,  ».(»  wirci 
*irli  /-«i»r  «Irr  I  itlriM'liinl  *irr  f.rt«lr?n  l»r*»«tli«»  ftir  die  hiehlfiuH- 
l»rrtiii«g  •^«'lirtid  iumhrn,  iw'i  riiii'r  uteirtifdirniigfU  Triinsbtiön 
.iliiT  /.ii  liimsirii  «i»«r  Mfn»'»'»i»«fi%ilir«srir,  tti'il  d.i<t  lltdMtivilalHprins8i|i 
rrltsüi  1*1.  I'Vriiri  f»l  I«'k4iiiil,  Mirriiilarh  «üe  Kniit!»i<jn«il»j(>utln;«e 
dir  Al*rtr,tlt"n  rtVUti:  ilirf  f;lM'rl*'g;ridii*tl  nhfr  dif  rn«iul»ü«nH- 


thmn'ir    %n   «|!r<*rr    t  Is«"»*!»!    i*-«i    Ksi*  tti»v»li     .»»v-.ii  u.  ils.  li    lirr%Mt  |»t.,„ 

Htm;:«'»  «rj^l  ttsikb«!*.  4-.i<«%  ituH.Irr  |'.il',*lj8»isi-  *..li'ii48i4i.^,  i;rM8,gpn 
ktinti. 

ilrr  |,«»rrnl#  ■lMtv*t«*s«i'»«i»«*t»  l'i»»  «>«».«'  I»ririlii,  %m  i.  Iiriui  «•■%  «tit .  «1.1%^ 
sti*!«  «Im  \  «trtrii  i'iir  4ir  ##i«««iii{r  ?i?ii,--»  fi  ih-nir$ri  iiir|»i  jti 
ttrrilig  4lfl<if-|iii*gr|i  klmi  l'--*  %%u%.%  m4t.t  n  *«  iirt=<-!ripi .  »Li»-?  Itri  ||««« 
llMlt»ll»ll|4  srS*'M»i  rmr-»  |'t»»i»ir|«,  -sp  1$  vlflt  .lär'tri  W  isfr r -i j«ri|r|» 
■#.ttl«»rlirti  ««»ffn  \  !»r»lrii8|l»^r!i  Mttil  'i«-«  t  «r  irlä-rsi  sIrs  firsin»  ksiW» 
lUiiJtk  yr'llrJt»!  Jli.j*  i»f. 

l"'rrHrr  «iMrIilr  t«ij  mir  j-|i.%».rär  .\t  mm-  I*  !'*•  «fi  'i*S  Hr  u  l»i  rii.|it||^» 
»It-r  \'«»r|:«MSgr  Iirr%«»il»r|»rf»  llrli  j»  lilr«  »ist  «sirs  .Js-i»  läf.«!  s«ig  |»r- 
ttri^lr  l(lt*kir««lirtl  .  M.i»  Is  slriis  4il«'fi  ll»-i.|t|-»  «1  .«s  5|«  «ii#*|*  »..4l!r  *!rjj 
fur  «l»r  Kr*til,  «llf  «i^i  rMsr  i«m!  sii?»  481-irir  .mi-.%ihA.  r  m  |  »r-s'll  lirk 
t'rgrl»«'iJ,  «irr  «tir  %»»8l  »1»'«  r#'iay*rtt  1.4.;«-  un--l  I  »r  »ä  ii«  ssi^Hiiril  -jlr» 
tirtflljl,  Uli«!  r%  »"kl  Im»  nur  t  si^,|r|t  iiirrsl  «Mit  \%i%%>  iiH>i  ll»"-i*  liM  ii4f 
kft«  ItJillpi  %«irli4!p|ri|.  Ilriti  «1  -»ii*!«'»  •«  »i*  »Ir«  l  .■.•.5r!iii»%r  Ijrii 
l'*|rklr»»sill»il»lll*     tlir»    i«ilMj;«"|s  '«iir  kt  .il'ir    4!..   m«  |*l  -mmi  4r|    ||ri.i!ll' 

|^r»»rli«y»«lf|;iir«l,  ^«««»irrM  *i»s»  »iri  I  tr-'ss- l8»iii»linlir»i  ssi  i#r«iig  »iiil 
ih'U  Vilirr;  r%  rruilil  -»t«  li  Stll  ..*iig»*iMr»«rii  riiir  I  ii^'Is-h  lilinl  1«« 
\rti»i  tIMil  Ii»"rtrl9is  4»lrli  t»ri  jiirsi  l»!'«»!-««!!!'«  ilr»irg8ii$,,g .  1  lsr%  Iij||p 
/,lir  F«4|^r.  tll**  rm  i^rijrii  »iii-  II»*  ||lMii|j  *|rf  l^i  ,ii»«-ii'*  r  g»|i$g  »rlir^g 
»ill|jrli«»ij|4lrt  fi»*niis'M%tth*s'  in  j^r|4»iriirM#  /ii%l,4ii»ir  mir  .»ipirrr 
litHirpiili^^^riJss«-  li.jür  ,«i'»  I««  i$ii||i-i-j?i««ti»'Si  ,  i«'»  «irr  |-'.Mll(i«lif«g 
t»»ll»i%|r  rr  rilirl» /li*>/i«it|»iili  riii4ltrri»^  |  tri  Irl**»!«  s»l  ir«M  1  t«»li- 
Uit%  iiiiii  ,\'n|«lr  rfii%,|4'r!«l$«l  t%««r4rfi  4»'t  |lir|inii|äiil%  r%t*ltrri  Ml»lll, 
HU«!   <*i«»||tl    iilirl«  ttit  lll    ihr    ili»*i  MiMirltir    4rt    Kl^fir,    «Irr    |Iil$    lirr'' 

%t«ri»riitu«'ii  %«t|li»*ii,  Ihr  I.«iitrMi#  *ImiisI«-s«»«  lir  |lrii*iiiiijil»ll*«'««ri*' 
llt'bl  »Sil»  liirlil  r|4%.»  «|»r  I  la^i^iMMiritir  »h't  «» .»1«  iisii,'iiH  iifii  l'uefiiiri 
»tj|,  %%v  k«sM»|»r«s}r»|  %ji'  »ittfrli  «liflrir  I  liiütMiiiirSi  sr «  4*-|  %|t»!r|,i|» 
l«irkr»iflr  »ifi«i  •»rbrsitl»4rr  IlM«ri»'ä«MS»*.iW'irf «»lü'rsi  «I»-|  i%«i|*rr„  IIjI*» 
w||»r  liiH«!  »!.8ri»  '»*|»«»H  |.r»  «irt  \M"5|»rril««s,'  ^i^'ä  l.plils-t  i|»r  |'.ri»l*- 
r«lll|J  rrl«»r«lrtir,  iflii»'*  11}  riiiräs«  l.rtir^^irw  H%  »irtts  kIi«-  \M%i«trf|iiisU 
ilv*  ldrhlv%  %%mm**lt'^*>h  %*»t  »«  li  4,'«"ii«-,  »ir  lli  rsjir««  iiiiisr»  «-glrH, 
»rtltrnitl  «Isl«  ^rttHlilllN  iir  l»r%ri#  ä|i-|  I.«  Iil*|il^l«rril».j||i,,  r!S«r  |  li*- 
*Vlltmrlrir  *«,*rl«lftj;t  .  I»ir  Ef«lt%lM||»iif  |«»llirir  i»r|.i  liitii  «lir  t)i»- 
»Vftl!lirlr$ri|r%Ciriiiii|^,r*rl«f*»rii«f^r|»  inii',  «jlirrtoil  4ir  Imii»!*»!«**  i»t' 


•il8^--»ir  \..!^M^  fSiiariii  4rr  l'jm>»>%j«it'»t.hrnrir  aus  dfir 
{#,  »lär  #»»  .*.  ,«i,»|{«««»l*  <il>  4uf  rlrkli'Hriii*  Rruft««  ztiriick- 
si4*rtj«  !«  äirt  Wrs«-,  il4%*i  siriliff  »r.i\tt«tJnuHkcmHftinte 
■s  i-irl»iii'»«iirti  1113*1  mi4f'kul4i,ifi\  kontiiuirn  iihltnlcl. 
iniiiniiis»-».*«  sr  »iriii  %it:li  l»rk4iy»l!irh  jjnlrH  \tt»m  v(H*  als 
;4i$»  |«.»'»!ii>*-ti  tstiJ  i»f^.iii%r»8  !.»i»lun|f»n,  d«»i*«*!i  Summe 
,  \Ul  «itr-s«'!  \  Mrilrilutsg  iii.iillrn  #.,ttdr  "»flu»»  '/.tilhun'  utul 
1.S8S  Iti,  'li*-  *  ti  i%HAit*m  in  riklarni,  uitlrm  »»it«  luuuihmeu, 

ä|^  «18«  r-issr«  gruMi^rii  ilrw«  lilrif  iihrfsilrigt*.  UlTMt'Uie 
-■5  4Si'>-'«-i-..Mlriitl»s  li^trm^.  «stmlirli  t'tH*M{t*r  lu  ''^"'''rt'il. 
I  Irtü  Isl  rtuiii'^r'hrm,  «Ij!»'!.  «Itr*  sin!"  rjll  mulrftH'  \uui\n\vk 
rii  1  .«!•!.»*  isr  si  ä»!  «Iir  I  »i  4%  lilt$l»«»lt*k«»||%liHSlt'  Ist  tlU'lll 
inllrjs    .«'.1^   .4iä«lrti«       \«s|rt%  I»»  »Irr  l''ttli%%t«IIHh V(H»tlu'»»t». 

.•isiijiii,.;»-t»   4r%    l/^i^*'«riii«i«i   filHisIrrtt   ««iiilH'h  ^    tlasH 

ri  i  4.l«!ii|;rii  1»«  I*  «1  |lp%%r|;»tsi|;  l«ri$ll«lrli.  Nftuuftl  wir 
Mi  ri|«rs  i«ril!SMJii!rM  \  ««r»iriltlll|?  |.U  listi  «l  hllbfU,  da»}» 
l*..-!.!«*-«  |.-.i4sitsi;rM  «tll  %rlil  grir^^rt  lli'srljnUHligkt^ll 
tt>l  *h'-  Ufr.h-ni-u4t$,kril  ■»«'!  «iir«-||»r  Inf  *tll»'.  '/aM'I  S<» 
!r    ||.»Mi*-  »%.<«'i4rii  t%%-4f  kri«««  jrtiilsirrriulr  «'lektra-^lali" 

u  *%is  n  «I«  Wtiklirlikrsi  s«»iMrr  iiitt  K»»r|»rrn  tu  Ulli,  tili! 

•■     \ä»r.iiil    %i.«sip-    ciillt4iirti.    mal    tli«   ll«»t.at«ii'*«irUMm 

'8«lr«     Im  *lrt   |.«fr«i*wlir«  "rii««!'«*  rr^iUl  ^i»*li  Mull; 

%ilk«ii,,;    rii.ri    rlri|ii%risr«   >^rall   auf  rittf  t.rtduJtg   Ul 
:    i.„,    ,iii.^i    llrar,,««^'    t««*!  Iir|«l   %irl»    Itll*  «Itf   (»»»^ÜlVfH 

rii  11»  ll.iir I  l»r i  *n.     I »»r  Wiiitiiiu  ritipr  mttß!tii*im-h(tfi 

„4  .Iirl,i   .ist  \  »r*ris  liris  ifi»i  «Irr  l»r%rli»iti«ligkt»il  um. 
-,rlrtr   |l.4ali.««-,.    lirl.rM    »tri«  «klirf  0tÜ'  Itt   ihwi'  Wir- 
1,1  kr *"•'>•   s<- •>«fläi»'S'ri»älr   Ki«ll- 
li,,«    ,|.r    \%r|iri«l»r     |  br»|  sr-    ImII»*    ilir'»«ll.ini    i'lfklru- 

,^<.|..if.-n   ai.   4rm    \»8».l»pl»  4rr  K.r,iri  artrgrHtfllt,  und 
•IM«,::   ..|..-t    -,«rw  i,r,,|.«,ii4ii,4ra  kriiri   hitT  tlir   Kraft 


5l«  OEUVRES    ÜE    WAUTUKll   lUTZ. 

nicht  einfach  um.  Es  fragt  sich  also,  oh  wir  in  dem  allgemeinen 
Ausdruck  der  Kraft,  die  zwei  Elektronen  auf  einander  ausüben, 
iai  der  Emissionstheorie  nicht  solche  Glieder  einfüliren  können, 
ohne  mit  der  Erfahrung  in  Konflikt  zu  kommen,  die  von  derRelativ- 
geschvvindigkeit  abhängen  und  hei  der  Mittelvverthildung  nicht 
Null  ergeben.  Dem  ist  wirklich  zo,  z.  B.  sind  Glieder  möglich, 
die  der  Relalivgeschwindigkeit  zur  vierten  Potenz  direkt  propor- 
tional sind,  dem  Quadrat  der  Entfernung  umgekehrt;  und  die 
Kraft  liegt  in  der  Verbindungslinie.  Der  Mittelwert  ist  von  Null 
verschieden;  da  diese  Glieder  vierter  Ordnung  sind,  ergeben  sie, 
wie  es  ja  sein  muss,  eine  verhältnismässig  ausserordentlich  kleine 
Kraft.  Der  Koeffizient  hängt  ab  von  der  Anzahl  rotierender  La- 
dungen und  den  Quadraten  dieser  universell  gedachten  Rotations- 
geschwindigkeiteo.  Es  genügt,  in  jedem  Atom  die  Anzahl  der 
rotierenden  Ladungen  proportional  der  Masse  anzunehmen,  um 
das  Gravitationsgesetz  zu  erhalten  und  den  Wert  der  Gravilations- 
konstante,  ausgedrückt  durch  elektrische  und  molekulare  Koa- 
s  tauten. 

Damit  wäre  die  Gravitationsenergie  auf  elektrische  Energie 
zurückgeführt;  gleiches  gilt  schon  von  der  kinetischen  (durch  den 
ßegrifi  der  elektromagnetischen  Masse)  und  den  andern  Energie- 
formen. So  eröifnet  sich  uns  die  Hoffnung^  dass  die  Naturvorgänge 
dem  Postulat  der  Einheit  der  Energie  genügen,  ein  Postulat,  das 
in  der  wohl  zu  speziellen  Form,,  dass  alle  Energie  kinetische  sein 
müsse,  von  Lord  Kelvin,  Heinr,  LIertz  und  andern  aufgestellt 
worden  ist.  Gleichzeitig  dürfen  wir  erwarten,  dass  die  Verteiluug 
und  Bewegung  der  Energie  im  Räume  bei  der  Beschreibung  der 
Naturvorgänge  ein  besonders  einfaches  Element  sein  wird. 


WVIL 

FATUMTS  DK  I.KTTllKS 

UOTATlüN   WV   PLAN   DK  l'OI-AUISATION, 

l.AIl!5<mi'Tl()N, 


l,KS  SFKCTHKS  KN  SKHIKS. 


irtift*  «t*«  dttl^r  tt  A.  Cttittnt. 

«fr  lii  inlalmii  «Ir  la  tttmifi'r  d«it«*  i«*s  IJtjuJtlt'S  uTtuU  uitmlro 
tju'rllr*  r»ntlyi»rti{  tuiiJrs  ,i  ilrs  «JiHV'mu'fs  cnlve  Jff  dciix  iudicrs 
il'rth^tjrpjnnt«  dr  iti#«m*  »»rdn*  tjuVitlrr  l«'n  irulicfi»  «Itt  rf'frtu'lioiüi, 
'rSpaV*,'  t'i'nv-a-itlitr  |Jiirf«tilfiitrtil  tiiiiliwrvaljh's  ?  Si  jf  m*  mt*  Iroinpe 
l»r«itruujt  I  i«*  n'«ii  iia*»  rrjin*  rt"*  rwlrüls),  h*  srul  fall  (jiit*  vnus 
üvw  «Irrditu-rt  »lr%  al«^«»r(dt»»n^  iirttfi«i»iit  «lilltVaiUes  fiiil  crouler 
ltmh'%  rr*  ihvtmrn,  vt  j»rr«H't  il«'  p-nrKfr  1«  jiMtiirn  du  lariiu!  de 
ftdiifmt'tii  i|stt  rt»titli»jl  i«  rmjdirÄlümi  %ndr.  Ck*  iRnne*  a  prcUuH<J- 
mrni  h  tm-m*'  iVmir  mw^m*  dr  r«»lalt«»tt,  «t  «un  iidluance  usjuu''- 
tnijur  *iir  Ir*  druyrrftintl-*  d«'s  rl«»rg»'%  t'*hn-lrit(ut's  mi  dfs  atoinfts 
ptutr»Hniiitl*  r%l  ri»ii«|»«ir4ldr  »i  ndlr  d'iitif  lu'dirf  tif  InUeau.  Lch 
llit'-tiriri  r«»ffiHir%  jti»<ju'«rj  «'«diiirüairrit  «uiutiir  iriU'r[)rt!UUi(»n 
i«rräni«|iir, 

|JrfH%  ijHf  rtJiirr  Irtirr  «  A.  «InH».«,  JUt^  «-tHmrp  d'iUliTs  winlrBcUfcUiinf» 
cniir  I«  llirmnr  rl  Vrxprtirui  f  : 

1 1  rifivrmlif«!  ujaH. 

J'»i  Im  d%rr  mUh'tH  h-  Urum'm*  dti  Nuimmnu-  h.  rtimtircjue  (ju'il 
nt  %ml  |»4^  i|iir  iJruilr  *«  rli.mgr  uit  pfti  •»«  ihtUirif,  d'apmH  cuTtaituiH 


if.tvHt'iH  t»k  »iii»ii:b  mti 


(ihjtTiitsns  sIt'  \«»<^l,  Mit«'  t"^i  »ni««»««'»-  »Ltii*  II  i#iA*'lwi*i««i  //«i^i*/- 

hld'hs    "C"  inlttiiili.    Ur   {»lü-^,    Niil.sn*»»«   t'    ,    «  Mjtijjir«    fr«,    .inlt'»"»,    itp 

riMjjarjjtii'  pan  l.i  f«iH}trin!irli«m  »in»-  |'.y  innnrr.  1^,%%%-*  l'i'trmpij* 
tiu'il  Ir.iitf,  "i'i!  *\SA%1  t'iilritl«''  tf»  |»itn»*ir*  -4l*'»Hri«,;.«tils  r|  i'intlirf  dn 
rtHVjH'tiufi  nt'pari'itn'iif,  sil  «uir.i$l  Iroii^r  i|iir.ri,ii8i  «I«»jjwrr  I4  "valfnir 
I  i.it»jiri»3(.}ituüiv««  I  »li*  fri  |»iiii'«.i»tr'»  «li%«»rl».i«N,  rmllttrurr  4r  rrllr 
bau*!«'  iitr  rimlir««  «It»  r«*fViJirli«»it  w  *»«*  i««»iHlr'»lrr.iil  «|tir  tl«««i  Im 
-"'"*•' dj'rinirtit*,  C  )r,  j'«it  4titr»*l'»»H  «sij»»rr\f'  rri  in»lj»-«\ri  j»-  utr  %»iijv»»nH 


d'lUuJr  i'fillHtitlt*  UUr  elHUrr»»!«»»  *»«>*!  |||,«!r  tili  vj'Utr  dt'  1  ellr  v%mvh*\ 
nlltMistrit  Li  -i*''"'"  tili  lit  .1"'""'  «Irriiii*»!»". 

I^ttir  «Irridrr  s%  stA%mt*nX  n**  <lrw%  ».rilrr-»  «Ir  i^rsii»«lr'»r,  rsdrtilr 
f\  {»h?>rrv«S  Htnit  «hh«»}  i«r«iti|«4liliir*  «|»ir  |r  Ir  «Ii%  ,  $|  iMtitlratl 
rf|ir«'mlrt*  la  me»>.un!«  tl«  |»nm«ir  »s!«%«»rl»stnl  ri  ilr  fsiislirr  il«*  rrfrar-- 
li«»tl  Uli  fuui'lH»«  dv  #..  Vt«it*  \i»%r#,  |*itl»i|M'il  »'*i|;il  «fr  i'»»r«tir  «ir 
grancItHir,  qü«'  i*t"i  ci,!»!'!'!«'!!«"»  ii'aiiritirni  i»,:,!*  Isr^tti«  »f 'rir**  |»r«'f'i'*r*i. 
L'tiidir«  tr.(b*«Jtrj»ti«rt  «1  n«  j»*itir  1«»«»  |»ir*  rt  k  rt»ii*ial*sls««ii  «1'»««? 

inunmli«  d»«  !a  «iiijH'rsimi  «Isitii  §4  '»'"*''  «Ir«  ttiwir  »iilltrsurisl,  1,'aiti» 

iiü « 

plitudf  itvaiil  U'  fkrlriir  t>       *     ,  r'r%|    Li   r««!!«»!*«!«-  l         i'»«nti.  dr  ). 
qu'tl  f«iii{r»u't  ridtndi*r. 

Si  j'MViU'S  c'f  rr»tdl«l,  i«'  «»»»ittrrriti*  »|ttr  h"%  rtsitriiiti«««*  «|if»  »1«*- 
{•fjulriil  dl*  In  llirorir  i«l  dr  v«»«»  «d»«n*r%4li«iii*  •  "'*  I  »i»«!.  Jisr»»f«|ii»»lildr'*, 
ti  diiiH  i|iitd  Hfii-»  ht  \\%ii*m'w  duit  «Hrr  «nitlifitir. 

II  j  II  tltttH  Ir«  H|»nirr  dr  r}iM!r»»g«'"Hr  nur  «•rur  «|it*i»«  «'4  riirur«» 
<Tihsi»rvi'«r  tpw  diifW  fi"»  »'iPili*'».  t'iir  disr»i%»«»ti  i|r^  raiidili«»»'*  **» 
idit!  appHralt  rl  dt»  divrr%»**  »lülr«*'»  i|iir>»|$«»is*  \  t'rla.t%%r%  tnr  rrtti- 
dtiiit'nl  k  vrmre  qur  n»»»  r«yr%  «»ni  t«»tij«iMr">  l^tidr»,  111141»  ««{ifw- 


i  muntx  ^,.11%  itm>  -tMJs.lf  .'p.nH^.nu-  ,|,i  »az  lumirunix.  De 
II,,  lljHtit  «H^itir  intriiHih- «biis  «jitfltjue^  (Hreclion  (ju'on 
•  If  twl»r  »)»*  f  n'j^tlrr,  nuu%  !»••.  iHHt\t'Jl«'s  lt«rn«»h  infra-rougcs 

•,ii »•.»»{•  II t  (|ur  f/jf/  *iii,  r**'*it..,t -iltrt'  <*utH  imn  i'{uiisst!ur  cou- 
-.  Ih.ur  |'4i«»rr,it%  r«'|j.ir«l«'r  uiir  tlrrlnu-gt»  (  uti  mic  suile  tle 
;«'•»  rrruligiii'%1  *»w^'>.i  iHugiir  qui«  |H»HHli»!f%  la  (hmsitr  tlu  guüi 
t?  i|»i«'l«ji»r^  inilliiitrlrr^  |iar  nunnpl»*.  t/hvclmgi'nc  t'Üactro- 

li«t«i«lr  »til'fti.  II«»miiit' "»ptTtriiM-ope,  un  pftil,  lumlneux, 
;  jnmr  r»«'»l*ust     «Vr^l  '♦url«nil  h  li^nr  hltnia  jfJH^^HH  (') 

«i  r^juar  «I»'  lrHii%rr. 

t»i--4!.itt|;l  ««■♦I,  ilriHs  1I4  «(ir  \Vr(l»nw.al)it'ii  dfi"  vou  Ihmni 
jtririi  l.äiitrii  ibirrh  ihr-»  t  ir«»fU  «U  Utirm't'trÄ  f.\\tut;r  hedtni- 

»stsrtrr  /..tl$|r|i  |»r'i|jintiil  «rrtlrii,  ?»«»  hfingl  i'iue*  Ihisiclun'- 
i- rtltrtpMijriirti  lirr«|i.fi»  iii  «Irr  ti'*"  Stell«  tnnv  sdIcIh'  in 
Sirllf  ilrr  |.«»rt*rhtiririi  I.iiurii  hrrvtir:  tiii«  IJuHUthtn'luiil 
S{»*llr  itt  «l«*ti  { irriwnt  l>r%lrl»i  «lirr,  uu»!  /.wur  inl  j^h»  n't*tu|^er 
r-fiirlit  rtl"»  «irti  %iii«  iin^  J4  nif«lirf»r!i  ht"»{»rurl»nieu  Btu»hiutli-- 
bliTit},  «lir  \Mt»  Il«>ft,l4i!«li  \i»rm4l»?n  lirrriihreu,  ^ur  hast  y.\x 

flilit  dir  Hirt  kill  «tr'i$|;r  I.itlir  /.      .  jH-»hi  hf.ll'ifl'l,  W  im'iulll»! 

!*ll  /,«»'!   I!%|««»ll»rsrf|  iijilffilrlt. 

i"  ^rliurt  tn  W4i*rr%t»ili.    Il«'nn,  wt«  Str  nt^'^fii,  kuuri  man 

iipi  iriijiijjr}},  »1*«%%  ii«'l«'ii  »Irr  Il«bjji*rsi*)n'ij  Sfri«* 

#  ^   ,*       1,1  I  -^   *    ' 

•%|f|if|t  k»'l»lllrtt  «llr  ^rri«»ll 

f   '  '   '         '        \  /  *         *  •         *       \  1  '         *  1 


5ti  oeüvrks  de  waltmer  ritz. 

Nun  ist  aber  aus  y=N(7^  — -^j,  X  =  18756  Ä.-E.,   und   die 

Linie  ^=N[  —  —  —  j  finde  ich  in  Lymans  extremen  ultravioletlen 


Spektrum.  Man  sollte  also  in  Wasserstoffröbren  die  Linie  18706 
and  einige  schwäckere  im  Ultrarot  erwarten,  [st  H  in  Ihren 
Röhren  vorhanden? 

2"  Dieselbe  Hypothese  kann  man  auch  machen,  ausgehend  von 
einer  der  zwei  ersten  Nebenserien  von  Helium^  deren  Formel  ist 


k-A-. 


l        l(-i.-+-ty^     {n-+-ccy- 


(e,  a  beide  kleia). 


Dann  wäre  18700  eine  He-Linie,  deren  exakte  Berechnung  ich 
Ihnen  erst  von  Göttingen  aus  mitteilen  kann,  da  mir  meine  Notizen 
hier  fehlen. 

Lettre  ä  F.  Paschen. 

Göttingen,  \l\.  ,7uni  1908. 

Sie  können  sich  denken,  dass  mich  das  Ergebnis  bei  Wassers tofi' 
wieder  sehr  gefreut  hat.  Die  Dififerenz  zwischen  Beobachtung  und 
Rechnung  liegt  hier,  wie  bei  denHe-Linien  daran,  dass  ich  bei  der 
ersten  Berechnung  durchaus  nicht  erwartete,  dass  Sie  eine  so  hohe 
Genauigkeit  erreichen  würden,  und  demnach  mit  fünfstelligen 
Logarithmen  und  ohne  Berücksichtigung  der  Luftrefraktion  ope- 
rierte.   Die  genaue  Zahl,  die  sich  aus  der  Vakuumformel 

ergibt,  ist  in  Luft  y  =  18701  ,7,  was  mit  Ihrer  Angabe  1875 
vorzüglich  übereinstimmt.    Die  nächste  Linie  der  Serie 


109675,0  (^^~A)  (n=5) 


wäre  X  =  12818,5,  die  Sie  vielleicht  noch  finden   können,  wenn 
sie  auch  schwächer  sein  wird  als  die  erste  Linie  (' ). 


(')  Cette  raie  a  aussi  el^  trouvee  par  Paschen  {^Ann.  d.Phys.,  t.  XXVII,  ic 
p.  566)  avec  )i  =  12817,6. 
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Sodann  habe  ich  meinen  Foinneln  für  das  SauerstofFspektrum 
die  ersten  infraroten  Glieder  der  Serien  extrapoliert.    Ich  finde: 

Triplels. 

[ii3o2,6     (stärkste  Linie) 
Zweite  Nebenserie  m  =  a,5  X  =  .'  1 1298, '2 

' 1 1295,3, 

beobachtet  haben  wSie  i  1280  ±14}  die  Ditlerenz  mag  sowohl  der 
Formel  als  der  Beobachtung'  zuzuscbreiben  sein. 

[99.67,0     (stärkste  Linie) 
Erste  Nebenserie  m  =  0  X  =  •  9264  ,0 

( 9262,0. 

Dublets  (starke  Komponente). 

.     .,  ,  .      l  n  =  2,5        X  =  i3i84 

Zweite  Nebenserie     <  \.         ,        „,„ 

(  rt  =  1 ,5         X  =  8430. 

Letztere  Linie,  gleichzeitig  Grundlinie  der  Hauptserie,  ist  unzwei- 
felhaft Ihr  8446  jO;  bei  so  weiter  Extrapolation,  da  schon  /i  =  2,  5 
nicht  beobachtet  ist,  ist  ein  Fehler  von  16  A.-E.  gering-;  durch 
passende  A.nderung  der  Konstanten  könnte  man  ihn  zum  Ver- 
schwinden bringen,  ohne  den  Anschluss  der  beobachteten  Glieder 
zu  verschlechtern  in  merklichem  Maasse. 

Erste  Nebenserie  n  =  3  X  =  1 1  457. 

Ich  denke,  diese  Linier)  werden  sich  wohl  alle  nachweisen  lassen. 
Erst  nach  diesem  Nachweis  Idinnte  ich  die  neuen  Serien  aus  mei- 
nem Kombinationsprinzip  bilden. 

. . .  Als  ich  in  Tübingen  war,  hatten  Sie  eine  WasserstofTröhre  für 
Kanalstrahlen-Untersuchungen  in  Betrieb. . ..  Ich  möchte  Ihnen  ein 
Problem  vorlegen,  welches  für  die  Frage  nach  dem  Relativitäts- 
prinzip, und  somit  für  die  ganze  Elekti^odjnamik,  von  grösster 
Bedeutung  ist.  Nach  der  Lorentz-Einsteinschen  Relativitätstheorie 
muss  nämlich  die  Wellenlänge,  die  ein  bewegtes  Atom  aussendet, 
nicht  nur  in  der  Richtung  der  Bewegung  nach  dem  Dopplerschen 
Prinzip  sich  verändern,  sondern  auch  bei  Beobachtungsenkrechtzur 
Richtung  der  Geschwindigkeit  t^muss  sich  eine  Verschiebung  nach 


5i4  OEUVRES   DE   WALTHER    RITZ. 

Rot  im  Betrag  -  ( -  )  "k  {c-=  Liclitgeschwindigkeit)  erg-eben(  * ).  Bei 

o 

Hß  und  V  =  1000  km/sec  wäre  dies  0,02  A.-E.  etwa.  Bei  Beobach- 
tung von  Kanals trahlen  würde  man  eine  scheinbare  Verschiebung 
der  Linie  um  weniger  als  0,02  A.-E.  beobachten,  da  natürhch 
stehende  und  bewegte  Intensität  nicht  zu  trennen  wären.  Bei  fei- 
nen Linien,  und  wenn  man  das  normale  und  das  verschobene  Spek- 
trum auf  derselben  Platte  hat,  liesse  sich  diese  Verschiebung  auch, 
ohne  grosses  Gitter  nachweisen.  Wäre  es  nicht  möglich  zu  machen, 
dass  man  die  Frage  nach  der  Existenz  dieses  Effektes  mit  Sicher- 
heit beantworten  könnte?  Wenn  der  Effekt  besteht,  ist  es  aus  mit 
unserer  universellen  Zeit,  mit  dem  Parallelogramm  der  Geschwin- 
digkeiten und  der  ganzen  Kinematik.  Ich  hoffe,  der  Effekt  besteht 
nicht,  das  wäre  viel  schöner.  Da  es  sich  aber  um  ein  wirkliches 
Experimentum  criicis  handelt,  und  Sie  vielleicht,  trotz  der  grossen 
Schwierigkeit,  ein  Mittel  finden  werden  die  Sache  zu  realisieren, 
wollte  ich  sie  Ihnen  doch  mitteilen. . . . 

Lettre  ä  F.  Paschen. 

GöLtingen,  16.  Juli  1908. 

...  Ich  hoffe,  mit  Hilfe  Ihrer  wertvollen  Untersuchungen  auch 
wirklich  noch  weiter  zu  kommen.  Vorerst  muss  ich  Ihnen  beichten, 
dass  meine  Sauerstoffrechnung,  die  ich  nur  einmal,  nicht,  wie  sonst, 
mehrmals  gemacht  habe^  einen  Fehler  enthält,  und  zwar  bei  der 
Linie  11407.  Diese  ist  falsch,  da  ich  die  Zusatzgnisse  meiner 
Formel,  die  bei  Haupt-  und  zweiter  Nebenserie  stets  positiv  ist,  in 
der  Zerstreuung  auch  hier,  bei  der  ersten  Nebenserie,  addierte, 
wo  ich  hätte  subtrahieren  sollen.  Der  richtige  Wert,  der  sich  an- 
genähert auch  aus  Ihrer  und  Herrn  Runges  Formel  ergibt,  ist 
1 1  260  (-),  und  ich  zweifle  nicht,  dass  dies  1 1  287  sein  sollte ;  dieser 
Fehler  ist  ganz  normal,  der  andere  war  unmöglich.  11294  und 
I  I  3oo  halte  ich  für  das  Tripletl.  Betreffend  He  sind  ja  allerdings 
die  Grenzen  unsicher;  ich  glaube  aber,  dass  die  erste  Nebenserie 


(')  Einstein,  Ann.  d.  Phys.,  t.  XXIII,  1907,  p.  197. 

(')  Das  Triplett  926Ü  der  ersten  Nebensei'ie  iialte  icli  schon  früher  berechnet, 
das  ist  richtig. 
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nur  eine  Grenze  ^29222,  8  zulässt,  so  dass  29219,69  mir  ausge- 
schlossen scheint.  Vielleicht  ist  auch  meine  Formel  (m,  /?,  — p^, 
Tc,  —  7To)  nicht  so  ganz  genau,  es  könnte  sich  doch  die  Unsicherheit 
der  Serienformel  in  der  6^^"  Stelle  bemerkbar  machen,  und  ich 
glaube,  man  muss  die  Frage  ofFen  lassen  zunächst  und  zufrieden 
sein,  dass  es  so  schön  klappt. 

Lettre  ä  F.  Paschen. 

Göttingen  ( non  dal6e). 

. . .  Ich  wollte  wissen,  ob  das  Schema  konstante  Differenzen,  das 
Rjdberg  seinerzeit  für  das  rote  Argonspektrum  aufgestellt  hatte, 
auch  einige  Ihrer  Linien  umfasst.  Dies  ist  wirklich  so  :  es  treten 
die  charakteristischen  Differenzen  bei  A  =  8522,85;  9128,6; 
9608,90  auf,  und  wenn  man  noch  Ihre  und  Riinges  Messungen  im 
Rot  dazunimmt,  noch  bei  einer  ganzen  Anzahl  anderer  Linien. 
Das  Rydbergsche  Schema  hat  so  genau  die  Form,  die  nach  dem 
Kombinationsprinzip  zu  erwarten  ist,  dass  mich  dieses  Spektrum 
besonders  interessiert.  Es  wäre  gut,  die  den  Heliumserien  ent- 
spreclienden  Argonserien  zu  linden.  Es  müssten  Doppellinien  mit 
dem  Abstand  etwa  100  dabei  sein  (die  Wellenzahlen  in  5  Stellen). 
Ich  finde  eine  sehr  häufig  auftretende  Differenz  1 1 5, 6,  die  Ihr  Paar 
i3  5o5,6;  187  19,9  zeigt.    Ob  das  ein  Paar  der  Serien  ist? 
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fouruis  par  des  solides  de  revolution  cliarges  d'^Iectricite  ä  leur 
surface  et  animes  d'un  mouvement  rapide  de  roiation  autour  de 
leur  axe.  II  s'eLait  rendu  comple,  en  particulier,  qua  pour  des 
solides  de  revolulionquelconques  on  peut  trouverune  distribution 
superficielle  d'eleclricite  qui  les  rend  equivaleals  ä  des  systemes  de 
deux  pules  magnetiques  silues  sur  l'axe.  Lorsque  les  poles  magne- 
tiques  se  rapprochent  de  la  surface,  la  densile  electrique  augmente 
iudefinimeut  dans  leur  voisluage,  et  les  surfaces  portanirelectricite 
deviennent  pratiquemeiit  equivalentes  a  des  charges  ponctuelles. 
Ces  solides  soal  alternativement  positifs  et  uegatifs  et  doues  de 
rotation  de  sens  contralre.  Ils  sont  fixes  les  uns  aux  autres,  en 
chaine  linraire,  par  leur  attraction  electrostatique.  II  avait  pense 
que  les  bätonnels  non  inagnetiques,  exiges  eux  aussi  par  la  theorie 
des  spectres  eiiseries,  pourraientetre  des  corps  electrises  de  m^me 
espece  mais  depourvus  de  rotalion,  puls,  falsant  un  pas  de  plus, 
que  l'eleclron  vlbrant  et  Je  pole  tHectrlque  libre  ä  l'extr^mlte  de  la 
file  des  bätonnets  sont  une  seule  et  nieme  chose. 

Supposons  que,  supprlmant  les  bätonnets  nön  magnetiques,  on 
considere  une  file  de  bätonnels  magnetiques.  On  peut  admetlre 
que,  lorsqu'elle  est  soumise  ä  une  tenslon  a-,  eile  possede  la  pro- 
priete  de  prendre  des  inouvemenls  vlbratolres  analogues  ä  ceux 
d'une  corde  ou  plutot  dune  chaine. 

II  regne  le  long  de  cette  corde  un  cliamp  magnelique  H  dirlge 
dans  le  sens  de  la  longueur,  et  eile  porte  des  charges  electriques 
equidlstanles.  Supposons  que  ces  charges  exdcutent  des  vibrations 
circulaires  autour  de  Taxe  sous  Tinfluence  combinee  de  la  tension 
a-  et  du  champ  H.  (Les  noLes  de  Ritz  sontmuettes  sur  la  raison  pour 
laquelle  Tactlon  du  champ  sur  les  charges  positives  et  negatives 
voisines  ne  se  neulralisent  pas.  On  peut  peut-ötre  invoquer  ä  cet 
effet  une  ditlerence  de  configuralion  des  charges  positives  et  a^ga- 
tives,  que  Ton  est  dispose  ä  admetlre  par  aiUeurs.  Les  unes,  occu- 
pant  un  espace  plus  etendu,  seraient,  par  exemplc,  partiellement 
en  dehors  du  champ.) 

L'etat  vibratoire  est  alors  decrit  par 

,  ^     .    niT.x    . 

1    y  =  Asin SinvZ, 

\  -^  a 

f    c  =  Asia cosvf, 

l  a. 


XXVIII. 


SÜR  LES 


SPECTRES  DE  BANDES, 

d'apres  quelques  notes  manuscrites  de  Ritz  et  une  conversation. 
Pai-  Pierre  Weiss. 


PREMrEIlE    PARTIE.     —     MECANISMK    DEMISSION     DES    SPECTRES 
DE    BANDES. 

Dans  le  Memoire  ( ' )  ou  Ritz  etudie  un  mecanisme  eleclromagn^- 
tique  simple  emeltant  les  spectres  en.  series,  il  dit  [OEuvres^ 
p.  112): 

«  Auf  Bandenspektren  sind  diese  Theorien  nicht  anwendbar. 
Ich  möchte  mich  in  dieser  Hinsicht  auf  die  Bemerkung  hescliräii- 
ken,  dass  man  sie  vielleicht  geschlossenen  Ringen  oder  Polygonen, 
aus  den  Ijetrachteten  Elementarmagneten  bestehend,  zuschreiben 
könnte,  in  der  Annahme,  dass  solche  Gebilde  eine  vviclitige  Rolle 
im  Baue  des  Atoms  spielen,  und  dass  sie  durch  die  lichterregendeD 
elektrischen  oder  chemischen  Prozesse  erst  gcspreng-t  werden 
müssen,  bevor  ein  Serienspektrum  zustande  kommen  kann.  » 

II  a  ete  trouve  dans  les  papiers  laisses  par  Ritz,  sur  une  petite 
feuille  portant  quelques  equations  et  quelques  mots  de  texte,  une 
öbauche  de  th(^orle  de  ce  mecanisme  d'emission  des  spectres  de 
bandes  que  je  vais  essayer  d'expliciter. 

Rappeions  que  l'organe  d'emission  des  spectres  en  söries,  ima- 
gine  d'abordcomme  des  batonnets  magn^tiques  etnonmagndtiques, 
juxtapos6s  en  ligne  droite,  peut  etre  realise  de  diverses  fagons. 
Ritz  serepr^sentait  volontiers  ('-)  les  batonnets  magn^tiques  comme 


(')  Magnetische  Atomfelder  und  Serienspektren  {QEuvres,  VII,  p.  gS). 
(-)  Loc.  cit.;  Oliuvres,  p.  108. 
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diverses  selon  que  l'oii  se  trouve  aux  extrdmites  ou  au  milieu. 
Donc  anneau  circulaire.    » 

V  croit  avec  m,  la  bände  a  donc  Ja  l^le  du  cöte  du  rouge.  Pour 
obtenir  des  valeurs  de  v  decroissantes,  il  faut  supposer  <x-  negatif. 
L'anneau,  au  lieu  d'etre  tendu,  est  comprim^  dans  la  direction  de 
la  Peripherie. 

L'ecartement  entre  deux  raies  consecutives  est  donne,  ä  partir  de 
la  formule  complete  ( f ),  par 

II  croit  plus  lentement  que  la  loi  de  Deslandres  l'indique,  et  cela 
est  confonne  ä  rexperience.  Mais  l'ecart  ne  cesse  pas  de  croitre. 
La  formule  ne  donne  donc  pas  le  maximum  d'dcarlement  des  expe- 
riences  de  Rayser  et  Runge  (')  siir  le  spectre  du  cjanogene  (-). 

Sur  une  autre  feuille  de  notes  de  Ritz  se  trouve  la  trace  de  nom- 
breuses  tentatives  pour  Irouver  la  meilleure  formule  empirique  a 
trois  constantes  representant  ces  exp^riences  de  Rayser  et  Runge. 
Celle  feuille  parait  etre  anlerieure  ä  ses  id^es  sur  Forigine  electro- 
magnetique  des  speclres  et  n'est  donc  qu'indireclement  en  rapport 
avec  ce  qui  precede.  11  essaye  notammenl 


V  =  a  -r-  bm-  y^i  -f-  cm^ 

et  les  trois  premiers  termes  de  son  developpement 

•;=«-(-  bm-  -{-  cm^ 

et  trouve  que  le  terme  en  /n"  varie  trop  rapidement.  II  essaye 

v2  =  a  -4-  bm^-T-  cm'* 

et 

V  =  «2  -T-  bm--+-  cm.'*. 

II  trouve  Celle  derniere  formule  preförable  aux  aulres  et  note  k  ce 


(')  Kaysek  et  RcxuE,  Wied.  Ann.,  t.  XXXVIII,  1889,  P- So- 
(^)  La  möme  feuille  de  Notes  porle  encore  riiidicalion  suivante,  qui  se  rapporte 
ä  une  aulre  Solution  possible  du  probleme,  dans  laquelle  n'intervieat  pas  la  len- 
sion  a^  :  «  Outre  le  champ  magnetique  constaat  qu'il  produit  dans  loate  sa  Jon- 
gueur,  un  anneau  peut  «itre  soumis  encore  ä  des  champs  magndtiques  ext^rieurs, 
variables  de  point  en  point,  faibles  par  rapport  au  premier.  » 

R.  34 
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oü  a  est  la  distance  entre  deuxnoeuds  consecutifs  pour  la  Vibration 
fondamentale  et  v  :  271:  la  frequence.  Les  equations  du  inouvement 
d'un  Clement  de  corde  dx^  de  masse  \j.dx^  et  de  charge  zdx  con- 
tiendront  le  terme  d'inertie  et  les  forces  provenant  du  champ 
magnötique  et  de  la  lension  de  la  corde  : 


(•i) 


M--t4-  -t-  eH- a2— ^  =  o, 

^  dt"-  dt  dx'^  ' 


d"-. 


TT    (>Y  „    f)-  V 

dt 


=  0, 


df^  dt  dx'^ 

d'ou,  en  substituant  ( i ),  deux  fois  la  meme  equalion  : 

(3)  [^v^ 


H -7-  a-  =  0, 


dans  laquelle  H  peut  aussi  etre  remplace  par  —  H,  donc 

2  [JL  2  P-  V 


(4) 


4  /n^TT^  (ji 


Les  Solutions    correspondant  aux    deux  signes   -h   et   aux  deux 
signes  —  sont  seules  acceptables.  En  posant 


4Ti:2a2fji. 


k\ 


nombre  qui  est  petit  quand  la  tension  de  la  corde  a  un  role  subor- 
donn^  par  rapporl  au  champ,  on  a 


(5) 


1^ 


i-t- 


m2A2        in'^k'* 


l\ 


iG 


Pour  in  =  0,  on  retrouve  la  frequence  d'une  charge  d^crivant  un 
cercle  dans  le  champ  ET.  Si  Ton  s'arrete  au  deuxieine  terme,  on  a 

la  loi  de  Deslandres  avec  Vo=  —  pour  la  tele  de  la  bände.  Si  Ton 

conserve  le  troisieme   terme,   v  croit  moins  vite,  comme  le  veut 
l'experience  dans  certaines  bandes  ä  vaies  nombreuses. 

Ritz  est  amen^  ici  ä  choisir  entre  une  file  rectiligne  et  un  anneau 
ferm(^.  11  donne  la  preference  ä  ce  dernier  dans  les  termes  suivants  : 
«  S'il  y  a  deuxextremites,  les  lignes  devraient  ötre  d'abord  simples 
(m=  I,  2,  ...),   puis  ä   m  grand  correspondront  des  vibrations 


XWIII.    —   SPECTRKS   DE   BANDKS.  53l 

Les  Tableaux  de  nouibres  trouves  daiis  ses  notes  montrent  que 
celLe  conviotion  se  raltache  aiissi  ä  Tetude  des  bandes  du  cyanogene 
observees  d'&bord  parRayser  et  Runge  ('),  puis  par  Jungbbilh  (-) 
eL  doiit  les  tetes  sont  a  3883,56;  3871,53;  386i,85  et  3854,85  Ä. 

Voici  en  quelques  mots  Tetat  de  la  question  :  King  (^)ayanl 
decouvert  de  nouvelles  letes  dirigees  du  cole  des  pctiles  longueurs 
d'ondes,  a  cru  pouvoir  les  considerer  comme  les  qiieues  correspon- 
dant  aux  tetes  anoiennement  connues  et  les  a  associees  en  faisant 
chevaucher  Jes  bandes  les  unes  sur  les  autres.  Comme  preuve  de 
cetle  coordination,  il  donne  des  relalions  numerlques  enlre  les 
longueurs  d'ondes  des  tetes  et  des  queues.  EUes  sont  contenues 
dans  le  Tableau  suivant  : 


1'» 

^'In 

^\ 

Q„ 

q: 

3  j(jo,52 

3 -203, 8  1 

I , 12069 

3H83, 

,60 

34«5,69 

1,  lioSy 

3")  8  3,99 

3i8o,5H 

I, 12746 

3871 

P9 

3433,17 

I,  i-i770 

3584,10 

3i6o,3-i 

I, 13409 

386 1 

>9i 

3405,04 

1,13417 

La  valeur  demonstrative  de  ce  Tableau  me  parait  faible.  D'apres 
la  loi  de  Deslandres,  qui  est  applicable  aux  t^tes  de  bandes  d'une 
sörie,  comme  aux  raies  d'une  bände,  les  distances  enlre  les  totes 
successives,  mesurees  ä  l'ecbelle  des  frequences,  forment  une  pro- 
gression  arithmelique.  Supposons  que  Ton  associe  deux  s^ries  de 
bandes  tournees  en  sens  contraire  et  ob^issant  l'une  et  l'autre  ä 
cette  loi,  mais  entietement  independantes  quant  ä  leur  origine. 
Si  les  raisons  des  deux  progressions  sont  voisines,  comme  cela 
arrive  frequemnient  (^),  les  distances  entre  les  t^tes  et  les  queues 
formeront  elles  aussi  une  progression  arithmelique  et  cela  poiirra 
se  produire  suivant  que  les  raisons  seront  de  mdrae  signe  ou  de 
signe  contraire,  quand  on  se  deplace  ä  partir  des  premieres  bandes 
dans  le  möme  sens  ou  en  sens  contraire  (Criterium  de  dependance 
invoque  par  JungblutK).  II  en  sera  möme  ainsi  quelles  que  soient 
les  deux  premieres  bandes  que  Ton  associe  et  que  l'on  se  deplace 
ä  partir  de  celle-ci  dans  le  meine  sens  ou  en  sens  contraire. 

(t)  Kaysek  et  Runge,  Wied.  Ann.,  t.  XXWIII,  1889,  p.  80. 
(')  JuNGBLUTH,   Regulurities  in  the  Struciure  0/  Ihe  third  Cyanogen  Band 
{Astroph.  Journal,  l.  XX,  igol,  p.  237). 

(')  King,  Astroph.  Journal,  t.  XIV,  1901,  p.  SaS. 

(*)   Voir,  par  exeinple,  Fabry,  /.  de  Phys.,  4«  serie,  t.  IV,  igoa,  p.  245. 
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propos  que  «  ä  partir  de  la  (60^  raie  les  foiictions  v  =/(/?i)  et 
v^  =  /(m)  se  comporterU  d'ane  inaniere  non  reguliere  ».  Nous 
allons  reveiiir  sur  ce  point.  II  essaye  encore 

a  -f-  6/n- 

V2  —   - 

I  -+-  am- 

l'erreur  est  uii  peu  plus  grande  que  ci-dessus. 

Dans  iine  conversation,  Ritz  avait  eiioiice  iine  idee  qul  rattache 
ce  qu'il  appelle  ie  caractere  non  regulier  de  la  fonction  v  pour 
les  raies  d' ordre  eleve  au  mecanisrae  d'emission.  II  s'(5lait  exprim^ 
ä  peu  pres  de  la  maniere  suivante  : 

On  possede  dans  certaines  baiides  des  laombres  de  raies  considd- 
rables  dont  la  position  esl  determinee  avec  exactitude,  mais  quelle 
qae  soit  la  loi  empirique  avec  laquelle  on  cherclie  ä  reprdsenter  la 
distribution  des  raies  dans  ces  bandes,  il  arrive  un  moment  ou, 
pour  un  numero  d'ordre  eleve  des  raies,  cetle  loi  est  en  ddfaut. 
Si  l'on  a  recours  k  une  representation  graphique,  la  courbe  tourne 
court  avec  une  brusquerie  que  les  formules  hal)ituelles  ne  rendent 
pas. 

Imaginons  que  la  parLie  de  l'atome,  dont  les  vibrations  dmettent 
des  spectres  de  bandes,  ait  une  structure  analogue  k  celle  d'une 
chaine  composee  de  maillons  de  longueur  determinee.  On  congoit 
alors  tres  bien  que  Jes  vibrations  se  produisent  pour  laplus  grande 
partie  du  pkenomene,  comme  si  la  chaine  avait  une  structure  con- 
tinue,  tandis  que,  pour  des  longueurs  d'ondes  voisines  de  la  lon- 
gueur du  maillon  (ou  de  certaines  valeurs  particulieres  en  relation 
avec  eile),  les  nombres  de  vibrations  sontinfluencds  parla  grandeur 
finie  de  l'd(5ment. 

DEUXIEMB    PARTIE.     STRUCTURE    DES    BANDES. 

A  la  question  qui  lui  avait  ele  adressee  :  N'est-il  pas  Stabil  que 
les  bandes  ont  quelquefois  deux  tites^  l'une  du  c6te  des  grandes 
longueurs  d'ondes,  L'autre  du  cöte  des  petites?  [hypothese  de 
Thiele  (')],  Ritz  avait  repondu  sans  commentaires  :  «  Gelte  id^e 
n'est  pas  so  utenable.  « 

(')  Thiklk,  Aslroph.  Journal,  L.  VI,  1897,  P-  ^^- 
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La  coordinalson  des  teles  et  des  queties  de  JungbluUv  est  donc 
formellenient  en  contradiction  avec  celle  de  Kin«;.  En  outre,  chez 
Jungbluth  les  Landes  compleles  de  King  ehevauchant  (y?^.  i)  les 
unes  sur  les  autres,  sont  remplacees  par  des  bandes  s'emboitant 
{ßg-  2)  les  unes  dans  les  auLres. 


Jungbluth,  qui  signale  expressement  cette  circonslance,  ne  craint 
pas  d'ajouter  ({ue,  rapprocbee  des  relations  numeriques  de  King, 
eile  apporte  aux  idees  de  ce  dernier  une  nouvelle  confirmation. 

Pour  rechercher  quelle  est  exactemenl  la  porlee  des  experiences 


Fig.  a. 

de  Jungbluth,  j'ai  marque  dans  le  dessin  (fig.  3)  les  poinls  obser- 
ves.  La  partie  experimentale,  representee  en  traits  pleins,  se  ter- 
mine,  pour  les  quatre  bandes,  en«,  6,  c,  d.  Pour  deux  des  bandes, 


yS90 

T  T  TT 


Long,  dbnde  en  A 
Fis.  3. 


a    Ä 


MftÜ 


en  b  et  en  c/,  eile  s'ecarte  de  la  partie  extrapolee  par  Jungbluthj 
representee  en  pointille,  par  une  plus  grande  courbure,  semblant 
donner  raison  ä  Tidee  de  Ritz,  et  rendant  impossible  l'attribution 
des  queues  faites  par  Jungbluth. 

Mais   si  Ton  compare  les  experiences  de  Jungbluth  ä  celle  de 
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En  premiere  approximation,  le  quotient  des  frequeuces  variera, 
lui  aussi,  en  progression  arilhmetique.  C'est  ce  que  Lrouve  King. 
Eu  egard  a  la  grande  similitude  des  series  de  bandes  successives, 
on  ne  saurait  attribuer  une  portee  qiielconque  a  ce  que  ce  quotient 
passe  deuxfois  approximativement  par  les  m^mes  trois  valeurs. 

Get  argument  parait  neanmoins  avoir  pese  d'un  assez  grand  poids 
dans  la  conviction  de  Kajser  ( '),  qui  considere  comme  certain  que 
King  ait  trouve  les  queues  correspondanL  aux  teLes  et  que  par 
suite  riiypoihese  de  Thiele  soit  exacte. 

Jungblutli  se  propose  de  contröler  ceLte  liypothese  en  faisant  de 
nouvelles  mesures  sur  une  partie  des  bandes  anciennementconnues. 
Pour  les  discLiLer,  il  porLe  en  abscisses  (-)  les  longueurs  d'ondes  et 
en  ordonnees  la  difference  des  longueurs  d'ondes  de  deux  raies 
consecutives.  Les  courbes  qu'il  obtient  ainsi  |)0ur  quatre  des  bandes 
du  cyanogene  partent  de  leurs  t^tes  T,,  To,  T^,  T^  avec  une  allure 
approximativement  parabülique,  qui  correspond  u  la  ioi 

(v  =  frequence,  n  =  nombre  enlier)  de  Deslaiuires  ;  mals  pour  les 
raies  denumeros  d'ordre  eleves  la  courbe  est  nettement  au-dessous 
de  la  parabole  etl'(^cartenLre  les  raies  consecuLives  passe  inöme  par 
unmaximum.  Ges  courbes  experimentales  sont  conlinuees  en  poin- 
tille  et  semblent  aboutir  naturellement,  dans  le  dessin  original  de 
Jungblutb,  pour  les  trois  dernieres  bandes  a  des  queues  Qo,  Qg,  Q4 
indiqu(5es  par  King.  Pour  la  premiere,  une  tele  de  King  faisant 
d^fauL  dans  la  r^gion  oü  Jungblutb  l'aitend,  il  conlinue  la  courbe 
par  continuitd,  et  dötcrmlne  ainsi  la  position  de  la  queue  Q,,  dans 
une  r^gionOLi  eile  est  inobservable  par  suite  de  la  presence  d'une 
bände  intense. 

Laissant  celle-ci  de  cotö,  nous  avons  : 


T^Les  d'aprös 

Tdtes  d'apres 

Jiingbluth. 

King. 

QueucÄ  supposees. 

T2....      3871,53 

4i5'i,y3 

Qo.  .  .  .     3Go3  ,  ]9. 

T3....     386i,85 

4i58,2'i 

Q3....     3628,98 

T,,....     3854,85 

4  [65,54 

Q^....^   3658,17 

{')  KAYöKn,  Handbuch  der  Spektrosk.,  t.  II,  p.  487. 

(^)  La  figure  donnde  plus  loin  est  celle  de  JungbluLh,  i'edessince  en  remonlant 
au\  Tableaux  de  nombres  contenus  dans  son  Iravail. 
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imporlant,  la  progression  arithmeilque,  signalee  par  Jun^'^blath, 
des  ecarleraenls  maxima  des  raies  des  qualre  bandes  (2,25  ;  2,00; 
1,75;  1,5  A.).  Ge  faitconservesa  valeur  independammenl  de  luule 
hypolhese  sur  rexistence  d'une  seule  ou  de  deux  tetes. 

On  peut  donc  conclure  de  la  maniere  suivante  :  L'hypothese  de 
Thiele  est  appuyee  par  : 

1°  L'existence  des  te'tes  dlrigees  dans  les  deux  sens  ; 

2"  L'existence  (l'un  maximum  dans  recartement  des  raies. 

Mais  la  denionslration  de  cette  hypothese  n'a  pu  6lre  conlinuee 
jusqu'ä  present,  ni  par  la  possibilite  de  coordonner  sans  equivoque 
les  tetes  et  les  quenes,  ni  par  la  poursuite  de  la  decroissance  de  la 
distance  des  raies  dans  un  intervalle  assez  etendu  au  delä  du  maxi- 
mum. L'ecartement  des  raies  dans  le  voisinage  de  la  queue  36o3 
y  contredit  formellement. 

L'idee  de  Ritz  n'est  pas  en  contradiction  avec  les  faits,  Mais  les 
indications  en  sa  faveur,  qui  restent  dans  les  quatre  bandes  du 
cyanogene,  sont  un  peu  diminuees  apres  suppression  de  la  parlie 
fautive  b'  b  de  Jungblulh. 

U  y  aurait  grand  inter^t  ä  faire  de  nouvelles  determiaations  sur 
des  bandes  composees  d'un  grand  nombre  de  raies  et,  peut-ötre, 
ä  la  reprise  de  la  discussion  des  donnees  dejä  connues. 


FIN. 
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Kaysei'  et  Runge,  la  concordance  qui  est  bonne  jasc[u'en  b'  cesse. 
On  se  rend  compte  facilement  que  Jungbluth  a,  en  b',  passe  par 
inadvertance  ä  des  raies  d'une  bände  voisine  placee  par  rapport  ä 
Celles  de  la  bände  suivie  jasque-lä  ä  peii  pres  comme  les  trails 
d'un  vernier  par  rapport  aceux:  de  l'echelle  principale.  D'ailleurs, 
Jungbluth  supprime  dans  son  graphique  la  portion  b' b.  En  defini- 
tive, sur  les  quatre  bandes,  la  correlation  entre  les  l^tes  et  les 
queues  estadmissible  älarigueur  pourdeux  d'entre  elles  (To  —  QoJ 

T3-Q3). 

L'idee  de  Ritz  sur  la  nature  non  reguliere  de  la  fonction  pour  les 
raies  d'ordre  eteve,  qui  repose  sur  la  brusquerie  du  coude  en  b\  a 
donc  en  parlie  comme  origine  une  erreur  de  Jungbluth. 

11  semble  qu'a  la  suite  du  travail  de  Jungbluth,  la  conviclion 
que  riiypothese  de  Thiele  est  exacte  se  soit  generalisee.  En  igoS, 
A.  Hagenbach  (')  Texprime  dans  une  monographie  sur  les 
spectres  de  bandes.  On  n'a  pas  remarque  qu'en  realitd  les  con- 
clusions  de  Jungbluth  ä  la  \\\\  de  son  travail  sont  heaucoup  moins 
alfirmatives  que  ses  couvbes. 

On  trouve  encore  dans  les  Notes  de  Bitz.  l'indication  suivante  : 

«  Les  queues  de  King,  en  particulier  a  36o3,  sont  impossibles, 
parce  qu'elles  sont  composees  de  raies  relativement  intenses  avec 
des  differences  presque  constanLes  ^  tandis  que  les  difTerences 
devraient  croitre  tres  rapidement  comme  a  la  tcte  de  la  bände.  » 

Cette  remarque  est  tres  probablement  suggeree  par  l'examen  de 
la  planche  deKayser  et  Runge  (-)  sur  laquelle  il  est  ais6  derecon- 
naitre  l'aspecl  d^crit  par  Ritz.  On  peut  y  evaluer  la  distance  des 
raies  ä  o,  5  A  euviron,  ce  qui  porte  Tarc  de  courbe  correspondant 
bien  en  dehors  des  limites  de  la  figure.  Le  meme  aspect  est  visible 
sur  la  planche  de  Jungbluth  [loc.  cit.). 

Cet  argument  semble  definitivement  d^truire  ce  qu'il  reste  de 
probabilit^  aux  attributions  faites  par  Jungbluth.  Nous  avons  d^jä 
fait  justice  incidemment  de  l'argument  que  Jungbluth  tire  de  ce 
que  les  longueurs  des  bandes  varient  en  progression  arithra^tique. 
Menlionnons  que,  par  contre,  Riiz  note  avec  soin,  comme  un  fait 


(')  A.  Hagenbach,  Wüllner-Festschrift,   igoS,  p.  i33. 

(-)  Akad.  Berlin  {Phys.  Abh.  nicht  zur  Akad.  gehör.  Gelehrter,  1. 1,  ü 
p.  kl\. 
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